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Aufgabe 57 [Schauder am Rand f̈ur L = ∆]

Vervollsẗandigen Sie den Beweis von Proposition 5.6 der Vorlesung:

Seiu∈C2,α(K), α ∈ (0,1), für jede kompakte MengeK ⊂ Rn−1× [0,∞), mit

u = 0 auf Rn−1×{0} und HölRn
+,α

D2u < ∞,

wobeiRn
+ := Rn−1× (0,∞).

Dann gibt es eine KonstanteC = C(n,α)

HölRn
+,α

D2u≤C(n,α)HölRn
+,α

∆u.

Hinweis: Die Widerspruchsannahme führt auf die Existenz eines Multiindexγ mit |γ|= 2,
einer Zahli ∈ {1, . . . ,n} und einer Teilfolgem→ ∞, xm‖en ∈ Rn

+, hm > 0, so dass

h−α
m |∂ γum(xm+hmei)−∂

γum(xm)| ≥ c(n) > 0.

Bearbeiten Sie hier nur den in der Vorlesung lediglich angedeuteten Fall 1:

lim
m→∞

|xm|
hm

= ∞.

Aufgabe 58 [Vorversion der Schauderabscḧatzungen am Rand]

Beweisen Sie Proposition 5.8 der Vorlesung:

L erfülle (5.1), (5.2) und (E) inB2(0)+. Dann gilt f̈ur u,φ ∈C2,α(B2(0)+) mit

u = φ auf B2(0)∩{xn = 0}

die a priori Abscḧatzung

‖u‖C2,α (B1(0)+) ≤C(Λ,nα)
[
‖Lu‖C0,α (B2(0)+) +‖φ‖C2,α (B2(0)+) +‖u‖C2(B2(0)+)

]
.

Hinweis: Gehen Sie so vor wie beim Beweis von Proposition 5.4 der Vorlesung.
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Aufgabe 59 [Approximation von Differentialoperatoren]

Zeigen Sie: SeiΩ ⊂⊂ Rn offen, L erfülle (5.1), (5.2), (E) undc≤ 0 in Ω, sei weiterhin
f ∈C0,α(Ω). Dann gibt es DifferentialoperatorenLm mit Koeffizienten inC∞(Ω) undcm≤
0, so dass f̈ur allem die Bedingungen (5.1), (5.2) und (E) mitΛm := 2Λ erfüllt sind, und
fm∈C∞(Ω), so dassfm≤C (unabḧangig vonm) und

Lm→ L und fm→ f in C0(Ω).

Aufgabe 60 [Höhere Regularität am Rand]

Vervollsẗandigen Sie den Beweis von Satz 5.11 der Vorlesung, indem Sie die höhere Rand-
regulariẗat und die Randabschätzungen beweisen:

Sei Ω ⊂⊂ Rn offen mit ∂Ω ∈Ck+2,α , L erfülle die Voraussetzungen (5.1), (5.2) und (E),
k∈ N∪{0}, α ∈ (0,1) und

‖ai j ‖Ck,α (Ω),‖bi‖Ck,α (Ω),‖c‖Ck,α (Ω) ≤ Λ,

und f ∈ Ck,α(Ω),φ ∈ Ck+2,α(Ω). Für u ∈ C2(Ω)∩C0,α(Ω) mit u = φ auf ∂Ω gilt u ∈
Ck+2,α(Ω) und die Abscḧatzung

‖u‖Ck+2,α (Ω) ≤C(Ω,Λ,n,α,k)
[
‖ f‖Ck,α (Ω) +‖φ‖Ck+2,α (Ω) +‖u‖C0(Ω)

]
.

Hinweis: Machen Sie sich klar, dass Sie ohne Einschränkungφ = 0 annehmen k̈onnen,
biegen Sie den Rand lokal gerade, approximieren Sie wie beim Beweis der inneren Regu-
larität und verwenden Sie anstelle von Satz 5.1 nun den Satz 5.5 der Vorlesung. Für tan-
gentielle Ableitungen k̈onnen Sie eine Differentialgleichung herleiten, die verbleibenden
rein normalen Ableitungen können Sie abschließend mit Hilfe der Differentialgleichung
kontrollieren.
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