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Aufgabe 61 [Konvergenz von Differentialgleichungen]

Sei Ω ⊂ Rn offen und(um) ⊂W1,2(Ω) eine beschr̈ankte Folge schwacher Lösungen der
Differentialgleichungen

Lmum := ∂i(a
(m)
i j ∂ jum)+b(m)

i ∂ium+c(m)um = fm in Ω,

wobeia(m)
i j ,b(m)

i ∈ L∞(Ω), cm∈ L∞(Ω)∩L2(Ω), fm∈ L2(Ω) mit

‖a(m)
i j ‖L∞(Ω),‖b

(m)
i ‖L∞(Ω),≤C (unabh. von m).

Weiterhin gelte f̈ur m→ ∞

a(m)
i j → ai j , b(m)

i → bi L n− f.ü. in Ω

cm ⇀ c in L2(Ω), fm→ f in L2(Ω),

wobeic∈ L2(Ω)∩L∞(Ω).

Beweisen Sie: Eine Teilfolge derum konvergiert schwach inW1,2(Ω) gegen eine schwache
Lösungu∈W1,2(Ω) von

Lu := ∂i(ai j ∂ ju)+bi∂iu+cu= f in Ω.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Rellich, Satz 3.31 der Vorlesung.

Aufgabe 62 [Obere Kontaktmenge]

SeiΩ⊂ Rn offen undu∈C0(Ω). Dann definiert

Γ+
u := {x∈Ω : u(y)≤ u(x)+ξ · (y−x) für alle y∈Ω für (mind.) einξ = ξ (x) ∈ Rn}

dieobere Kontaktmenge von u.

Zeigen Sie:

(i) Γ+
u ist relativ abgeschlossen inΩ.

(ii) u ist konkav aufΩ genau dann, wennΓ+
u = Ω.

(iii) F ür u∈C1(Ω) undx∈ Γ+
u gilt ξ (x) = Du(x).

(iv) Für u∈C2(Ω) gilt D2u≤ 0 aufΓ+
u .
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Aufgabe 63 [Normalabbildung]

Betrachte zuu∈C0(Ω), Ω ⊂ Rn offen, die mengenwertige Abbildungχu : Ω →P(Rn),
die sogenannteNormalabbildung von u, definiert durch

χu(x) := {ξ ∈ Rn : u(y)≤ u(x)+ξ · (y−x) für alle y∈Ω}.

Zeigen Sie:

(i) χu(x) 6= /0 ⇔ x∈ Γ+
u .

(ii) Für u∈C1(Ω) gilt χu(x) = {Du(x)} auf Γ+
u .

(iii) Berechnen Sieχu für die nichtglatte Funktion

u(x) := a

(
1− |x−z|

R

)
, x∈Ω := BR(z),

wobeiR> 0,a∈ R,z∈ Rn gegeben sind.

Aufgabe 64 [Gegenbeispiel zum Eindeutigkeitssatz f̈ur starke L ösungen]

Beweisen Sie, dass der Eindeutigkeitssatz, Satz 6.4 der Vorlesung, i.A. falsch ist, falls man
starke L̈osungen inW2,p

loc (Ω) für p < n zulässt. Betrachten Sie dazu das folgende Dirichlet-
problem {

∆u+
[

n−1
1−λ

−1
]

xix j

|x|2 ∂i j u = 0 in B1(0)

u = 0 auf ∂B1(0),

wobei 0< λ < 1, n≥ 2, und zeigen Sie, dass dieses Problem mehrere starke Lösungen in
W2,p(Ω) für p < n/(2−λ ) besitzt.

Hinweis: Wählen Sie einen radialsymmetrischen Ansatzu(x) := v(|x|).
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