Rheinisch-WestHlische Technische Hochschule Aachen
Institut fur Mathematik

Prof. Dr. Heiko von der Mosel

Dipl. Math. Simon Blatt

Ubungen zur Vorlesung
Partielle Differentialgleichungen Il
Serie 16 vom 20.4.2006

Aufgabe 61 [Konvergenz von Differentialgleichungen]

SeiQ ¢ R" offen und(um) € W2(Q) eine besctimnkte Folge schwacherdsungen der
Differentialgleichungen

Ltim := 3 (8" jum) + ™ At + ¢t = fry  in Q,
wobeiai(jm),bi(m) €L®(Q), c™ e L®(Q)NL3(Q), fm <€ L3(Q) mit

||ai(im)H'—°°(Q)v ||bi(m)HL°°(Q)7§ C (unabh.vonm)
Weiterhin gelte firm — o
ai(jm) — &ij, bi(m) —b ZL"-f0.inQ
tm—cin L3(Q), fm— fin L%(Q),
wobeic € L2(Q) NL*(Q).

Beweisen Sie: Eine Teilfolge de, konvergiert schwach iw’?(Q) gegen eine schwache
Losungu € W2(Q) von

Lu:=d(ajoju) +bidu+cu=f in Q.

Hinweis: Benutzen Sie den Satz von Rellich, Satz 3.31 der Vorlesung.

Aufgabe 62 [Obere Kontaktmenge]
SeiQ c R" offen undu € C%(Q). Dann definiert

Fri={xeQ:uly)<uXx)+&-(y—x) faralleye Q fur (mind.) einé = &(x) e R"}
die obere Kontaktmenge von u
Zeigen Sie;
(i) T} istrelativabgeschlossen .
(i) uist konkav aufQ genau dann, wenh} = Q.
(i) Firue CYQ) undx e I'f gilt £(x) = Du(x).
(iv) Firue C?(Q) gilt D?u < 0 aufr{.




Aufgabe 63 [Normalabbildung]

Betrachte zw € C%(Q), Q  R" offen, die mengenwertige Abbilduryg, : Q — 2 (R"),
die sogenanntBlormalabbildung von wdefiniert durch

xu(X) i ={& eR":u(y) <u(x)+&-(y—x) furalleye Q}.
Zeigen Sie:
() xux)#0 < xerl.
(i) Furue CYQ) gilt xu(x) = {Du(x)} aufly.
(i) Berechnen Sigy, fur die nichtglatte Funktion

x-7

u(x)::a<1— R ), x € Q:=Br(2),

wobeiR > 0,ac R,z < R" gegeben sind.

Aufgabe 64 [Gegenbeispiel zum Eindeutigkeitssatzifr starke L dsungen]

Beweisen Sie, dass der Eindeutigkeitssatz, Satz 6.4 der Vorlesung, i.A. falsch ist, falls man

starke losungen ir\/\ll(z)’cp(Q) fur p < n zulasst. Betrachten Sie dazu das folgende Dirichlet-
problem

Au+[3-1] $au=0 in By(O)
u=0 auf 9B4(0),

wobei 0< A < 1, n > 2, und zeigen Sie, dass dieses Problem mehrere stédunbgen in
W2P(Q) fir p< n/(2— 1) besitzt.

Hinweis: Wahlen Sie einen radialsymmetrischen Ansatd := v(|x|).




