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Aufgabe 65 [Abschätzung des Normalbildes der oberen Kontaktmenge]

Beweisen Sie ohne Verwendung des Lemmas von Sard die Aussage

L n(Du(Γ+
u ))≤

∫
Γ+

u

|detD2u(x)|dx für u∈C2(Ω).

Hinweis: Betrachten Sie zunächst f̈ur ε > 0 die Abbildungy 7→ Du(y)− εy auf Γ+
u und

verwenden Sie diëUbungsaufgabe 62 und den klassischen Transformationssatz, bevor Sie
ε gegen 0 gehen lassen.

Aufgabe 66 [2. Prototyp vom Alexandroffschen Masimumprinzip]

Beweisen Sie Proposition 6.4 der Vorlesung:

Für Ω ⊂⊂ Rn offen, eine messbare, punktweise positiv definite MatrixfunktionA = (ai j ) :
Ω → Rn×n undu∈C2(Ω)∩C0(Ω) gilt

sup
Ω

u≤ sup
∂Ω

u+
diamΩ

nω
1/n
n

∥∥∥∥ ai j ∂i j u

det(ai j )1/n

∥∥∥∥
Ln(Γ+

u )
.

Hinweis: Benutzen Sie Propostion 6.3 der Vorlesung, die Aufgabe 62 (iv) und die Unglei-
chung zwischen dem geometrischen und arithmetischen Mittel, die Sie anwenden können,
sobald sie das MatrixproduktAB, B =−D2u, mit Hilfe der WurzelzerlegungB = S2 sym-
metrisiert haben.
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Aufgabe 67 [Diskrete Hölder Ungleichung]

(i) Seienai ,bi ≥ 0, i = 1, . . . ,N, p,q∈ (1,∞) mit

1
p

+
1
q

= 1.

Beweisen Sie die(diskrete) Ḧolderungleichung

N

∑
i=1

aibi ≤

(
N

∑
i=1

ap
i

)1/p( N

∑
i=1

bq
i

)1/q

und diskutieren Sie den Gleichheitsfall.

(ii) Verwenden Sie (i), um die in der Vorlesung beim Beweis von Satz 6.2 benutzten
Ungleichungen

−ai j ∂i j u≤
(
|b|n +

| f |n

µn

)1/n(
|Du|n/(n−1) + µ

n/(n−1)
)(n−1)/n

und

22−n 1
|ξ |n + µn ≤

(
1

|ξ |n/(n−1) + µn/(n−1)

)n−1

nachzuweisen. Hierbei sindµ > 0, ξ ∈ Rn, n ∈ N, u ∈ C2(Ω), ai j ,bi , f : Ω → R
messbar f̈ur i, j = 1, . . . ,n.

Aufgabe 68
SeienAm⊂ Ω′ ⊂⊂ Ω, m∈ N, g∈ L1(Ω) undam→ a in R für m→ ∞ mit

am≤ ‖g‖L1(Am) für alle m∈ N.

Zeigen Sie, dass
a≤ ‖g‖L1(limsupm→∞ Am),

wobei

limsup
m→∞

Am := {x∈ Ω′ : ∃ xm∈ Am : xm→ x für eine Teilfolgem→ ∞}.
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