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Aufgabe 69 [Lebesgue-Punkte]

SeiQ c R" offen undf € LP(Q), p € [1,»]. Dann heil3k € Q ein Lebesgue-Punkion f,
falls

. o 1 _ _
lim Br(x)|f<y>—f(x)\dy.—gm)gn(&(x))/Br(x)my) f(x)|dy=0.

Bekanntlich sindZ"-fast allex € Q Lebesgue-Punkte voh
Zeigen Sie:

(i) Fur Z"-fastallex € Q gilt

(g =lim f 1)dy

(i) Fur Z"-fast allex € Q gilt

fx)=  lim ][ f(y)dy.
W= m iy

ri—0,  xeBy; (z)

(i) [“Nicely shrinking sets”E; — X]:
Fur #"-fast allex € Q gilt

F)=lim £ f(y)dy.

|—00 Ei
wobei vorausgesetzt sei, dass eine Konstante existiert, so dass

E CB,(x) mit ri—0furallei— oo,

(1)
LNE) >y LB (X)) VieN.

(iv) Geben Sie Beispiele von “nicely shrinking sefs — 0 im R", also MengerE;
mit den Eigenschaften (1) biglich x := 0, so dass & E; fur allei € N und auch
Beispiele von Mengef; mit 0 € K, fur allei € N, die aber nicht die Eigenschaften
(2) erfullen.




Aufgabe 70 [Charakterisierung von LP-Funktionen nach F. Riesz]
Beweisen Sie:

SeiQp C R" einn-dimensionaler Wirfel mit achseqparallelen Seiten uhd Ll(Qo) durch
0 fortgesetzt zu € LY(R"). 2 sei die Familie alletJberdeckungen voy mit achsenpar-
allelen Warfeln mit paarweise disjunktem Inneren, und

. p 1/p
K f . gn i f d ) 1’00 .
" L;ffglz @ (£, i) ] pe 1.
Dann gilt
felP(Q) & Kp(f)<oo,
und
| fllLp(Qy) = Kp(f)-

Hinweis: Rir die BeweisrichtungKp(f) < o = f € LP(Qp) nehmen Sie die Unterteilung
von Qg in 2"k Unterwiirfel Qi kongruent zu 2KQq und sckitzen Sie zuachst dielP-
Normen der Funktionen

809 = f_ I1(y)ldy fur x< Qu

gegerKp(f) ab, dann betrachten Sie den Grenzprokessc.

Aufgabe 71 [Stetigkeit des Newton-Potentials auf.P-Raumen]
FurQccR", 1< p< o, 1<qg< o mit

1
- >
q

ol
SN

ist dasNewton-Potential
Nf(x) := /K;CD(x—y)f(y)dy, XeQ,
eine stetige lineare Abbildung : LP(Q) — L9(Q) mit

[IN[[L(Lr(@),La(@)) < C(diamQ,n, p,q).

Hierbei bezeichnet

1 1 fur n>3

1 .

—5=log|x furn=2

®(x) :{ 2 1001X
nn—2)on ~ X2

die Fundamentadlsung der Laplace-Gleichung.

Hinweis: Ein Teil der Behauptung wurde schorilbungsaufgabe 4 der 1. Serie bewiesen,
daraus folgt die Behauptungrfp > n/2 direkt aus der Hlderungleichung. &r 1 < p <
n/2, p < q< c machen Sie sich zé@ehst klar, @ir welche Exponenten(abréngig von der
Dimensionn = 2 odern > 2) d(x—.) € L'(Q), bevor Sie das Newton-Potential mit der
Holderungleichung abséltzen. far den dann verbleibenden Falklp<n/2,1<qg<p
reicht dann eine nochmalige Anwendung dédderungleichung.




Aufgabe 72 [Interpolationslemma fiir Sobolevfunktionen]
Beweisen Sie:
(i) Furue W?P(R"), 1< p < w, gilt

1/2 1/2
IDUlLp(n) < C(N, DIl iz DU Lhrzn,

(i) Fur Q cc R" offen mitdQ € C* undu € W?P(Q), 1 < p < o gilt fiir e € (0,1)
die Absclatzung

1
IDUlLp(q) < €]ID%ullLp(q) +C(Q,N, P) lulleec)-

Hinweis zu (i): Betrachten Sie zéohst Wirfel Q; der Seiterdinger > 0 und interpolieren
Sie mit Hilfe des Ehrling Lemmas, um

IDUllp(q,) < IID?UllLe(q,) +C (N, P)llullLe(oy)

zu erhalten, bevor Sie diese Ungleichung @uimittelsv(x) := u(rx) skalieren. Anschlie-
Rendiberdecken Sie den Rauk? bis auf eineZ"-Nullmenge durch atihlbar viele paar-
weise disjunkte Wirfel und addieren die Abséltzungen auf den Yffeln auf. Abschlie-

Rend setzen Sie
o Ul Lp(rn) +€
' ID2ul|Lprn) + €

und lasserg gegen Null gehen.

Hinweis zu (ii): Setzen Sie mit dem Fortsetzungsoperator aus Satz 3.25 die Funkt®n
W?2P-Funktion auf den ganzen RauR? fort und benutzen Sie (i).




