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Aufgabe 69 [Lebesgue-Punkte]

SeiΩ⊂ Rn offen und f ∈ Lp(Ω), p∈ [1,∞]. Dann heißtx∈Ω einLebesgue-Punktvon f ,
falls

lim
r→0

∫
Br (x)

| f (y)− f (x)|dy := lim
r→0

1
L n(Br(x))

∫
Br (x)

| f (y)− f (x)|dy= 0.

Bekanntlich sindL n-fast allex∈Ω Lebesgue-Punkte vonf .

Zeigen Sie:

(i) Für L n-fast allex∈Ω gilt

f (x) = lim
r→0

∫
Br (x)

f (y)dy.

(ii) Für L n-fast allex∈Ω gilt

f (x) = lim
Bri (zi )⊂Rn

ri→0, x∈Bri (zi )

∫
Bri (zi)

f (y)dy.

(iii) [“Nicely shrinking sets”Ei → x]:

Für L n-fast allex∈Ω gilt

f (x) = lim
i→∞

∫
Ei

f (y)dy,

wobei vorausgesetzt sei, dass eine Konstanteγ > 0 existiert, so dass

Ei ⊂ Br i (x) mit r i → 0 für alle i → ∞,

(1)

L n(Ei)≥ γ ·L n(Br i (x)) ∀ i ∈ N.

(iv) Geben Sie Beispiele von “nicely shrinking sets”Ei → 0 im Rn, also MengenEi

mit den Eigenschaften (1) bezüglich x := 0, so dass 06∈ Ei für alle i ∈ N und auch
Beispiele von MengenFi mit 0∈ Fi für alle i ∈ N, die aber nicht die Eigenschaften
(1) erfüllen.
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Aufgabe 70 [Charakterisierung von Lp-Funktionen nach F. Riesz]

Beweisen Sie:

SeiQ0⊂Rn einn-dimensionaler Ẅurfel mit achsenparallelen Seiten undf ∈ L1(Q0) durch
0 fortgesetzt zuf ∈ L1(Rn). Q sei die Familie aller̈Uberdeckungen vonQ0 mit achsenpar-
allelen Ẅurfeln mit paarweise disjunktem Inneren, und

Kp( f ) :=

[
sup

{Qi}∈Q
∑
i

L n(Qi)
(∫

Qi

| f (x)|dx

)p
]1/p

, p∈ [1,∞).

Dann gilt
f ∈ Lp(Q0) ⇔ Kp( f ) < ∞,

und
‖ f‖Lp(Q0) = Kp( f ).

Hinweis: F̈ur die Beweisrichtung “Kp( f ) < ∞⇒ f ∈ Lp(Q0) nehmen Sie die Unterteilung
von Q0 in 2nk Unterwürfel Qik kongruent zu 2−kQ0 und scḧatzen Sie zun̈achst dieLp-
Normen der Funktionen

φi(x) :=
∫

Qik

| f (y)|dy für x∈Qik

gegenKp( f ) ab, dann betrachten Sie den Grenzprozessk→ ∞.

Aufgabe 71 [Stetigkeit des Newton-Potentials aufLp-Räumen]

Für Ω⊂⊂ Rn, 1≤ p < ∞, 1≤ q≤ ∞ mit

1
q

>
1
p
− 2

n

ist dasNewton-Potential

N f(x) :=
∫

Ω
Φ(x−y) f (y)dy, x∈Ω,

eine stetige lineare AbbildungN : Lp(Ω)→ Lq(Ω) mit

‖N‖L(Lp(Ω),Lq(Ω)) ≤C(diamΩ,n, p,q).

Hierbei bezeichnet

Φ(x) :=

{
− 1

2π
log|x| für n = 2

1
n(n−2)ωn

· 1
|x|n−2 für n≥ 3

die Fundamentallösung der Laplace-Gleichung.

Hinweis: Ein Teil der Behauptung wurde schon inÜbungsaufgabe 4 der 1. Serie bewiesen,
daraus folgt die Behauptung für p > n/2 direkt aus der Ḧolderungleichung. F̈ur 1≤ p≤
n/2, p≤ q< ∞ machen Sie sich zunächst klar, f̈ur welche Exponentenr (abḧangig von der
Dimensionn = 2 odern > 2) Φ(x− .) ∈ Lr(Ω), bevor Sie das Newton-Potential mit der
Hölderungleichung abschätzen. F̈ur den dann verbleibenden Fall 1≤ p≤ n/2, 1≤ q < p
reicht dann eine nochmalige Anwendung der Hölderungleichung.
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Aufgabe 72 [Interpolationslemma für Sobolevfunktionen]

Beweisen Sie:

(i) Für u∈W2,p(Rn), 1≤ p < ∞, gilt

‖Du‖Lp(Rn) ≤C(n, p)‖u‖1/2
Lp(Rn)‖D

2u‖1/2
Lp(Rn).

(ii) Für Ω ⊂⊂ Rn offen mit ∂Ω ∈C1,1 undu∈W2,p(Ω), 1≤ p < ∞ gilt f ür ε ∈ (0,1)
die Abscḧatzung

‖Du‖Lp(Ω) ≤ ε‖D2u‖Lp(Ω) +C(Ω,n, p)
1
ε
‖u‖Lp(Ω).

Hinweis zu (i): Betrachten Sie zunächst Ẅurfel Qr der Seitenl̈anger > 0 und interpolieren
Sie mit Hilfe des Ehrling Lemmas, um

‖Du‖Lp(Q1) ≤ ‖D2u‖Lp(Q1) +C(n, p)‖u‖Lp(Q1)

zu erhalten, bevor Sie diese Ungleichung aufQr mittelsv(x) := u(rx) skalieren. Anschlie-
ßendüberdecken Sie den RaumRn bis auf eineL n-Nullmenge durch abz̈ahlbar viele paar-
weise disjunkte Ẅurfel und addieren die Abschätzungen auf den Ẅurfeln auf. Abschlie-
ßend setzen Sie

r :=

√
‖u‖Lp(Rn) + ε

‖D2u‖Lp(Rn) + ε

und lassenε gegen Null gehen.

Hinweis zu (ii): Setzen Sie mit dem Fortsetzungsoperator aus Satz 3.25 die Funktionu als
W2,p-Funktion auf den ganzen RaumRn fort und benutzen Sie (i).
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