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Aufgabe 73 [Holderstetige Fortsetzung]
Beweisen Sie:

(i) b*—a*<|b—a* Vab>0, ae(0,1].

(ii) Sei (X,d) ein metrischer Raum mit Metrid, A ¢ X und f € C®*(A), a € (0,1].
Dann gibt es eine FunktioR € C%%(X) mit F|a = f und

Holx oF < HOlA o f.
Hinweis: Machen Sie den Ansatz

F(x) := inf[f(2) + HOla o f - d(x,2)*],

ZeA

und zeigen Sie zuchst mit Hilfe von (i), das§& (x) > —oo fiir jedesx € X. Dann
beweisen Sie die élderabschtzung zuerstifr die Funktion

X f(2) +Hola o f -d(x,2)*

fur festesz € A, bevor Sie das Infimuriiber allez € A betrachten.

Aufgabe 74 [Calderon-Zygmund Abschatzung fiir Operatoren mit konstanten
Koeffizienten]

Beweisen Sie: Es seid p <« undA= (ajj) € R™", 1 <A < co mit
laj| <A furallei,je{1,...,n}
und
ETAE> TIER VEER ®
Dann gibt es eine Konstan@= C(A, p,n), so dass
ID?VlLpen) < C(A, p,1)|@ij 0 V]| Loan) fur alle ve WP(R").

Hinweis: Machen Sie sich wie im Beweis von Proposition 5.3 der Vorlesungchst
klar, dass man ohne Einsémkung annehmen kann, da&symmetrisch ist. Anschlie-
Rend transformieren Sie mit Hilfe der Wurzelzerlegéng B? auf eine Funktiorv init der
Eigenschaft, dasaV(x) = ajjdijv(Bx) fur x € R" und wenden auf diese Funktion Lemma
6.7 der Vorlesung an.




Aufgabe 75 [Stetigkeitsmodul]

SeiQ ¢ R" offen undf € C°(Q), dann heilt eine Funktiom : [0,0) — [0, «] Stetigkeits-
modul von f wennw monton wéchst,w(0) = 0 undw stetig in 0 ist und die Abséizung

10— f(y)l < o(x—y) firallexyeQ
erfullt.

(i) Geben Sie zu einen Stetigkeitsmodub an fur den Fall, das® cc R".

(i) Konstruieren Sie aus einem gegebenen besttten Stetigkeitsmodud zu f einen
konkaven Stetigkeitsmodual zu f.

Hinweis: Betrachten Sie dazu alle konkaven und stetigen Funktibreri[0, o) mit
A(t) > o(t) fur allet € [0,), und bilden Sie das Infimum.

Aufgabe 76 [Transformation von starken Unterl 6sungen]

Sein> 2 undQ ¢ R" offen undu € W?"(Q) eine starke Untelsung vonLu = 0 in Q,
d.h.
Lu:=ajdju+bidut+cu>0 £"—fi.in Q,

wobeiaj,bi,c € L®(Q), &; positiv semi-definitc < 0. Weiter seiy € C2(R) mit y' >0
undy” > 0.

Zeigen Sie, dassif w:= you die Absclatzung
Lw>cy(0) Z"—fu.in Q

gilt.

Hinweis: Argumentieren Sie mit Hilfe von Faltungen, oder machen Sie sich anhand der
Produkt- und Kettenregelif Sobolevfunktionen, Proposition 3.22 der Vorlesung, klar, dass
Sie den Ausdruckw .#"-f.01 in Q berechnen &nnen. Betrachten Sidif den Fall, dass

Q unbeschiinkt ist, eine kompakte Aussapfung des Gebietes und die Funktign.=

v — y(0), um die Voraussetzungen von Proposition 3.22 (i) zu verifizieren.




