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Aufgabe 77 [LP-Normen]
Beweisen Sie:
SeiQ cc R"undu: Q — R messbar, dann geltearf

d(p,u) = (][Q |updx) P

die Beziehungen
(i) 1im p_e Pp(u) = sup, |u],
(ii) im p_,_o Pp(u) = infq |ul, falls [u] > 0 Z"-f.0. In Q.

Hierbei ist jeweils das essentielle Supremum bzw. Infimum gemeint.
Hinweis: Benutzen Sie die Tschebychev-Ungleichung

[ fllLa) > xZ"({If] > kY9 fur k> 0.

Aufgabe 78 [Komposition von Sublosungen mit konvexen Funktionen]
SeiQ cc R" offen undu € W2(Q) eine Unterdsung von

di(gjdju) =0 in Q, @

wobei 1
K\@Fgaj(x)gigi <NAE? VEeRfiur £"—fastalle xeQ (E)

erfullt ist. Dann ist fir jede nicht-negative, konvexe und monoton wachsende Funktion
f € C?(R) auch die Kompositiorf o u eine Subbsung von (1), falls es eine ZaNl > 0
gibt, so dasg”(t) = O fur [t| > N.

Hinweis: Testen Sie die Differentialungleichung nffu)¢ fur ¢ € C3(Q), und machen
Sie sich anhand der Kettenregel, Proposition 3.22 (ii) der Vorlesung, klar,fdassind
die Testfunktion ifV12(Q) bzw.W;-%(Q) liegen.




Aufgabe 79 [lterationslemma]
Beweisen Sie:
Sei®: [0,T] — R eine nicht-negative, besémkte Funktion, undifr 0< p < R<T gelte

(p) < A(R—p)~“+ §B(R)

fur gewisse Konstantefly o > 0 und 0< 6 < 1. Dann gibt es eine Konstarte=C(«, ),
so dassiir 0< p < R< T die Ungleichung

®(p) <C(a,8)A(R—p)“

gilt.
Hinweis: Fur ein spater geeignet klein zu &hlendex < (0, 1) definiere

to:=p
i =t+(1-1)7(R-p) furi>0,

und iteriere die vorausgesetzte Ungleichung.

Aufgabe 80 [Gegenbeispiel zur Hlderstetigkeit: Eine nichtlineare elliptische
Gleichung in Divergenzform ]

Zeigen Sie, dass die nicht besghkte Funktionu(x) := loglog(1/|x|) — loglog(1/R),
Re (0,1), in der Sobolevklasswol‘z(BR(O)) liegt und eine schwachedsung der Diffe-
rentialgleichung

—Au=|Duj? in Br(0) CR? Re(0,1)

ist.

Hinweis: Nach einem allgemeinen Hebbarkeitssatz von DeGiorgi, den Sie nicht beweisen
missen, reicht es, diel@igkeit der Differentialgleichung in der starken Form punktweise
aufBg(0) \ {0} nachzuweisen.




