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Aufgabe 77 [Lp-Normen]

Beweisen Sie:

SeiΩ ⊂⊂ Rn undu : Ω → R messbar, dann gelten für

Φ(p,u) :=
(∫

Ω
|u|pdx

)1/p

die Beziehungen

(i) lim p→∞ Φp(u) = supΩ |u|,

(ii) lim p→−∞ Φp(u) = infΩ |u|, falls |u|> 0 L n-f.ü. in Ω.

Hierbei ist jeweils das essentielle Supremum bzw. Infimum gemeint.

Hinweis: Benutzen Sie die Tschebychev-Ungleichung

‖ f‖Lq(Ω) ≥ κL n({| f | ≥ κ})1/q für κ > 0.

Aufgabe 78 [Komposition von Sublösungen mit konvexen Funktionen]

SeiΩ ⊂⊂ Rn offen undu∈W1,2(Ω) eine Unterl̈osung von

∂i(ai j ∂ ju) = 0 in Ω, (1)

wobei
1
Λ
|ξ |2 ≤ ai j (x)ξ i

ξ
j ≤ Λ|ξ |2 ∀ ξ ∈ Rn für L n− fast alle x∈ Ω (E)

erfüllt ist. Dann ist f̈ur jede nicht-negative, konvexe und monoton wachsende Funktion
f ∈C2(R) auch die Kompositionf ◦ u eine Subl̈osung von (1), falls es eine ZahlN ≥ 0
gibt, so dassf ′′(t) = 0 für |t|> N.

Hinweis: Testen Sie die Differentialungleichung mitf ′(u)φ für φ ∈C∞
0 (Ω), und machen

Sie sich anhand der Kettenregel, Proposition 3.22 (ii) der Vorlesung, klar, dassf ◦u und
die Testfunktion inW1,2(Ω) bzw.W1,2

0 (Ω) liegen.

1



Aufgabe 79 [Iterationslemma]

Beweisen Sie:

SeiΦ : [0,T]→ R eine nicht-negative, beschränkte Funktion, und f̈ur 0≤ ρ < R≤ T gelte

Φ(ρ)≤ A(R−ρ)−α +θΦ(R)

für gewisse KonstantenA,α > 0 und 0≤ θ < 1. Dann gibt es eine KonstanteC = C(α,θ),
so dass f̈ur 0≤ ρ < R≤ T die Ungleichung

Φ(ρ)≤C(α,θ)A(R−ρ)−α

gilt.

Hinweis: F̈ur ein sp̈ater geeignet klein zu ẅahlendesτ ∈ (0,1) definiere{
t0 := ρ

ti+1 := ti +(1− τ)τ i(R−ρ) für i ≥ 0,

und iteriere die vorausgesetzte Ungleichung.

Aufgabe 80 [Gegenbeispiel zur Ḧolderstetigkeit: Eine nichtlineare elliptische
Gleichung in Divergenzform ]

Zeigen Sie, dass die nicht beschränkte Funktionu(x) := log log(1/|x|)− log log(1/R),
R∈ (0,1), in der SobolevklasseW1,2

0 (BR(0)) liegt und eine schwache Lösung der Diffe-
rentialgleichung

−∆u = |Du|2 in BR(0)⊂ R2, R∈ (0,1)

ist.

Hinweis: Nach einem allgemeinen Hebbarkeitssatz von DeGiorgi, den Sie nicht beweisen
müssen, reicht es, die G̈ultigkeit der Differentialgleichung in der starken Form punktweise
aufBR(0)\{0} nachzuweisen.
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