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Aufgabe 81 [W1,n ⊂ BMO]

Eine Funktionf ∈ L1(B1(0)), B1(0) ⊂ Rn, geḧort zu der Menge von Funktionen mitbe-
schr̈ankter mittlerer OszillationaufB1(0), kurz f ∈ BMO(B1(0)), wenn

sup
Br (x)⊂B1(0))

∫
Br (x)

|u(y)−
∫

Br (x)
u|dy< ∞.

Beweisen Sie:W1,n(B1(0))⊂ BMO(B1(0)).

Hinweis: Benutzen Sie die auf Bällen Br(x) skalierte Version der Poincaré-Ungleichung,
Übungsaufgabe 49 (i).

Aufgabe 82 [L1-Wachstum auf Bällen]

Zeigen Sie:

Sei f ∈ L1(Rn) mit {x∈ Rn : f (x) 6= 0} ⊂ Ω ⊂⊂ Rn, und für einβ ∈ R gelte die Wachs-
tumsbedingung ∫

Bρ (x)
| f (y)|dy≤Mρ

β für alle Bρ(x)⊂ Rn.

Dann gilt für µ < β undx∈Ω die Abscḧatzung∣∣∣∣∫Rn
|x−y|−µ f (y)dy

∣∣∣∣≤ M2µ+ +1(diam(Ω)
√

e)β−µ

β −µ
,

wobeiµ+ := {µ,0}.
Hinweis: Spalten Sie das Integral “zwiebelschalenartig” auf, indem Sie auf Kreisringen
Bk \Bk+1, k∈ N, für

Bk := B2−k diam(Ω)(x)

arbeiten.
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Aufgabe 83 [Morrey-Wachstum]

Beweisen Sie: SeiΩ ⊂ Rn offen, α ∈ (0,1), und u ∈ W1,1(Ω) erfülle die Morreysche
Wachstumsbedingung∫

Br (x)
|Du(y)|dy≤Mrn−1+α für alle Br(x)⊂Ω.

Dann giltu∈C0,α(Ω) und für B2ρ(x0)⊂Ω hat man

osc
Bρ (x0)

u≤C(n,α)Mρ
α .

Hinweis: Verwenden Sie Lemma 3.36 der Vorlesung undÜbungsaufgabe 82.

Aufgabe 84 [Hölderstetigkeit für L ösungen von Divergenzgleichungen für n = 2 ]

Beweisen Sie:

SeiΩ⊂ R2 offen undu∈W1,2(Ω) löse∫
Ω

ai j ∂ ju∂iφ dx= 0 für alle φ ∈W1,2
0 (Ω),

wobeiai j ∈ L∞(Ω) die Elliptizitätsbedingung

1
Λ
|ξ |2 ≤ ai j (x)ξ i

ξ
j ≤ Λ|ξ |2 für alle ξ ∈ Rn für L n− f.a.x∈Ω (E)

mit einer KonstantenΛ ∈ [1,∞) erfüllen. Dann istu∈C0,α(Ω).

Hinweis: Testen Sie die Differentialgleichung mit

η
2

[
u−

∫
BR(x0)\BR/2(x0)

u

]
,

wobeiη ∈C∞
0 (BR(x0)) mit η ≡ 1 aufBR/2(x0), um mit Hilfe der skalierten Poincaré Un-

gleichung (̈Ubungsaufgabe 49 (i) auf Kreisringen statt Bällen) die Ungleichung∫
BR/2/(x0)

|Du|2dx≤C
∫

BR(x0)\BR/2(x0)
|Du|2dx (1)

herzuleiten. Dann benutzen Sie denWidmanschen “Lochfülltrick” , indem Sie dieC−fache
linke Seite von (1) hinzuaddieren. Eine Iteration der resultierenden Ungleichung wie in der
Vorlesung beim Beweis der Ḧolderstetigkeit, Korollar 7.3, vgl.̈Ubungsaufgabe 54, führt
dann auf eine Morreysche Wachstumsbedingung∫

Bρ (x0)
|Du|2dx≤C1ρ

2α ,

die dann mit Hilfe der Ḧolderungleichung und Aufgabe 83 zur Hölderstetigkeit f̈uhrt.
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