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Aufgabe 85 [Linearisierung voll nichtlinearer PDE]
u e C*Q) erfiille die voll nichtlineare partielle Differentialgleichung
F(.,u,Du,D?u)=0 in Q, (1)

wobeiF € C2(Q xR x R" x §(n)) mit S(n) := {Ac R™": A=AT}.

(i) Linearisieren Sie diese Gleichung, indem Sie (1) zweimal in Richtungé&enR"
differenzieren, um die folgende Iderititin

n

zu erhalten:
Lugg = Frjdijuge = —Fwdiugs —Falze — Q,
wobei
Q¢ = Frijrig 9 Ug U + 2P Jhj Ug el + 2Fr; 20k Ug Ug + 2 0t U S
+Fugw 9iUe U + 2F; 201 Ug Ug + 2Fiyx, dh U Ex (2)
+F(Ug )% + 2P U &k + Figoq Sk

Hierbei ist das Argument ik und in den Ableitungen vorF jeweils das Tupel
(x,u,Du, Du?).

(i) Beweisen Sie, das®; aus (2) fir |u| + |Du| < T die Absclatzung
Q: <A(T) (14 (1+|D?u))|D%[ + |D?u)®) VEest (8.5)

erfullt, wennF konkav inr ist, und wenn zuitzlich fur |z] + |w| <T die folgenden Unglei-
chungen gelten:
|F|'ijWk(XaZ w, r)| < /\(r)
[Frijz(% 2 Wer) s [Frijx (6 ZWr) ], [Fagwy (6 2 Wor) | < A(T) (1+r),

| <
[Funx, (%2 W), [Fugz(x, 2 W) | < A(D)(1+r[?),
|FZZ(X>va>r)|a|FZ>§(X727W’r)|a|FXin(X>Zv\N»r>| /\( )(1—‘,—|I"3).

Aufgabe 86 [Gebietstransformationen bei voll nichtlinearen Gleichungen]

Betrachten Sie die voll nichtlineare partielle Differentialgleichung (1)@uf c R" offen
mit 9Q € C2 unter den Bedingungem), (E) und (8.3) aus der Vorlesung mit einer Konstan-
ten/ € [1,), und zeigen Sie, dasg), (E) und (8.3) unter eine-Gebietstransformation
®:R" — R"in gleichwertige Bedingungem{), (E*) und (8.3*) mit geeignet modifizerter
Konstante\* Gibergehen.




Aufgabe 87 [Elliptizit &t]

(i) Beweisen Sie: Fallsiff F € C1(Q x R x R" x §(n)) die Matrix (F;; ) € R™" positiv
1

(ii)

(iii)

semidefinit ist, dann gilt
F(xzwr) <F(xzwr+q) YqeSn),q=>0,
wobeiq > 0 :< g positiv semidefinit.

Beweisen Sie: Br F € C1(Q x R x R" x S(n)) sind die folgenden Elliptizétsbedin-
gungen (E) und (E*aquivalent:

Fr,; (x,z,w,r)EET > %\ﬂz VEER" (x,zwr) e QxRxR"xSn), (E)

F(x,zw,r+q)—F(x,zwr)> %Hq” vgeSn),q>0,(x,zwr)e QxR xR"xSn).
(E®)

Hinweis: Rir (E) = (E*) betrachten Sie einen Eigenvektervon g mit ||v|| = 1

undqgv = ||q||v, und sckatzenv- (DFq)v nach unten ab. Danrbknen Sies zu einer

Orthonormalbasis deR" erganzen und nutzen die Unadigigkeit der Spur von der

Basiswahl. Er (E*) = (E) wahlen Sie das dyadische Produkt= & @ & = EET,

& € R", und bilden die Richtungsableitung v&nnachr in Richtung vong.

F € C1(Q xR x R" x S(n)) heiRtelliptisch beiglich ufir u € C?(Q), falls F die
Elliptizitatsbedingung (E) auf der Menge

{(x,u(x),Du(x),D?u(x)) : x e Q}

erfullt. Falls F nur Lipschitz stetig inr ist, dann soll die Bedingung (B)ber-
all dort gelten, wo die AbleitungeR; existieren, alsolfr ZLKfast aller e S(n),
k=dimS(n)=n(n+1)/2.

Untersuchen Sie folgende Beispiele auf Ellipttit
(a) [Monge-Amgre-GleichungF (x,u,Du, D?u) := detD?u— f(x) =0, f > 0.
(b) [Pucci-Gleichungen] & A > n definiere
1

Malu] = xAu+(1—(n//\))/lmax(DZu),
Ml = %Aqu(l—(n//\))/lmin(Dzu),

wobeiAmax(r) den maximalen Eigenwert der Matnixe S(n) und Amin(r) den
minimalen Eigenwert von bezeichnet. Di€ucci-Gleichungetauten

Fi(x,u,Du,D?u) :=Ma[u]— f(x)=0 und Fa(x,u,Du,D?u) :=mp[u]— f(x) =0.
Hinweis: Beweisen Sie z.Bif F; zurachst mit Hilfe der Charakterisierung

Amax(A) = supv-Av fur Ae gn),
veg-1

dass die Funktiomax: S(n) — R Lipschitzstetig ist. Dann machen Sie sich
klar, dassiir A € S(n), wo Amay differenzierbar ist, die Ungleichung

fur alle positiv semidefiniten Matrize® = (bij) € S(n) gilt, bevor Sie schlieR3-
lich B geschickt vahlen (vgl. Teil (ii)), um die Elliptiziatsbedingung an den
Differenzierbarkeitsstellen vo¥, zu Uberpiifen.



(c) [Quasilineare Gleichungen]
F (x,u,Du,D?u) := ajj (x,u,Du)dju+ b(x,u,Du) = 0.
mit 1
AEP<ag'el <AEP YEERN

Aufgabe 88 [Voraussetzung fir |u|-Abschatzung: lineare elliptische PDE ]

Fir aj,bi,c € L mit a;&'E) > A~1|&|? betrachte die lineare elliptische Differentialglei-
chung
F(.,u,Du,D?u) := &jdju+bidu+cu=0.

Welche zuatzlichen Bedingungen an die Koeffizientp b, c implizieren die Giltigkeit
der Voraussetzung (8.2) der Vorlesungrard.h.

limsupsupF(x,2,0,0) <0 und Iiminfingf)F(x, 2,0,0) > 0?

Z-®  xeQ Zo—®Xe

Vergleichen Sie dies mit den Maximumprinzipen aus Kapitel 2 der Vorlesung.




