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Aufgabe 85 [Linearisierung voll nichtlinearer PDE]

u∈C4(Ω) erfülle die voll nichtlineare partielle Differentialgleichung

F(.,u,Du,D2u) = 0 in Ω, (1)

wobeiF ∈C2(Ω×R×Rn×S(n)) mit S(n) := {A∈ Rn×n : A = AT}.
(i) Linearisieren Sie diese Gleichung, indem Sie (1) zweimal in Richtung vonξ ∈ Rn

differenzieren, um die folgende Identität in

uξ ξ :=
n

∑
i,k=1

uxixkξ
i
ξ

k

zu erhalten:
Luξ ξ := Fr i j ∂i j uξ ξ =−Fwi ∂iuξ ξ −Fzuξ ξ −Qξ ,

wobei

Qξ := Fr i j rkl ∂i j uξ ∂kluξ +2Fr i j wk∂i j uξ ∂kuξ +2Fr i j z∂i j uξ uξ +2Fr i j xk∂i j uξ ξk

+Fwiwk∂iuξ ∂kuξ +2Fwiz∂iuξ uξ +2Fwixk∂iuξ ξk (2)

+Fzz(uξ )2 +2Fzxkuξ ξk +Fxkxl ξkξl .

Hierbei ist das Argument inF und in den Ableitungen vonF jeweils das Tupel
(x,u,Du,Du2).

(ii) Beweisen Sie, dassQξ aus (2) f̈ur |u|+ |Du| ≤ Γ die Abscḧatzung

Qξ ≤ Λ(Γ)
(
1+(1+ |D2u|)|D3u|+ |D2u|3

)
∀ ξ ∈ Sn−1 (8.5)

erfüllt, wennF konkav inr ist, und wenn zus̈atzlich für |z|+ |w| ≤ Γ die folgenden Unglei-
chungen gelten:

|Fr i j wk(x,z,w, r)| ≤ Λ(Γ),

|Fr i j z(x,z,w, r)|, |Fr i j xk(x,z,w, r)|, |Fwiw j (x,z,w, r)| ≤ Λ(Γ)(1+ |r|),

|Fwix j (x,z,w, r)|, |Fwiz(x,z,w, r)| ≤ Λ(Γ)(1+ |r|2),

|Fzz(x,z,w, r)|, |Fzxi (x,z,w, r)|, |Fxix j (x,z,w, r)| ≤ Λ(Γ)(1+ |r|3).

Aufgabe 86 [Gebietstransformationen bei voll nichtlinearen Gleichungen]

Betrachten Sie die voll nichtlineare partielle Differentialgleichung (1) aufΩ ⊂⊂ Rn offen
mit ∂Ω∈C3 unter den Bedingungen (φ ), (E) und (8.3) aus der Vorlesung mit einer Konstan-
tenΛ∈ [1,∞), und zeigen Sie, dass (φ ), (E) und (8.3) unter einerC3-Gebietstransformation
Φ : Rn→Rn in gleichwertige Bedingungen (φ ∗), (E*) und (8.3*) mit geeignet modifizerter
KonstanteΛ∗ übergehen.
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Aufgabe 87 [Elliptizit ät]

(i) Beweisen Sie: Falls für F ∈C1(Ω×R×Rn×S(n)) die Matrix (Fr i j ) ∈ Rn×n positiv
semidefinit ist, dann gilt

F(x,z,w, r)≤ F(x,z,w, r +q) ∀ q∈ S(n),q≥ 0,

wobeiq≥ 0 :⇔ q positiv semidefinit.

(ii) Beweisen Sie: F̈ur F ∈C1(Ω×R×Rn×S(n)) sind die folgenden Elliptiziẗatsbedin-
gungen (E) und (E*)̈aquivalent:

Fr i j (x,z,w, r)ξ i
ξ

j ≥ 1
Λ
|ξ |2 ∀ ξ ∈ Rn, (x,z,w, r) ∈Ω×R×Rn×S(n), (E)

F(x,z,w, r +q)−F(x,z,w, r)≥ 1
Λ
‖q‖ ∀q∈S(n),q≥0,(x,z,w, r)∈Ω×R×Rn×S(n).

(E*)
Hinweis: F̈ur (E) ⇒ (E*) betrachten Sie einen Eigenvektorv von q mit ‖v‖ = 1
undqv= ‖q‖v, und scḧatzenv · (DFq)v nach unten ab. Dann können Siev zu einer
Orthonormalbasis desRn erg̈anzen und nutzen die Unabhängigkeit der Spur von der
Basiswahl. F̈ur (E*) ⇒ (E) wählen Sie das dyadische Produktq := ξ ⊗ ξ = ξ ξ T ,
ξ ∈ Rn, und bilden die Richtungsableitung vonF nachr in Richtung vonq.

(iii) F ∈C1(Ω×R×Rn×S(n)) heißtelliptisch bez̈uglich u für u ∈C2(Ω), falls F die
Elliptizit ätsbedingung (E) auf der Menge

{(x,u(x),Du(x),D2u(x)) : x∈Ω}

erfüllt. Falls F nur Lipschitz stetig inr ist, dann soll die Bedingung (E)̈uber-
all dort gelten, wo die AbleitungenFr i j existieren, also f̈ur L k-fast aller ∈ S(n),
k = dimS(n) = n(n+1)/2.

Untersuchen Sie folgende Beispiele auf Elliptizität:

(a) [Monge-Amp̀ere-Gleichung]F(x,u,Du,D2u) := detD2u− f (x) = 0, f > 0.

(b) [Pucci-Gleichungen] F̈ur Λ≥ n definiere

MΛ[u] :=
1
Λ

∆u+(1− (n/Λ))λmax(D2u),

mΛ[u] :=
1
Λ

∆u+(1− (n/Λ))λmin(D2u),

wobeiλmax(r) den maximalen Eigenwert der Matrixr ∈ S(n) undλmin(r) den
minimalen Eigenwert vonr bezeichnet. DiePucci-Gleichungenlauten

F1(x,u,Du,D2u) := MΛ[u]− f (x)= 0 und F2(x,u,Du,D2u) := mΛ[u]− f (x)= 0.

Hinweis: Beweisen Sie z.B. für F1 zun̈achst mit Hilfe der Charakterisierung

λmax(A) := sup
v∈Sn−1

v·Av für A∈ S(n),

dass die Funktionλmax : S(n) → R Lipschitzstetig ist. Dann machen Sie sich
klar, dass f̈ur A∈ S(n), wo λmax differenzierbar ist, die Ungleichung

Dλmax(A) ·B = ∂r i j λmax(A)bi j ≥ 0

für alle positiv semidefiniten MatrizenB = (bi j ) ∈ S(n) gilt, bevor Sie schließ-
lich B geschickt ẅahlen (vgl. Teil (ii)), um die Elliptiziẗatsbedingung an den
Differenzierbarkeitsstellen vonMΛ zu überpr̈ufen.
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(c) [Quasilineare Gleichungen]

F(x,u,Du,D2u) := ai j (x,u,Du)∂i j u+b(x,u,Du) = 0.

mit
1
Λ
|ξ |2 ≤ ai j ξ

i
ξ

j ≤ Λ|ξ |2 ∀ ξ ∈ Rn.

Aufgabe 88 [Voraussetzung f̈ur |u|-Abschätzung: lineare elliptische PDE ]

Für ai j ,bi ,c∈ L∞ mit ai j ξ
iξ j ≥ Λ−1|ξ |2 betrachte die lineare elliptische Differentialglei-

chung
F(.,u,Du,D2u) := ai j ∂i j u+bi∂iu+cu= 0.

Welche zus̈atzlichen Bedingungen an die Koeffizientenai j ,bi ,c implizieren die G̈ultigkeit
der Voraussetzung (8.2) der Vorlesung anF , d.h.

limsup
z→∞

sup
x∈Ω

F(x,z,0,0) < 0 und liminf
z→−∞

inf
x∈Ω

F(x,z,0,0) > 0?

Vergleichen Sie dies mit den Maximumprinzipen aus Kapitel 2 der Vorlesung.
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