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Aufgabe 1 [Verallgemeinerte Transportgleichung]
Losen Sie explizit das Anfangswertproblem

{th+b-DU+CU:0 in R"x (0,00), W

u=g auf R" x {t =0},

wobeib € R", ¢ € R undg € C1(R") vorgegeben sind.

Hinweis. Losen Sie die gedhnliche Differentialgleichung, die die Funktion
€(s) :=u(x+sht+s)

erfullt, und beachten Sie die Anfangsdaten

£(—t) = u(x—tb,0) = g(x—th).

Aufgabe 2 [Polarkoordinaten und Radialsymmetrie]

(i) Beweisen Sie die Rotationsinvarianz der Laplace-Gleichung: Falle € C2(R")
die GleichungAu = 0 gilt, dann ist auch

A(u(Ox)) =0 furalle O € O(n), xe R",
wobeiO(n) c R™" die orthogonale Gruppe bezeichnet.

(i) Die Funktionu € C?(By(0)) sei rotationssymmetrisch, d.x) = v(r), r = |x|. Zei-
gen Sie

Au=V'(r)+ n%1\/(r).

(iii) Frn=2 seiin Polarkoordinaten(r, ¢) := u(re'?). Beweisen Sie
Bu= ToH (13U + 5 pe
und zeigen Sie anschlieBend, dass die Funktion
u(x) := r¥2sin(¢ /a)
harmonisch ist auf der Menge
Da:={(rcosp,rsing) e R>:0<r <1,0< ¢ <an},

wobeia € (0,2) ein reeller Parameter ist. Wie véthsich der Gradient derdsung
bei Annaherung an den Ursprungrfverschiedene Paramet&t



Aufgabe 3 [Mittelwertkonvergenz]
Beweisen Sie:
lim f u(y)d"Yy) =u(x) firalle ue CO(R"), xe R".

r—0t
9B (x)

Aufgabe 4 [Newton-Potential]
Zeigen Sie: Er ein GebieQ cc R", n> 2, g < p < w ist dasNewton-Potential
NT() = [ ®(c-y)f(y)dy
eine stetige lineare Abbildurlg : LP(Q) — L*(Q) mit
[N f[[Le(q) < C(diamQ, n, )| f|[Lp(q),
wobeiC = C(diamQ, n, p) eine Konstante ist, die nur vom Durchmesser diawon Q, der

Dimensionn und vonp ablangt. Die Funktionb ist die Fundamentalsung zum Laplace-
Operator definiert in Definition 1.3 der Vorlesung.




