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Aufgabe 1 [Verallgemeinerte Transportgleichung]

Lösen Sie explizit das Anfangswertproblem{
ut +b·Du+cu= 0 in Rn× (0,∞),
u = g auf Rn×{t = 0},

(1)

wobeib∈ Rn, c∈ R undg∈C1(Rn) vorgegeben sind.

Hinweis. Lösen Sie die geẅohnliche Differentialgleichung, die die Funktion

ζ (s) := u(x+sb, t +s)

erfüllt, und beachten Sie die Anfangsdaten

ζ (−t) = u(x− tb,0) = g(x− tb).

Aufgabe 2 [Polarkoordinaten und Radialsymmetrie]

(i) Beweisen Sie die Rotationsinvarianz der Laplace-Gleichung: Falls für u ∈ C2(Rn)
die Gleichung∆u = 0 gilt, dann ist auch

∆(u(Ox)) = 0 für alle O∈ O(n), x∈ Rn,

wobeiO(n)⊂ Rn×n die orthogonale Gruppe bezeichnet.

(ii) Die Funktionu∈C2(B1(0)) sei rotationssymmetrisch, d.h.u(x) = v(r), r = |x|. Zei-
gen Sie

∆u = v′′(r)+
n−1

r
v′(r).

(iii) F ür n = 2 sei in Polarkoordinatenu(r,φ) := u(reiφ ). Beweisen Sie

∆u =
1
r

∂r(r∂ru)+
1
r2 ∂φφ u,

und zeigen Sie anschließend, dass die Funktion

u(x) := r1/asin(φ/a)

harmonisch ist auf der Menge

Da := {(r cosφ , r sinφ) ∈ R2 : 0 < r < 1, 0 < φ < aπ},

wobeia∈ (0,2) ein reeller Parameter ist. Wie verhält sich der Gradient der L̈osung
bei Ann̈aherung an den Ursprung für verschiedene Parametera?
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Aufgabe 3 [Mittelwertkonvergenz]

Beweisen Sie:

lim
r→0+

∫
−

∂Br (x)

u(y)dH n−1(y) = u(x) für alle u∈C0(Rn), x∈ Rn.

Aufgabe 4 [Newton-Potential]

Zeigen Sie: F̈ur ein GebietΩ ⊂⊂ Rn, n≥ 2, n
2 < p≤ ∞ ist dasNewton-Potential

N f(x) :=
∫

Ω
Φ(x−y) f (y)dy

eine stetige lineare AbbildungN : Lp(Ω)→ L∞(Ω) mit

‖N f‖L∞(Ω) ≤C(diamΩ,n, p)‖ f‖Lp(Ω),

wobeiC =C(diamΩ,n, p) eine Konstante ist, die nur vom Durchmesser diamΩ vonΩ, der
Dimensionn und vonp abḧangt. Die FunktionΦ ist die Fundamentallösung zum Laplace-
Operator definiert in Definition 1.3 der Vorlesung.
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