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Aufgabe 45 [Stetige Fortsetzung]

SeienX ein normierter Vektorraum,Y ein Banachraum undZ⊂ X eine dichte Teilmenge.

(i) Zeigen Sie, dass jede gleichmäßig stetige Funktionf : Z → Y genau eine stetige
Fortsetzungf̃ : X →Y besitzt.

(ii) Beweisen Sie, dass es zuT ∈ L(Z,Y) genau eine stetige FortsetzungT̃ ∈ L(X,Y)
gibt.

Hinweis: DasPrinzip der eindeutigen stetigen Fortsetzungwurde wiederholt in der Vorle-
sung benutzt, siehe z.B. die Beweise von Lemma 3.17, Satz 3.21 (ii) und Satz 3.25.

Aufgabe 46 [Produkt- und Kettenregel f ür Sobolevfunktionen]

Beweisen Sie: SeiΩ ⊂ Rn offen und nichtleer. Dann gilt

(i) Für u∈W1,p(Ω) undv∈W1,q(Ω) mit 1≤ p,q, r ≤ ∞ und

1
p

+
1
q

=
1
r

ist uv∈W1,r(Ω), und es gilt

D(uv) = (Du)v+u(Dv).

Hinweis: Approximieren Sieu undv zun̈achst mit glatten Funktionen gemäß Propo-
sition 3.19 (i), und behandeln Sie den Fallp,q < ∞ zuerst. Fallsp = ∞ oderq = ∞,
unterscheiden Sie zwischen den Fällenr > 1 undr = 1.

(ii) Für u∈W1,p(Ω), 1≤ p≤ ∞, und f ∈C1(R) mit f (0) = 0, f ′ ∈ L∞(R), ist f ◦u∈
W1,p(Ω), und es gilt

D( f ◦u) = f ′(u)Du.

Hinweis: Approximieren Sieu zun̈achst mit glatten Funktionenum.
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Aufgabe 47 [Fortsetzung von Funktionen]

Für u : Rn−1× [0,∞)→ R sei

E0u(y, t) :=

{
u(y, t) für t ≥ 0

∑k+1
i=1 σiu(y,−it ) für t < 0,

wobei
k+1

∑
i=1

σi(−i)m = 1 für alle m= 0, . . . ,k, (1)

gelten soll.

(i) Zeigen Sie, dass (1) genau eine Lösungσ = (σ1, . . . ,σk+1) besitzt.

(ii) Beweisen Sie, dass für u∈C∞
0 (Rn−1× [0,∞))

E0u∈Ck
0(Rn)

gilt (vgl. den Beweis von Satz 3.25 der Vorlesung).

Aufgabe 48

(i) Zeigen Sie, dass für u∈W1,1(Ω) und beliebigesθ ∈ R die Funktionen

uε :=
√

(u+θε)2 + ε2−
√

(θε)2 + ε2, ε > 0

in W1,1(Ω) sind, und beweisen Sie, dassuε → |u| in L1(Ω) und

Duε → Du·


1 auf {u > 0}

θ√
θ2+1

auf {u = 0}

−1 auf {u < 0}

in L1(Ω,Rn) für ε → 0 (vgl. den Beweis von Korollar 3.23 der Vorlesung).

(ii) Zeigen Sie, dass für um,u ∈W1,p(Ω) mit um → u in W1,p(Ω) für m→ ∞ auch die
Konvergenz

min{um,c}→min{u,c} für m→ ∞ in W1,p(Ω)

für jede Konstantec∈ R gilt (vgl. den Beweis von Proposition 3.27 der Vorlesung).

Hinweis: Machen Sie sich mit Hilfe von Korollar 3.23 der Vorlesung zunächst klar,
dass die Funktionen inW1,p(Ω) sind.

(iii) F ür B+
1 := B1(0)∩ [Rn−1× (0,∞)]⊂ Rn und eine Funktionu∈W1,p(B+

1 ) sei

E+u(y, t) :=

{
u(y, t) für t ≥ 0

u(y,−t) für t < 0

eine Fortsetzung aufB1(0). Zeigen Sie, dass für um ∈ C∞(B+
1 ) mit um → u in

W1,p(B+
1 ) für m→ ∞ die Folge{E+um} eine Cauchy-Folge inW1,p(B1(0)) ist.
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