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Aufgabe 45 [Stetige Fortsetzung]
SeienX ein normierter Vektorrauny, ein Banachraum und C X eine dichte Teilmenge.

(i) Zeigen Sie, dass jede gleickaig stetige Funktiorf : Z — Y genau eine stetige
Fortsetzungf : X — Y besitzt.

(i) Beweisen Sie, dass es Aue L(Z,Y) genau eine stetige Fortsetzuiige L(X,Y)
gibt.

Hinweis: DasPrinzip der eindeutigen stetigen Fortsetzumgrde wiederholt in der Vorle-
sung benutzt, siehe z.B. die Beweise von Lemma 3.17, Satz 3.21 (ii) und Satz 3.25.

Aufgabe 46 [Produkt- und Kettenregel fiir Sobolevfunktionen]
Beweisen Sie: S c R" offen und nichtleer. Dann gilt
(i) FurueWP(Q) undve WH4(Q) mit 1 < p,q,r < o und
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istuve W' (Q), und es gilt

D(uv) = (Du)v+ u(Dv).

Hinweis: Approximieren Si@ undv zurachst mit glatten Funktionen géf Propo-
sition 3.19 (i), und behandeln Sie den Falfj < « zuerst. Fallgp = « oderq = oo,
unterscheiden Sie zwischen deallEnr > 1 undr = 1.

(i) Forue WP(Q), 1< p< o, und f € CY(R) mit f(0) =0, ' € L*(R), ist fou €
WLP(Q), und es gilt
D(fou) = f'(u)Du.

Hinweis: Approximieren Si@l zurachst mit glatten Funktioneu,.




Aufgabe 47 [Fortsetzung von Funktionen]
Firu: R"1x[0,00) — R sei

u(y,t) ;=

Eou(y,t) { Hlou(y, —it)  furt <o,

wobei
k+1
Zlc;i(_i)mzl furalle m=0,... k, @)
=

gelten soll.

(i) Zeigen Sie, dass (1) genau einédungo = (o1,.. ., Ok 1) besitzt.
(i) Beweisen Sie, dasgif u € C3(R"! x [0,))
Eou € CS(RM)

gilt (vgl. den Beweis von Satz 3.25 der Vorlesung).

Aufgabe 48

(i) Zeigen Sie, dasdif u € WH1(Q) und beliebige® < R die Funktionen

Ug i= \/(u+9£)2+82—\/(98)2+827 e>0

in W11(Q) sind, und beweisen Sie, dags— |u| in L1(Q) und

1 auf {u> 0}
Dug — Du- \/9%1 auf {u=0}
-1 auf {u< 0}

in L1(Q,R") fir e — 0 (vgl. den Beweis von Korollar 3.23 der Vorlesung).

(ii) Zeigen Sie, dassii Uy, u € WHP(Q) mit uy — u in WLHP(Q) fiir m — o auch die
Konvergenz

min{um,c} — min{u,c} fir m— o in WhP(Q)

fir jede Konstante € R gilt (vgl. den Beweis von Proposition 3.27 der Vorlesung).
Hinweis: Machen Sie sich mit Hilfe von Korollar 3.23 der Vorlesung &ehrst klar,
dass die Funktionen WP(Q) sind.

(i) FurB{ :=B1(0)N[R"* x (0,00)] C R" und eine Funktiom € W-P(B]) sei

u(y,t) furt>0

E t) =
U {u(y,—t) furt<o

eine Fortsetzung auB;(0). Zeigen Sie, dassuf uy € C”(ﬁ) mit um — u in
WLP(B]) firm — « die Folge{E. un} eine Cauchy-Folge iw1-P(B,(0)) ist.




