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Aufgabe 49 [Poincaré Ungleichungen]
SeiQ cc R" offen und 1< p < «. Beweisen Sie:

(i) Falls Q zusammenhngend ist unddQ e C%%, dann gibt es eine Konstan@=
C(n,p,Q), so dass

/IU—u_Q\"dxgcm, p,Q)/ IDulPdx  furalle ue WHP(Q),
JQ Q

wobei wir _ 1 _
Ug ::][Q u(x)dx= 70Q) '/Q u(x) dx

gesetzt haben.

(i) Sei a > 0, Q zusammendingend undQ € C%1, dann gibt es eine Konstan@=
C(n,p,Q,a), so dass

/\u|pdx§C(n, p,Q,a)/ IDuPdx  fur alle ue W-P(Q) mit .2"({u=0}) > a.
Q Q
(iii) Es gibt eine Konstant€ =C(n, p,Q), so dass

/updxg cn, p,Q)/ IDuPdx  fir alle ue WP(Q).

Q Q

Zeigen Sie abschlieRend, dass man® = Bg(x) c R" die Konstantei€ = C(n, p)RP in
(i) und (iii), bzw.C = C(n, p, ®)RP in (ii) wahlen kann.

Aufgabe 50 [Beispiele zu den Einbettungsétzen)

(i) Zeigen Sie, dass keine stetige Einbettung des RaM€¥Q) in L*(Q) existiert
(vgl. mit dem Sobolevschen Einbettungssatz, Satz 3.35 der Vorlesung).

Hinweis: Betrachten Sie dazu z.B. die Funktion
u(x) :=log(1+|log|x||) fur xe B1(0).

(i) Diskutieren Sie die Funktion

llog|x[¥* .
ux):=———-— furxeR
(X) == X2 €
fur unterschiedliche Dimensionerim Hinblick auf den Morreyschen Einbettungs-
satz, Satz 3.37 der Vorlesung.




Aufgabe 51 [Ungleichungen am Rand imW?-P-Sinne]
Seiuc WHP(Q), 1< p < o, und

M:=supu; =inf{t eR: (u; —t)1 ewol’p(Q)},
oQ

(vgl. mit der Formulierung des schwachen Maximumprinzifis Divergenzform-
Operatoren, Satz 4.3 der Vorlesung).

Zeigen Sie

i) M>0

(i) Falls (uy —t), € WyP(Q), dann gilt(u, —s), € W, P(Q) fur alles > t.

Aufgabe 52 [Schwache Konvergenz]

SeiX ein Banachraum mit seinem Dualradh, dann heif3t eine Folge) C X schwach
konvergengegernx € X (“xx — xin X furk — "), wenn

(I xdxex = 104) = 1(X) = (1, X)x=xx  furalle | € X*,

Die Konvergenzx, — x beziglich der Norm inX nennen wir im Folgenden audtarke
Konvergenz sie wird oft auch aldormkonvergenhezeichnet.

Zeigen Sie:
(i) Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.
(i) Die Norm in X ist schwach unterhalbstetigl.h. es gilt

X=X =|X|x < Iirkninf (%I -
—00

(i) SeiB:X x X — R eine symmetrische, positiv-semidefinite und stetige Bilinearform.
Zeigen Sie: Falls, — xin X, dann gilt

B(x,x) < IiLninf B(Xk, X)-




