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Aufgabe 9 [Homogene harmonische Funktionen]

Seienu,v ∈ C2(B1(0)) harmonische Funktionen, die zusätzlich die folgendenHomoge-
nitätsrelationenerfüllen:

u(tx) = tau(x) und v(tx) = tbv(x) für alle x∈ B1(0), t > 0,

wobeia,b∈ R mit a 6= b.

Zeigen Sie: ∫
∂B1(0)

u(ζ )v(ζ )dH n−1(ζ ) = 0.

(Hinweis: Benutzen Sie die Greenschen Formeln.)

Aufgabe 10 [Poisson-Integralformel für den Ball]

Beweisen Sie Satz 1.26 der Vorlesung: Für g∈C0(∂Br(0)) und

v(x) :=
r2−|x|2

nωnr

∫
∂Br (0)

g(ζ )
|x−ζ |n

dH n−1(ζ )

=:
∫

∂Br (0)
K(x,ζ )g(ζ )dH n−1(ζ ), x∈ Br(0)⊂ Rn

gilt

(i) v∈C∞(Br(0))

(ii) ∆v = 0 in Br(0)

(iii)
lim

Br (0)3x→ζ

v(x) = g(ζ ) für alle ζ ∈ ∂Br(0).

Hinweis: Gehen Sie wie im Beweis von Satz 1.25 der Vorlesung vor. Die Relation

1 =
∫

∂Br (0)
K(x,ζ )dH n−1(ζ )

lässt sich aber ohne explizite Rechnung direkt mit Satz 1.20 (angewandt aufΩ := Br(0)
undu≡ 1 aufΩ) herleiten.

Aufgabe 11 [Fundamentallemma der Variationsrechnung]

Beweisen Sie mit Hilfe von Faltungen Lemma 1.29 aus der Vorlesung: Für alle f ∈ L1
loc(Ω),

Ω⊂ Rn offen, mit ∫
Ω

f (x)η(x)dx≥ 0 für alle η ∈C∞
0 (Ω), η ≥ 0, (1.21)

gilt f ≥ 0 fastüberall inΩ. Falls∫
Ω

f (x)η(x)dx= 0 für alle η ∈C∞
0 (Ω), (1.22)

so folgt f = 0 fastüberall inΩ.
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Aufgabe 12 [1D-Wärmeleitungsgleichung]

Sein = 1 undu(x, t) := v(x2/t), t > 0, x∈ R. Zeigen Sie:

(i) ut = uxx genau dann, wenn

4zv′′(z)+(2+z)v′(z) = 0, z> 0. (1)

(ii) Die Lösungen von (1) haben die Gestalt

v(z) := c
∫ z

0
e−s/4s−1/2ds+d, c,d ∈ R.

(iii) Differenzieren Siev(x2/t) nachx und normieren Sie durch geeignete Wahl der Kon-
stantenc, um eine FundamentallösungΦ für n = 1 zu erhalten.
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