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Aufgabe 13 [Homogene Ẅarmeleitungsgleichung]

Beweisen Sie folgende Verschärfung von Satz 1.31: F̈ur g∈C0(Rn) mit

|g(x)| ≤Me|x|
α

für M ≥ 0, α < 2 und

u(x, t) :=
∫
Rn Φ(x−y, t)g(y)dy, x∈ Rn, t > 0,

gilt:

(i) u∈C∞(Rn× (0,∞))

(ii) ut −∆u = 0 in Rn× (0,∞)

(iii)
lim

(x,t)→(x0,0)
x∈Rn, t>0

u(x, t) = g(x0) für alle x0 ∈ Rn.

(Hinweis: F̈ur (i) dürfen Sie sich auf den Nachweis der Existenz einer Ableitung be-
schr̈anken, ḧohere Ableitungen werden analog behandelt.)

Aufgabe 14 [“Heat Balls”]

Für

Φ(ξ ,τ) :=

{
(4πτ)−n/2e−|ξ |

2/(4τ) für τ > 0

0 für τ ≤ 0,

definiere den “heat ball”Er(x, t) vom Radiusr > 0 um(x, t) ∈ Rn× (0,∞) durch

Er(x, t) := {(y,s) ∈ Rn+1 : 0 < t−s, Φ(x−y, t−s)≥ r−n}.

Zeigen Sie:

(i)
∂Er(x, t) = {(y,s) ∈ Rn+1 : 0 < t−s, Φ(x−y, t−s) = r−n}∪{(x, t)}

(ii) Falls r → 0, dann giltEr(x, t)→ (x, t), d.h.

für alle ε > 0∃ r(ε) > 0 : für alle 0< r ≤ r(ε) : Er(x, t)⊂ Bε(x)× (t− ε, t).

(iii) Er(x, t) ist rotationssymmetrisch bezüglich der Achse{(y,s) ∈ Rn+1 : y = x}, d.h. es
gilt f ür alle orthogonalen MatrizenR∈O(n)

R̃(Er(x, t)− (x, t))+(x, t) = Er(x, t),

wobei

R̃ :=
(

R 0
0 1

)
∈ R(n+1)×(n+1).
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Aufgabe 15
Beweisen Sie: ∫ ∫

E1

|z|2

σ2 dzdσ = 4, (1)

wobei
E1 := {(z,σ) ∈ Rn+1 : σ > 0, Φ(z,σ)≥ 1}.

(Hinweis: Die Identiẗat (1) wurde am Schluss des Beweises von Satz 1.36 und im Beweis
des starken Maximumprinzips, Satz 1.37 (i), verwendet. Versuchen Sie, den Integrations-
bereich geeignet nach dem Cavalierischen Prinzip zu zerlegen und verwenden Sie Polarko-
ordinaten. Das dann entstehende Integral lässt sich mit der Substitutionτ :=− log4πσ auf
die Gamma-Funktion reduzieren.)

Aufgabe 16 [Wärmeleitungsgleichung mit Term nullter Ordnung]

Finden Sie eine explizite L̈osung der Anfangswertaufgabe{
ut −∆u+cu= f in Rn× (0,∞)
u = g auf Rn×{t = 0},

wobei c ∈ R gegeben ist. (Hinweis: Machen Sie den Ansatzu(x, t) := v(x, t)ψ(t), wobei
v die Ihnen aus der Vorlesung (Bem. 1.34) bekannte Lösung der inhomogene Ẅarmelei-
tungsgleichung ohne Term nullter Ordnung ist.)
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