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Aufgabe 17 [Homogene Ẅarmeleitungsgleichung in einer Raumdimension]

Bestimmen Sie die L̈osungen des Randwertproblems
ut −uxx = 0 in (0,1)× (0,∞)
u = 0 auf {0}× [0,∞)
u = 0 auf {1}× [0,∞)

durch denSeparationsansatz

u(x, t) := v(t)w(x), für x∈ (0,1), t ≥ 0.

Aufgabe 18 [Nichtlineare Diffusionsgleichung]

Betrachten Sie die nichtlineare partielle Differentialgleichung

ut −∆(uγ) = 0 in Rn× (0,∞),

wobeiγ > 1 eine gegebene Konstante ist undu≥ 0 gesucht wird.

(i) Suchen Sie eine L̈osung mit dem Separationsansatz

u(x, t) := v(t)w(x), w(x) := |x|a

für ein geeignet zu ẅahlendesa = a(γ). Geben Sie f̈ur γ := 3/2 die Lösung explizit
an.

(ii) Suchen Sie eine L̈osung mit dem Skalierungsansatz

u(x, t) :=
1
tα

v(x/tβ ), x∈ Rn, t > 0,

wobei

α :=
n

n(γ−1)+2
, und β :=

1
n(γ−1)+2

zu wählen ist. (Hinweis: Gehen Sie vor wie in der Vorlesung bei der Herleitung der
Fundamentall̈osung der Ẅarmeleitungsgleichung, indem Sie zusätzlich annehmen,
dassv(y) = w(|y|) mit

lim
r→∞

w = lim
r→∞

w′ = 0.
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Aufgabe 19 [Hamilton-Jacobi-Gleichung]

Lösen Sie das Anfangswertproblem
ut +H(Du) = 0 in Rn× (0,∞)
Du = a auf Rn×{t = 0}
u(0,0) = b

für einen gegebenen Vektora∈ Rn undb∈ R mit einer FunktionH : Rn → R durch den
Separationsansatz

u(x, t) := w(x)+v(t), x∈ Rn, t ≥ 0.

Aufgabe 20 [Wärmeleitungsgleichung versus Wellengleichung]

Seiu∈C∞(Rn× [0,∞)) eine L̈osung der Wellengleichung
utt −∆u = 0 in Rn× (0,∞)
u = g auf Rn×{t = 0}
ut = 0 auf Rn×{t = 0},

wobeig∈C∞
0 (Rn) gegeben ist. Außerdem sei

u(x, t) := u(x,−t) für x∈ Rn, t < 0.

Zeigen Sie, dass

v(x, t) :=
1√
4πt

∫ ∞

−∞
e−

s2
4t u(x,s)ds, x∈ Rn, t > 0,

das Anfangswertproblem{
vt −∆v = 0 in Rn× (0,∞)
lim

t→+0
v = g gleichm̈aßig aufRn

erfüllt.
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