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Aufgabe 25 [1D-Wellengleichung revisited]

(i) Zeigen Sie, dass jede Lösungv von

∂ξ ∂ηv = 0, (ξ ,η) ∈ R2,

die allgemeine Form
v(ξ ,η) = F(ξ )+G(η)

hat.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe der Transformationξ = x+ t, η = x− t, dass f̈ur u(x, t) :=
v(ξ ,η) die Differentialgleichung

2u = 0 in R× (0,∞)

genau dann gilt, wenn∂ξ ∂ηv = 0.

(iii) Leiten Sie mit Hilfe von (i) und (ii) die D’Alembertsche Formel (1.35) aus der Vor-
lesung f̈ur die Lösung von

2u = 0 in R× (0,∞)
u = g auf R×{t = 0}
ut = h auf R×{t = 0}.

her, wobeig∈C2(R) undh∈C1(R) gegeben sind.

Aufgabe 26 [Schwaches Maximumprinzip und Gegenbeispiele]

(i) Zeigen Sie (vgl. Satz 2.2 der Vorlesung): Falls für u∈C2(Ω)∩C0(Ω), Ω ⊂⊂ Rn,

Lu = ai j ∂i j u+bi∂iu≥ 0 in Ω

mit (ai j ) positiv semidefinit, und falls eink∈ {1, . . . ,n} existiert, so dassakk > 0 in
Ω und so dass der Ausdruck|bk|/akk auf Ω beschr̈ankt ist, dann gilt

sup
Ω

u = sup
∂Ω

u.

(ii) Beweisen Sie, dass das schwache Maximumprinzip für lineare elliptische Operato-
renL mit c = 0 (Satz 2.2 der Vorlesung) im Allgemeinen nicht auf unbeschränkten
Gebieten gilt.

(iii) Beweisen Sie, dass das schwache Maximumprinzip für lineare elliptische Operatoren
L nicht gilt, fallsc > 0 ist (vgl. mit Satz 2.3 der Vorlesung).
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Aufgabe 27 [Vergleichsprinzip f ür lineare elliptische Operatoren]

SeiL ein linearer elliptischer Differentialoperator wie in Definition 2.1 der Vorlesung mit
c≤ 0 aufΩ ⊂⊂ Rn. Dann gilt f̈ur u,v∈C2(Ω)∩C0(Ω) mit Lu≥ Lv in Ω undu≤ v auf
∂Ω die Ungleichung

u≤ v in Ω.

Aufgabe 28
[Stetige Abhängigkeit von rechter Seite und Randdaten]

SeiΩ ⊂⊂ Rn, undu∈C2(Ω)∩C0(Ω) erfülle{
Lu = f in Ω
u = φ auf ∂Ω,

wobeiL ein linearer elliptischer Operator (Def. 2.1 der Vorlesung) mitc≤ 0 ist. Dann gilt:

‖u‖C0(Ω) ≤ ‖φ‖C0(∂Ω) +(ead−1)‖ f‖C0(Ω),

wobeid := diamΩ und

a :=
Λ
2

[
‖b‖C0(Ω) +

√
‖b‖2

C0(Ω)
+

4
Λ

]
.

Hinweis: Nehmen Sie zunächst an, dassΩ ⊂ {x ∈ Rn : 0≤ x1 ≤ d} und zeigen Sie f̈ur
v(x) := ead−eax1

, dassL(u−‖φ‖C0(∂Ω)−v‖ f‖C0(Ω))≥ 0.
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