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Aufgabe 1 [Lokale Minimierer sind schwache Extremalen]
Sei Q CC R” offen, u € C'(Q,RN) und F € C*(%), wobei % C R" x RN x RV*" eine
offene Umgebung des 1-Graphen

{(x,u(x),Du(x)) : x € Q}

ist, und sei & (v) := [, F(x,v(x),Dv(x)) dx das zu F gehorige Integralfunktional.

Zeigen Sie: Falls fiir jedes x € Q eine Zahl r = r(x) > 0 existiert, so dass es fiir jede
Funktion ¢ € CJ(B,(x),RN) ein &y = (@) > 0 gibt, fiir welches der Ausdruck .7 (u+€¢)
fiir |€| < & wohldefiniert ist und der Ungleichung

Fu) < F(u+ep) firalle g < g

geniigt, dann ist u eine schwache Extremale von % .

Hinweis: Benutzen Sie fiir eine allgemeine Testfunktion n € Cy’ (L, RN) eine geeignete Zer-
legung der Eins, deren Existenz Sie nicht nachweisen miissen.

Aufgabe 2 [Poisson-Gleichung fiir glatte Daten]
Zeigen Sie, dass fiir eine gegebene Funktion f € C(z) (R™), n > 3, das Newton-Potential

o 1 " fy) . am—1(qn—1
u(x) := e /R” 2 dy, @, 1:=0"""(§""),

von der Klasse C?(R") ist und die Poisson-Gleichung Au = f in R” Iost.

Hinweis: Die Glattheitsaussage beweist man zum Beispiel mit dem Bilden von Differenzen-
quotienten, und fiir den Nachweis der Poisson-Gleichung schneidet man die Singularitdt
mit kleinen Bdillen zundchst heraus.




Aufgabe 3  [PDEs mit Variationsstruktur]

Welche der folgenden partiellen Differentialgleichungen besitzt eine Variationsstruk-
tur? Geben Sie in dem Fall das jeweilige Variationsintegral an, dessen Euler-Lagrange-
Gleichung mit der gegebenen Differentialgleichung iibereinstimmt.

—Au=uw—Au in QCR*fir LeR, u:Q—R; 1)
—Au=ululP " +gu) in QCR"fir p>1,gc COR)NL*R),u:Q—R; (2)
—Au+t(uy)* =1 in QCR* fiir u: Q —R; (3)
—AAu=AAu+f(x) in QCRfir LeR,feL™(Q),u:Q—R. (4)

Aufgabe 4 [Fundamentallemma mit Nebenbedingung]
Sei Q C R” offen, f,g € L' (Q) erfiillen die Bedingung

/ FeE)dx=0 firalle ¢ € C(Q) mit / 2(X)@(x)dx = 0.
Q Q
Zeigen Sie, dass es eine Zahl A € R gibt, so dass

f(x)=2Ag(x) fiir fast alle x € Q.




