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Aufgabe 13  [Nichtkompakte Einbettung] Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die
Einbettung W12 (R") < L9(R") fiir 1 < ¢ < 2n/(n — 2) nicht kompakt ist.

Aufgabe 14 [Konvergenz fast iiberall] Sei {v;} C W!'P(R"), p € (1,] eine be-
schrinkte Folge. Beweisen Sie die Existenz einer Teilfolge {vy,} C {v}, die fiir i — oo
_fast iiberall gegen eine Grenzfunktion u € W7 (R") N LP(R") konvergiert.

loc
Hinweis: Benutzen Sie auf Billen B;j(0) C R", j € N, die Kompaktheit der Rellich-
schen (oder Sobolevschen (Satz 2.8 in Variationsrechnung I)) Einbettung W' (B;(0)) —
L (B,(0)).

Aufgabe 15 [Variante des Lemmas von Brezis-Lieb] Seien u; € LY(R"), g € (0,0),
mit uy — u Z"-f.i. und der gleichmaBigen Schranke ||uy||z4(rn) < c fiir alle k € N.

(i) Beweisen Sie die Aussage von Brezis-Lieb fiir ¢ € (0, 1] ohne den Konvergenzsatz
von Vitali zu benutzen: Es gilt u € L7(R") und

”_”k”Zq(Rn) - H"‘k”Zq(Rn) + ||”||Zq(Rn) =o(l) fiir k— oo,

(ii) Beweisen Sie fiir ¢ > 2, dass
e — |92 (g — 1) — Juage |9 2ug + |9 >u — 0 in Lt (R™) fiir k — oo.
Hinweis: Fiir Teil (ii) konnen Sie genau so vorgehen wie in der Vorlesung beim Beweis des

Lemmas von Brezis und Lieb, indem Sie die Differenz der ersten beiden Summanden durch
die Hilfsfunktion ¢(t) := |t|~%t ausdriicken.

Aufgabe 16 [Gegenbeispiele zu Vitali-Konvergenz]

Geben Sie Beispiele von Funktionenfolgen {u;} C LY(R"), g € [1,0), mit [Jug|pamny = 1,
u, — 0 Z"f.ii., an, so dass mindestens eine der beiden Bedingungen, gleichmdifiig gleich-
gradige Absolutstetigkeit, oder gleichmdflig gleichgradige Integrabilitit, im Konvergenz-
satz von Vitali verletzt ist.




