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Sei . ein metrischer Raum mit Metrik d, und —oo < a < b < o. Dann heif3t eine Funktion
u:la,b) — A absolutstetig (und man schreibt u € AC([a,b|, .#)) wenn folgendes gilt: Fiir
jedes € > 0 existiert ein § = 8(g) > 0, so dass fiir jede Familie von disjunkten offenen
Intervallen ((a;,b;))!_,n€N,a<a; <b; <aj1 <biy1 <bfirallei=1,...,n—1, mit

gilt:

Aufgabe 17 [Gronwall’s Ungleichungen]
Sei T > 0.

(i) Die Funktion 1 € AC(]0,T1],[0,0)) erfiille die Differentialungleichung
n'(t) <o) +y(t) fiir £ fastallet € (0,T),

wobei ¢,y € L!((0,T),[0,)). Zeigen Sie, dass dann

. t
n(t) < elo06)ds [T](O) +/ y(s) ds] fiir alle 7 € [0, 7.
0

Folgern Sie, dass die speziellere Differentialungleichung 1’ < ¢ fast iiberall auf
(0,T) mit n(0) = 0 impliziert, dass 1 = 0 auf [0, T] ist.

(ii) Die Funktion & € L'((0,7),[0,)) erfiille die Integralungleichung

1
E() < / E(s)ds+Cy fir £ -fastalle € (0,T),
0

wobei C,C> > 0 Konstanten sind. Zeigen Sie, dass dann die Ungleichung
E(t) S Cy(1+C12e5)  fiir £ -fast alle t € (0,T)

gilt. Folgern Sie, dass die speziellere Integralungleichung & (1) < Cy [ & (s)ds fiir
L fastalle ¢ € (0,T) impliziert, dass & (¢) = O fiir £ fast alle t € (0, T) ist.




Aufgabe 18 [Nicht-differenzierbare absolutstetige Funktion]

Sei T > 0 und
1 fiir 0<x<t,
u(x,t) ;=
0 firr<x<l.

(i) Zeigen Sie, dass die Zuordnung x — u(x,¢) von der Klasse L'((0,1)) fiir jedes ¢ €
[0, 7] ist, und berechnen Sie die L'-Norm [[u(, )| 21 ((0,1) fiir jedes 7 € [0,T].

(ii) Zeigen Sie, dass die Funktion U : [0,7] — L'((0,1)) definiert durch U(¢)(x) :=
u(x, 1) absolutstetig ist, also in der Klasse AC([0,T],L'((0,1))) liegt.

(iii) Zeigen Sie, dass die Funktion U aus Teil (ii) nirgends klassisch differenzierbar ist,
d.h. an keiner Stelle t € (0, T) eine Fréchet-Ableitung U’(¢) € L' ((0,1)) besitzt.

Bemerkung: Teil (iii) steht nicht im Widerspruch zur Giiltigkeit des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung fiir absolutstetige BANACHraum-wertige Funktionen,
der u.a. die Differenzierbarkeit £ -fast iiberall sichert, aber eben nur unter der Voraus-
setzung, dass der Zielraum reflexiv ist. Der Raum L' ((0,1)) hingegen ist nicht reflexiv.

Aufgabe 19 [Negative (PDE)-Losung]

Sei Q C R” ein beschriinktes Gebiet mit glattem Rand € und die Funktion p: Q x R — R
erfiille die Bedingungen

(ph)* peCl(QxR),
(p2) Es gibt Konstanten a;,a, > 0 und s € [0, Ziz), so dass

-2

p(x,€) <ay+a|E|* firalle x€ Q, & €R,

(P3) px,§) =o(|6]) fiir ¢ — 0.
(p4) Es gibt Konstanten pt > 2, r > 0, so dass

0 < uP(x,&) <& -p(x,&) fiiralle xe Q, || >r.

Zeigen Sie die Existenz einer nichttrivialen, in Q strikt negativen Losung u € cr(Q)n
C%(Q) des nichtlinearen Randwertproblems

PDE
u=20 auf dQ. ( )

{—Au =p(u) inQ
Hinweis: Die Regularitdtstheorie fiir die Poissongleichung und zugehorige Maximumprin-
zipien fiir uniform elliptische partielle Differentialgleichungen diirfen Sie wie in der Vorle-
sung ohne Beweis benutzen.




Aufgabe 20 [Pohozaev-Identit:it]

Sei n >3 und Q C R" offen und beschrinkt mit glattem Rand dQ und die Funktion p =
p(&) erfiille die Bedingungen (p1)—(p4) aus Satz 3.8 der Vorlesung — allerdings ohne x-
Abhingigkeit.

(i) Zeigen Sie, dass eine schwache Losung u € WO1 2(Q) der partiellen Differentialglei-
chung

{—Au = p(u) in Q, (PDE,)

u=0 auf 0Q,
die Integralidentitét
/ <|Du|2 —p(u)u) dx=0
o)
erfiillt.
(ii) Zeigen Sie, dass eine klassische Losung u € C2(Q) N C'(Q) von (PDE,) die
Pohozaev-Identitdt

(an)/Qp(u)udfon/QP(u)dx:/lm|Du\2(x,v>ds72/1998Vu<x,Du>ds, P)

wobei (-,-) das Skalarprodukt im R” und dyu = (v,Du) die Normalableitung von u
auf dQ (mit der duBeren Einheitsnormalen v an € ist.

Hinweis: Multiplizieren Sie (PDEj) mit (x,Du(x)) und nutzen Sie nach Integration
iiber Q partielle Integrationen und die in Teil (i) gefundene Integralidentitdit.

(iii) Spezialisieren Sie die Pohozaev-Identitit (P) auf den Fall Q := Bg(0), R > 0 und
leiten Sie damit die strikte Ungleichung

2n
dx < P(u)dx.
/BRm)p(u)u ) Bg(0) () dx

(iv) Zeigen Sie nun mit Hilfe von Teil (iii), dass die Forderung s < % in der Wachs-
tumsbedingung (p2) (siche Vorlesung) fiir die Existenz einer in  strikt positiven
klassischen Losung u € C2(Q) NC' (Q) optimal ist.

Hinweis: Wéhlen Sie z.B. p(t) := |t|* und leiten Sie einen Widerspruch fiir s > "t3
her, indem Sie auch nutzen, dass Du = (Du, V)V auf dQ (warum?).

(v) Giltdie Aussage aus Teil (iv) auch, wenn Q nur strikt sternformig (beziiglich 0 € R™)
ist, d.h. wenn (x, v(x)) > O fiir alle x € dQ?




