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Aufgabe 9  [Fixpunkte von Richtungskontraktionen]
Zeigen Sie:

(1) Jede Richtungskontraktion in einem vollstindigen metrischen Raum hat mindestens
einen Fixpunkt.

(ii) Betrachte auf R? die Metrik d(x,y) := |x; — y1| + |x2 — y2| fiir x = (x1,x2),y =
(v1,y2) € R? und bestimme die offenen Segmente (x,y) zweier Punkte x,y € R2.
Beweisen Sie anschlieend, dass die Abbildung

3 1 1
flx):= (EXI — 32X + gxz)
zwar keine Kontraktionsabbildung aber doch eine Richtungskontraktion ist. Warum
zeigt dieses Beispiel, dass der Fixpunktsatz in Teil (i) keinen eindeutigen Fixpunkt
liefert?

Aufgabe 10  [SOBOLEV-POINCARE Ungleichung]
Zeigen Sie:

Fiir alle p € [1,n) existiert eine Konstante C = C(p,n), so dass

. 1/p* 1/p
(F, o) =l ar)  <cr(f ipuiras) B ) R uew (5,00,
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wobei fiir eine Menge £ C R” und eine Funktion f : E — R
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o=, 101y = s [ r)ay

gesetzt wurde. Zeigen Sie im Anschluss, dass eine solche Ungleichung auch fiir Kreisring-
gebiete B, (x) \ Br(x) gilt, wobei der Faktor 7 € (0, 1) dann implizit in die Konstante C auf
der rechten Seite eingeht.

Hinweis: Zeigen Sie zundichst fiir eine allgemeine Funktion v € WP (B,(x)) die Unglei-

chun,
¢ i 1/p* 1/p
(f, rar) " <clof poraf, poira)
B(x) By(x) B(x)

mit Hilfe der SOBOLEV-Ungleichung, die Sie auf die auf R" fortgesetzte Funktion Ev €
wlr (R™) (vgl. Forsetzungssatz, Satz 2.13 aus Varl) anwenden kénnen, und wenden Sie
anschlieflend die IThnen bekannte POINCARE-Ungleichung (Korollar 2.11 (iii) aus Varl)

auf v(y) := u(y) — g, (y) an.




Aufgabe 11 [Iterationslemma]
Zeigen Sie:

Sei f: [r1,r2] — R eine nichtnegative beschriinkte Funktion, 0 < rj < 1y < oo, so dass fiir
Konstanten A, B, > 0 und 6 € [0, 1) die Beziehung

f(t)gef(s)—i—(si%)a—l—B firalle r1 <t <s<nr (1)

gilt. Dann existiert eine von 8 und o abhingige Konstante ¢ > 0, so dass
flp) < { A +B] fiir all <p<R<
<c|lm—— ir alle 1 < <r.
(R—p)”*

Hinweis: Betrachten Sie fiir einen geeigneten Parameter T € (0, 1) die Folge von Parame-
ternty:=p und tyy1 —t; == (1 —7)7T5(R — p) und benutzen Sie (1) iterativ.

Aufgabe 12 [Hohere Integrabilitiit von Minimierern]
Sei Q C R” offen und beschrinkt und F : Q x RV x RV*" _ R eine CARATHEODORY-

Funktion, d.h., x +— F (x,z, P) ist messbar fiir alle (z,P) € RY x RV*" und fiir .#"-fast alle
x € Qist (z,P) — F(x,z,P) stetig. Weiterhin erfiille F die polynomiale Wachstumsbedin-

gung
colP]* —c3 < F(x,z,P) < ci|P| +¢c2 V(x,2,P) € QxRN x RV, (KW)

fiir ein s € (1,00), wobei cp,c; > 0 und c;,c¢3 > 0 Konstanten sind. Die Funktion u €
WS (Q,RN) erfiille .7 (u) < .7 (v) fiir alle v € W' mitv—u € WOI’S(Q,RN), wobei

F(v) = / F(x,v(x), Dv(x)) dx.
o
Zeigen Sie, dass es ein g > s gibt, so dass u € Wl:)"cq(Q,RN ) mit der Abschétzung

1/ 1/s
( f(LHDMVm)qgc(:f(LHmmug fiir alle xo, R € (0, 1 dist(xo, 0Q)),

Bg(xp) Bog(x0)

wobei C nicht von u abhingt.

Hinweis: Nutzen Sie fiir R <t < ¢ < 2R die Minimalitdt von u zusammen mit der
Wachstumsbedingung (KW) durch Vergleich mit der Funktion v := u+ n(u — i), wobei
N € Cy(Bs(x0)) mit 0 <n <1, |Dn| < C/(0 —1t) und n|g,(x,) = 1, und i der Integralmit-
telwert von u auf Bag(xo) ist. Beachten Sie, dass Sie rechts in der Abschéitzung auftretende
Integrale C [ \p, (x) |Pul’ dx durch Addition von C [p . \|Dul* dx “fiillen” konnen, so
dass Sie auf die resultierende Ungleichung das Iterationslemma aus Aufgabe 11 anwenden
kénnen, noch bevor Sie dann die SOBOLEV-POINCARE-Ungleichung (vgl. Aufgabe 10) an-
wenden, um danach den Satz iiber die hohere Integrabilitdt, Satz 2.8 aus der Vorlesung zu
Zitieren.




