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Aufgabe 13 [Parakompaktheit]

Sei (C));en eine offene Uberdeckung eines metrischen Raumes .# mit Metrik d. Konstru-
ieren Sie eine lokal finite Verfeinerung dieser Uberdeckung.

Hinweis: Definieren Sie induktiv fiir jedes n € N eine geeignete Vereinigung Dj, von offenen
Biillen By-n(x), so dass i der kleinste Index ist mit x € C;, aufserdem x & Dy fiir beliebiges
k falls j < n, und schlieflich so dass Bz, (x) C C; ist.

Aufgabe 14  [PALAIS-SMALE-Variante]

Sei # ein Banachraum und ¢ € R. Eine Funktion .# € C! (%) erfiillt die (PS).-Bedingung,
falls die Existenz einer Folge (uy)y C % mit Z (u;) — ¢ und D.Z (uy) — 0O fiir k — oo
impliziert, dass ¢ ein kritischer Wert von % ist, d.h., dass die Menge J#, := {w € £ :
F(w) =c, D.Z (w) = 0} nichtleer ist.

Zeigen Sie:

(i) Die Palais-Smale-Bedingung aus der Vorlesung impliziert die (PS).-Bedingung fiir
alle c € R.

(ii) Fir #Z = R erfiillt die Funktion .7 (¢) := expt, t € R, die Bedingung (PS), fiir alle
¢ # 0, aber nicht die Bedingung (PS),.

(iil) Fiir # = R erfiillt die Funktion .% (¢) := sint, t € R, zwar die (PS).-Bedingung fiir
alle ¢ € R, nicht aber die Palais-Smale Bedingung aus der Vorlesung.

(iv) Fiir # = R erfiillt die Funktion .# () :=t die (PS).-Bedingung fiir alle ¢ € R.

(v) Fiir # = R erfiillt die Funktion .7 (¢) := */2, t € R, die (PS).-Bedingung fiir alle
ceR.




Aufgabe 15 [(a, B)-Pseudogradientenvektorfeld]
Sei % ein Banachraum, .# € C!'(#) und 0 < B < o. Dann heift v € & ein («,B)-

Pseudogradientenvektor fiir # an der Stelle u € %, wenn
) [vllz < al|D.F (u)|| 2,
(i) DF (u)v > B|IDF (u)||%--
Ein (a,B)-Pseudogradientenvektorfeld fiir F auf % := {w € % : DF (w) # 0} ist

eine lokal LIPSCHITZ-stetige Abbildung V : @N—> A, so dass V(x) ein (o,f)-
Pseudogradientenvektor fiir .% an allen Stellen x € & ist.

Zeigen Sie: Es exisitert ein solches (¢, 8)-Pseudogradientenvektorfeld fiir & .

Aufgabe 16  [Stetigkeit auf LEBESGUE-Réumen]

Sei Q C R" offen, zusammenhingend und beschrinkt und die Funktion g : OxR—>R
erfiille die Bedingungen

(gl) g€ CO(QxR),
(g2) Es gibt Konstanten r,p > 1, aj,as > 0, so dass

g(x, )| < ay+ax|E]7P fiiralle xe Q, & €R.

Zeigen Sie, dass die Zuordnung ¢ + g(-, ¢(-)) in der Klasse CO(L"(Q),LP (Q)) ist.

Hinweis: Zeigen, Sie zundichst, dass es reicht, fiir eine beliebige Funktion ¢y € L"(Q) die
Stetigkeit der Zuordnung z(-) — f(-,z(*)) := g(-,z(:) + ®o(-)) — g(-, @0(:)) an der Stelle
z(+) = 0 zu zeigen, und nutzen Sie dazu, dass f(-,0) = 0 ist. Fiir u € L"(Q) mit geniigend
klein zu wahlender L"-Norm, kann man dann die Stetigkeit von f nutzen, um den Integrati-
onsbereich von |f(-,u(-))|P so aufzuspalten, dass auf einem Teilgebiet u punktweise so klein
ist, dass auch |f(-,u(-))|P punktweise klein ist. Auf dem zweiten Teilgebiet nutzt man die
Wachstumsbedingung fiir g und die Tatsache, dass dieses Teilgebiet mit verschwindender
Norm von u selbst klein werden muss.




