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Aufgabe 9 [Euler-Lagrange-Gleichung hoherer Ordnung]

Sei u € C?"(I,RY), m > 1 eine schwache Extremale von
F(v) = /F(x,v(x),v’(x), V) () d,
1

wobei F = F(x,2,p1,...,pm) € C" I xRN x --- x RV),

Beweisen Sie: Fiir alle x € 7 gilt

di

dxi [pr(x’“(x%u’(X),---,u(m)(X)) =0.

Fz(x,u(x),u’(x),...,u('”)(x)) + i(—l)i

Aufgabe 10 [Natiirliche Randbedingungen in zwei Dimensionen]

Betrachte Variationsintegrale der Form

F(u) = B+F(x,u(x),Du(x))dx, (D

wobei Bt := {x = (x!,x?) € R?: x| < 1, x> > 0}. Sei u € C2(B¥,R"), F € C2(R?> x RN x
R?M), I = (—1,1) x {0}, und Du(x) bezeichne die Jakobische von u.

(a) Beweisen Sie: Falls 8.7 (u,¢) = 0 fiir alle ¢ € C5(B™ UI,R"), dann gelten die
natiirlichen Randbedingungen
Fpé(x,u(x),Du(x)) =0 firalle xel,i=1,...,N.

Hinweis: Gehen Sie wie im Beweis von Proposition 1.12 vor und nutzen Sie Aufgabe
1 von Serie 1.

(b) Geben Sie fiir die Funktionale
1 n
D(u) = 3 /+ \Du(x)|*dx  (Dirichlet Integral), (2)
JB

o (u) = /B+{ 1+ |Du(x)|? + g(x,u)} dx 3)

(Fldchenfunktional mit duflerem Potential)

die natiirlichen Randbedingungen konkret an, wobei g € C2(R? x RY) ist.




Aufgabe 11  Beweisen Sie: Fiir 4 € R,

F(v):= /Iv(x) 1+ (V(x))2dx, ZL(v):= /1” 1+ (v (x))?dx

gilt die Aussage:

u ist schwache Extremale von .% + A% genau dann, wenn u + A eine schwache Extremale
von .7 ist.

Aufgabe 12  [Flichenfunktional fiir zweidimensionale Graphen]
Sei Q cC R? und u € C'(Q)NC?(Q) sei schwache .% -Extremale fiir das Flichenfunktional

F(v) ::/Q,/1+|Vv(x)|2dx.

Zeigen Sie:
F ) < F(v) firalleve C'(Q)NC*(Q) mit v = u in einer Umgebung von 9.

Hinweis: Machen Sie sich zundichst mit Hilfe von Faltungen (vgl. z.B. Satz 5 (iii) aus der
Ubuﬁg) klar, dass 8 F (u,u—v) = 0. (Das kann man tibrigens auch zeigen, wenn nur u,v €
CY(Q) und u = v auf dQ, was wir im dritten Kapitel der Vorlesung sehen werden.)




