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Aufgabe 13  [Fundamentallemma DUBOIS-REYMOND II]
Beweisen Sie die folgende Variante des Fundamentallemmas:
Sei I = (a,b), —o < a < b <o und f € CO(I) erfiille

/f(x)n(x)dx:O fiir alle n € C°(T) mit /n(x)dx:O,
I I

dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so dass f(x) = c fiir alle x € I.

Hinweis: Nehmen Sie das Gegenteil an. Konstruieren Sie zu zwei Punkten mit unterschied-
lichen f-Werten eine stetige Funktion M mit Trdger in hinreichend kleinen, disjunkten, aber
gleichgrofien Umgebungen dieser beiden Punkte, so dass die Werte jeweils entgegengesetz-
tes Vorzeichen auf diesen Umgebungen haben.

Aufgabe 14  [Nichtlésbares Variationsproblem I]

(i) Zeigen Sie, dass das Variationsintegral

F(v) = /Ol(v/z(x) —1)2dx

in der Klasse
C:={vec'([0,1]) : v(0) = v(1) = 0}

keinen Minimierer besitzt.
(ii) Zeigen Sie, dass .% in
D:={ve c®([0,1]) : v(0) = v(1) =0}
unendlich viele Minimierer besitzt.

(iii)* Zeigen Sie, dass das Funktional

1
90)i= [ A+RW)1+ 0200~ 17 dx

in der Klasse D keine Losung besitzt.




Aufgabe 15 [Nichtlésbares Variationsproblem II] Sei 4(x) := 1 — |x| fiir x € [-2,2]
eine Funktion, die das folgende Hindernisproblem determiniert: Gesucht ist ein Minimierer

des Langenfunktionals
2
Z(v) ::/ A/ 1+ v2(x)dx
-2

in der Klasse
Cri={veC'([-2,2]) : v(—=2) =0 =v(2), v(x) > h(x) Vx € [-2,2]}.

Zeigen Sie, dass dieses Problem keine Losung besitzt.

Hinweis: Der Polygonzug, der die vorgegebenen Randpunkte iiber die Spitze des Hindernis-
ses verbindet, liefert offensichtlich die kiirzeste Verbindung der Randpunkte unter Beriick-
sichtigung der Hindernisbedingung. Vergleichen Sie dessen Linge mit der eines beliebigen
Minimierers u € Cy; setzen Sie dazu an einer Maximalstelle von u an.

Aufgabe 16 [Schwingende Saite]

Leiten Sie fiir die Losung u € C?([a,b]) des Variationsproblems der schwingenden Saite
b
Fv) = / |V2(x)|dx — min!
a
in der Klasse
b
C:={veC'([a,b]): v(a) =0 =v(b), / V(x)dx=1}
a

die EULER-LAGRANGE-Gleichungen her und bestimmten Sie den als Eigenwert auftreten-
den Lagrange-Parameter explizit in Abhédngigkeit von der Losung u.




