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Aufgabe 21

[Eigenschaften von Differenzenquotienten]

Beweisen Sie fiir u € LP(Q), v € LY(Q), 1 < p < oo mit p~! + ¢! = 1 die folgenden
Eigenschaften von Differenzenquotienten A;’ =Np, eSS le{l,....n} h#0:

()
Ap(uv)(x) = (Dpu) (X)v(x) 4 up () Apv(x) = (Dpu) (x) v (x) +u(x) Apv(x)

fiir fast alle x € Q,

h| < dist(x,d ), wobei fiir eine Funktion f : Q@ — R

fn(x) :== f(x+hep)
gesetzt wurde.

(i) Falls u oder v kompakten Triiger in Q haben, dann gilt fiir |4 < 1

./Qu(x)Ahv(x)dx: _/QA#M(X)V(x)dx.

Aufgabe 22
[Stetige Fortsetzung]

Seien X ein normierter Vektorraum, Y ein Banachraum und Z C X eine dichte Teilmenge.

(1) Zeigen Sie, dass jede gleichmiaBig stetige Funktion f : Z — Y genau eine stetige
Fortsetzung f : X — Y besitzt.

(ii) Beweisen Sie, dass es zu T € L(Z,Y) genau eine stetige Fortsetzung 7 € L(X,Y)
gibt.

Hinweis: Das Prinzip der eindeutigen stetigen Fortsetzung wird wiederholt in der Vorle-
sung benutzt, siche z.B. den Beweis von Lemma 2.7.




Aufgabe 23

[Eine Kettenregel fiir Sobolevfunktionen]

Beweisen Sie: Sei Q C R” offen und nichtleer. Dann ist fiir u € W"P(Q)7 1 < p < oo, und

f€CY(R) mit £(0) =0, f € L*(R), die Komposition fou € WP (Q), und es gilt

D(fou) = f'(u)Du.

Hinweis: Approximieren Sie u zundchst mit glatten Funktionen uy,,.

Aufgabe 24

[Fortsetzung von Funktionen]

Fiir u: R"™" x [0,00) — R sei

Eou(y.1) = u(y,t) fir t >0
o Zé‘:ﬂl ou(y,—it) fiir t <O,

wobei

k41
Zci(_i)m: 1 fiir alle m:()v"'ak7
i=1

gelten soll.

(i) Zeigen Sie, dass (1) genau eine Losung 6 = (07, ..., Oy ) besitzt.

(ii) Beweisen Sie, dass fiir u € C(R"! x [0,0))
Eou e CI(; (Rn)

gilt.

(D

Hinweis: Diese Resultate gehen in den Beweis des Fortsetzungssatzes fiir Sobolev-

funktionen, Satz 2.12, ein.




