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Aufgabe 42
[Stetigkeit linearer Abbildungen]

Seil: X — Y eine lineare Abbildung zwischen den linearen normierten Rdumen X und Y.
Beweisen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen.

(1) [ ist stetig.
(ii) [ ist stetig in einem Punkt xy € X.
(iii) Es existiert eine Konstante L > 0, so dass ||/(x)||y < L||x||x fiir alle x € X.

(iv) Die Operatornorm ||{||z(x,y) := supj, <1 [|/(x)]y ist endlich.

Aufgabe 43

[Erweiterung des Testraumes fiir Variationsungleichungen]
Sei I = (a,b) C R ein endliches Intervall, und u € W' (I), p € (1,o], erfiille die Unglei-
chung

/u/(x)(i)’(x) dx>0 firalle ¢ € C5(I,R,),
Ji

wobei Ry := {r € R: ¢ > 0} bezeichnet. Zeigen Sie, dass dieselbe Ungleichung dann auch
fiir alle ¢ € Wy /(1R ) mit 1 + 1 =1 gilt.
Hinweis: Eine Moeglichkeit ist die Beweistechnik von Aufgabe 27.




Aufgabe 44
[Konkave Funktionen]

Sei I ein endliches Intervall in R und u : / — R eine beschrinkte konkave Funktion.
(i) Zeigen Sie, dass in allen Punkten die einseitigen Ableitungen

ooy e u(z) —u(y) md o) = lim u(z) —u(y)
u'(y )‘—Zlg;ziz_y d (y )~—Z£)7+7Z_y

existieren und geordnet sind: «/(y~) > u/(y™) fiiralle y € 1.

(ii) Beweisen Sie: Falls u zusitzlich differenzierbar ist auf 7, dann ist u € C'(I) und die
Ableitungsfunktion #’ ist monoton fallend auf I.

Aufgabe 45
[Konkave Einhiillende und Yosida-Transformation]
(i) Zeigen Sie, dass fiir eine beschriinkte Funktion y : [ — R die Funktion
conc(y)(x) := inf{v(x) : v konkav,v > yauf I.}
konkav ist. (Man nennt conc(y) die konkave Einhiillende von y.)
(ii) Zeigen Sie, dass die Yosida-Transformierten

() = inf{y(y) + Al =y}

fiir beliebige A > 0 subadditiv sind, falls y : R — R, := {r € R : ¢ > 0} subadditiv
ist, d.h. falls y(§ +1) < w(&)+ w(n) firalle &, n € R.




