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Aufgabe 25
[Schwache Konvergenz]

Sei X ein Banachraum mit seinem Dualraum X*, dann heift eine Folge (x;) C X schwach
konvergent gegen x € X (“x; — x in X fiir k — "), wenn

(Lxyxexx = 1(xx) = 1(x) = (I,x)x*xx fiiralle [ € X*.

Die Konvergenz x; — x beziiglich der Norm in X nennen wir im Folgenden auch starke
Konvergenz — sie wird oft auch als Normkonvergenz bezeichnet.

Zeigen Sie:
(1) Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.

(ii) Die Norm in X ist schwach unterhalbstetig, d.h. es gilt

X —x = ||x[|x < liminf ||xg||x.
k—o0

(iii) Sei B:X x X — R eine symmetrische, positiv-semidefinite und stetige Bilinearform.
Zeigen Sie: Falls x; — x in X, dann gilt

B(x,x) < liminf B (xy,xy).
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Hinweis: Fiir den Beweis der Aussage (ii) kann man eine Folgerung aus dem Satz von
Hahn-Banach benutzen: Zu jedem Element x in einem normierten linearen Raum X gibt
es ein lineares stetiges Funktional | aus dem Dualraum X* von X, so dass ||l||x+ = 1 und
1(x) = [lxllx-

Aufgabe 26
[Absolutstetige Funktionen]

Sei I = (a,b) C R, —o0 < a < b < . Zeigen Sie: Gilt fiir u,v € L' (I) die Identitit
X -
u(x) — u(y) = / v(t)dr fiir &' -fast alle x,y € I,
)

dann ist u € W1 (I) mit schwacher Ableitung «’ = v. Hinweis: Wiihlen Sie ein Teilintervall
(a1,by), auferhalb dessen eine gegebene Testfunktion ¢ € Cy (I) verschwindet, und so dass
fiir a1, by die vorausgesetzte Identitiit gilt.




Aufgabe 27

[Klassische Nullrandwerte]

Seil<p<eoundl=(a,b) CR, —ec<a<b< oo

Zeigen Sie: Fiir u € WP (I) mit u(a) = u(b) = 0 gilt u € W, ”(I).
Aufgabe 28

[Unterhalbstetigkeit im R"]

Zeigen Sie: Eine auf dem R" unterhalbstetige Funktion f nimmt auf jeder nichtleeren kom-
pakten Menge K C R" ihr Infimum an, d.h. es gibt ein x € K, so dass

fx) =inf ().




