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Aufgabe 29
[Charakterisierung der Unterhalbstetigkeit]

Sei X ein topologischer Raum, so dass jeder Punkt x € X eine abzihlbare Umgebungsbasis
besitzt. Dann gilt: f : X — R ist unterhalbstetig (bzw. oberhalbstetig) genau dann, wenn
f(a,)] (bzw. f~![(—eo,a)]) offen ist fiir alle a € R.

Aufgabe 30

[Unterhalbstetigkeit des Léingenfunktionals]

Zeigen Sie, dass das Lingenfunktional £ (u) := fo va! )2dx unterhalbstetig ist
beziiglich der schwachen Konvergenz in WI’P(I ), P (l ) mcht aber stetig beziiglich

dieser Konvergenz.

Hinweis: Fiir ein Gegenbeispiel gegen die schwache Stetigkeit approximieren Sie eine kon-
stante Funktion geeignet durch Zackenfunktionen.




Aufgabe 31
[Gegenbeispiel zur Unterhalbstetigkeit]
Tonelli’s Unterhalbstetigkeitssatz (Satz 3.5) wird fiir N > 1 falsch, wenn man die schwache
Konvergenz in WP (I,RY), p € [1,e0), durch die Bedingungen
up,u € WHHILRY),  wp — win L'(I,RY) (*)

ersetzt.

Zeigen Sie fir N =2, = (0, 1), dass die Funktion
F(x,z,p) := (z1- p2)* fiir 2= (21,22) €R*, p = (p1,p2) € R?,

ein Gegenbeispiel liefert, d.h., dass zwar F die Voraussetzungen (i)—(iii) aus Satz 3.5 erfiillt,
dass aber das Funktional .% (u) := _[01 F(x,u(x),u'(x)) dx nicht unterhalbstetig ist beziiglich
der Konvergenz in (*).

Hinweis: Konstruieren Sie eine Funktionenfolge
{mhe = { (e u20) }e € €1 ([0,1), R%) < WH((0,1), R?),

so dass uy, — uy(x) = 1 und uy, — ua(x) = x in L'((0,1)) konvergieren, und so dass
uhy (x) - urx(x) = 0 fiir alle x € (0,1).
Aufgabe 32

[Superlinearer Integrand]

Sei I = (a,b),—o < a<b<+oo, a,f € RN F e CO>TxRY xR), F(u) :=
J; F(x,u(x),u'(x))dx, und es gebe eine Funktion 8 : RY — R, so dass

F(x,z,p) > 6(p)>0firalle (x,z,p) €I xRY xRN

M — oo fiir |p‘ — oo,
||
Zeigen Sie: Falls fiir die Folge {u}, € {v e W' (I,RY) : v(a) = a,v(b) = B} die Zahlen-

folge {7 (ux) }x beschriinkt ist, dann ist auch die Zahlenfolge {||ul| R }« beschrénkt.




