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Aufgabe 45

[Konkave Funktionen]

Sei 7 ein endliches Intervall in R und u : / — R eine beschrinkte konkave Funktion.

(i) Zeigen Sie, dass in allen Punkten die einseitigen Ableitungen

W (y”):= lim u(z) = uly) und o' (y"):= lim
7=y~ =Yy z—yt Z—y

existieren und geordnet sind: «/(y~) > u/(y™) fiiralle y € 1.

(ii) Beweisen Sie: Falls u zusitzlich differenzierbar ist auf 7, dann ist u € C'(7) und die
Ableitungsfunktion u’ ist monoton fallend auf I.

Aufgabe 46

[Konkave Einhiillende und Yosida-Transformation]

(i) Zeigen Sie, dass fiir eine beschriinkte Funktion y : I — R die Funktion
conc(y)(x) := inf{v(x) : v konkav,v > yauf I.}
konkav ist. (Man nennt conc () die konkave Einhiillende von y.)

(ii) Zeigen Sie, dass die Yosida-Transformierten
Y y(x) = inf{y(y) +A[x—y[}
yeR

fiir beliebige A > 0 subadditiv sind, falls y : R — R, := {r € R : ¢ > 0} subadditiv
ist, d.h. falls y(& +n) < w(&) + y(n) firalle §,n € R.




Aufgabe 47
[Quadratische Integranden]

Sei F = F(x,z,p) mit F,F,, € C'(R x RN x RV) fiiralle i = 1,...,N, so dass F(-,-,0) und
Fp(-,-,0) auf R x RV beschrinkt sind, und es gebe Konstanten A, > 4; > 0, so dass

MIEP<E “Fpp(x,z,p)€ < MLIEP?  firalle &€ e RN, (x,z,p) e RxRY xRV,
(i) Zeigen Sie, dass Konstanten c; > 0, ¢2,c3,c4 > 0 existieren, so dass

alpf—c <F(x,z,p) <cslpf*+cs firalle (x,z,p) e RxRY xRV
(ii) Falls zusitzlich F(x,z,0) = 0 und F,(x,z,0) = 0, dann gilt sogar
ll 2 12 2 e N N
?|p\ <F(x,z,p) < 7|p| firalle (x,z,p) € RxRY xR™.
(iii) Zeigen Sie fiir ®(x,z,p) 1= p- F,(x,z,p) — F(x,z,p), dass

A A
?1|p|2 < ®(x,z,p) +F(x,2,0) < 72|p|2 firalle (x,z,p) € R xRY xRV,

Aufgabe 48
[Hindernisproblem fiir quadratische Integranden]

Sei F = F(z,p) mit F,F,, € C'(RY x RN) fiir alle i = 1,...,N, so dass F(-,0) = 0 und
F,(-,0) beschrinkt auf RMN. Weiterhin gebe es Konstanten A, > A; > 0, so dass

MIEP <E-Fpp(z, p)E < AlE>  firalle & €RY, (z,p) e RY xRV,

Weiterhin sei I = (a,b) C R ein beschrinktes Intervall und o, 8 € R seien gegebene kon-
stante Vektoren, sowie K C RN eine abgeschlossene Menge.

(i) Zeigen Sie die Existenz einer Funktion u € €' (a, 8, K) mit

/IF(u(x),u’(x))dx = Fw= it FO)

wobei die Klasse
€ (a,B,K) = {ve W (I,RY) :v(a) = a, v(b) = B,v(I) C K}
als nichtleer angenommen wird.

(ii) Zeigen Sie, dass die Losung u aus Teil (i) LIPSCHITZstetig auf I ist.

Hinweis: Benutzen Sie die Ergebnisse aus Aufgabe 47. Bedenken Sie fiir Teil (ii), dass Sie
hier ohne weitere Informationen iiber die Losung Keine dufleren Variationen zur Verfiigung
haben, also keine Euler-Lagrange Gleichung herleiten konnen, da solche Variationen die
Hindernisbedingung verletzen konnten. Betrachten Sie deshalb innere Variationen und nut-
zen Sie speziell den dritten Teil von Aufgabe 47.




