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Aufgabe 33

[Gegenbeispiel zur Unterhalbstetigkeit]

Tonelli’s Unterhalbstetigkeitssatz (Satz 3.5) wird fiir N > 1 falsch, wenn man die schwache
Konvergenz in WP (I,RY), p € [1,0), durch die Bedingungen

up,u € WHHILRY),  wyp — win L'(I,RY) (*)
ersetzt.
Zeigen Sie fiir N =2, I = (0, 1), dass die Funktion
F(x,2,p) == (z1- p2)* fiir z=(21,22) € R, p = (p1,p2) €R?,

ein Gegenbeispiel liefert, d.h., dass zwar F die Voraussetzungen (i)—(iii) aus Satz 3.5 erfiillt,
dass aber das Funktional .7 (u) := fol F(x,u(x),u'(x)) dx nicht unterhalbstetig ist beziiglich
der Konvergenz in (¥).

Hinweis: Konstruieren Sie eine Funktionenfolge
{u b = {(wrx,uz) 1 € CV1([0,1),R?) c W ((0,1), R?),

so dass uy;y — u1(x) = 1 und usy — us(x) = x in L'((0,1)) konvergieren, und so dass
uhy (x) - urx(x) = 0 fiir alle x € (0,1).

Aufgabe 34
[Superlinearer Integrand]

Sei I = (a,b),—o < a<b<+oo, a,f € RN F e CO>TxRY xR, F(u) :=
J; F(x,u(x),u'(x))dx, und es gebe eine Funktion 8 : RY — R, so dass

F(x,z,p) > 6(p)>0firalle (x,z,p) €I xRY xRN

8(p)

——= = oofiir |p| — oo.

pl

Zeigen Sie: Falls fiir die Folge {u}, € {v € W'I(I,RY) :v(a) = a,v(b) = B} die Zahlen-

folge {7 (uk) }x beschriinkt ist, dann ist auch die Zahlenfolge {||u| ,,, , R }« beschrénkt.




Aufgabe 35
Seil=(0,1), a,B € R, Z(v):= [;[o(V'(x))+ v(x)]dx, wobei

1—p*)?  fiir [p|>1,
p(p):=q\ TP
0 fir |p| <1,

und es gelte & (u) = infe (4 5) ¥ () fiir
ucE(a,B):={vew 1) :v(0)=a,v() =B}
Zeigen Sie:

0= /, [0/ (x)) — 2]’ (x) dx fiir alle 1 € C3 (7).

Hinweis: Machen Sie sich klar, dass die erste Variation 6% (u,n) auch in diesem Setting
mit nicht klassisch differenzierbaren Funktionen existiert.

Aufgabe 36
[Lagrange Multiplikatorregel mit mehreren Nebenbedingungen]
VOR.: Seien F,G1,Gy,...,Gp € C'(R x RN x RY), mit

IF|+ |F| 4+ |Fp| + Y [1Gil + 1(Gi):| +1(Gi)p|] < C(1+|p|?) auf Tx RN x RV,

i=1

und u € W2 (I1,RY) erfiille
F(u) :i(né)fﬁ(.),
wobei
C={eWIRY): 4v)=ci=1,...,m},
¢i € R, 4(v) := [;Gi(x,v(x),V(x))dx, i = 1,...,m. Weiterhin gebe es yi,..., ¥, €
C*(I,RY), so dass die (m x m)-Matrix (8%;(u, y;));; invertierbar ist.

BEH.: Es gibt A;,...,A, € R, so dass

0F (u, @)+ Zl;ﬁ%(u,(p) =0 fiiralle @ € C*(I,R").
=1

Hinweis: Leiten Sie mit Sorgfalt die Formeln fiir die erste Variation der auftretenden Funk-
tionale her, da man es hier nicht mit klassisch differenzierbaren Funktionen zu tun hat.




