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Kapitel 1

Indirekte Methoden:
Variationsgleichungen

1.1 Erste Variation, EULER-LAGRANGE-Gleichungen

Wir betrachten Variationsintegrale der Form

F(u) = /F(az,u(w),u’(x)) dz. (1.1)
I
Dabei sei I = (a,b) C R, —00 < a < b < oo, u € CYI,RY) und F = F(z,2,p) €
CHR x RN x RN) mit N € N. Wir nennen F eine LAGRANGE-Funktion.
Sei U C R x RN x RV eine offene Umgebung von G := {(x,u(x),u'(x)) : z € I}. Diese
Menge G wird als 1-Graph der Funktion u bezeichnet. Es reicht oft, wenn F' € C*(U).
Wenn nun F € CY(U) und v € CY(I,RY), dann ist F(v) wohldefiniert fiir alle v €
CHI,RN) mit |ju — Vllcrgryy < 1. Genauer gesagt, es existiert eine Zahl § = d6(u, U)
abhéngig von der Funktion u und der Umgebung U des 1-Graphen von u, so dass F(v)
wohldefiniert und endlich ist fiir alle v € C*(I, R™) mit [|u — v||x @.ry) < 0. Die Norm
[vll ok 7, mavy fiir ein k € N ist dabei folgendermafksen definiert:

. k
lolleraryy = vllcogray + ||U/||00(T7RN) +o [l )||00(T,JRN)

und
lollooq may = suplo(@)]
zel

Folglich ist auch F(u + p) wohldefiniert fiir ¢ € CY(I,RY) und alle |¢|] < 1. Fiir ein
hinreichend klein gewéhltes g = eg(p) > 0 und |e| < eg(p) hat u + ep némlich einen
1-Graphen, der vollstindig in U liegt.

Betrachten wir nun den Fall, dass u das Funktional F lokal minimiert, d.h, wir nehmen
an, dass

F(u) < F(v) fiir alle v € CY(T, RY) mit ||ju — oz may < 1.

Dann ist auch F(u) < F(u + ep) fiir gegebenes ¢ € C1(I,RY) und alle |¢| < gy < 1.
Definiert man nun die Funktion ® : (—&g,e9) — R durch

D(e) = F(u+ep),

1



2 KAPITEL 1. INDIREKTE METHODEN: VARIATIONSGLEICHUNGEN

erhalt man
®(0) < ®(e) fir alle € € (—eq, +€0). (1.2)

Nun ist die Funktion ® aber differenzierbar (siehe z.B. [4]), wenn u, ¢ € C1(I,R"), und
es folgt aus (|1.2)

0= @'(0)

: =0 </1 Fz, u(@) + ep(x), u'(z) + ' ()) dx>

de

- /(Fz(a:,u(x),u’(a:)) (@) + Fy(z, u(@), o (z)) - go’(a:)) da.

I

Definition 1.1 [ERSTE (AUSSERE) VARIATION]
OF (u,p) := ®'(0) heifit die erste (dulsere) Variation von F an der Stelle u in Richtung .

Bemerkung:
Auch wenn ®'(0) unter schwicheren Voraussetzungen an F', u und ¢ existiert, nennen wir
diesen Ausdruck zukiinftig erste (dufere) Variation.

Das Funktional §F (u,-) : C*(I,RY) — R ist linear und stetig, es geniigt folgender
Abschitzung:

|0F (u, p)| < c(F, U)HSOHCl(T,JRN)‘

Definition 1.2 [SCHWACHER KRITISCHER PUNKT|
Sei '€ CY(I x RN x RN). Eine Funktion v € CY(I,RN) mit

/ (Fz(x,u(x),u'(x)) co(z) + Fy(z,u(z), v (z)) - cp’(x)) dz =0 (1.3)

I

fiir alle p € C(I,RYN) heifit schwacher kritischer Punkt von F oder kurz: schwach F-
kritisch. Hierbei bezeichnet C§°(I,RY) die Klasse der unendlich oft differenzierbaren Funk-
tionen f : I — RN mit kompaktem Triger in I. Der Triger einer beliebigen Funktion f auf
1 ist gegeben durch

supp f :={x e I: f(x) # 0}.

Falls u € C*(I, RY) schwach F-kritisch ist, so gilt 6F (u, ) = 0 fiir alle ¢ € C§°(I, RY).
Statt C5°(I, RY) konnte man auch einfach C¢ (I, RY) verlangen, vgl. Satz (ii).

Proposition 1.3

Sei F € CYIXxRN xRYN). Fallsu € CYH(I,RYN) mit F(u) < F(u+y) fir alle p € C(I,RY)
mit |ollc1gray < 1 (d-h. u ist lokaler Minimierer von F), dann ist 6F (u,) =0 fir alle
¢ € C(I,RY), d.h. u ist schwacher kritischer Punkt von F.

Aber Vorsicht: Nicht jeder schwache kritische Punkt in C*(I, RY) ist lokaler Minimierer
oder Maximierer; es konnten durchaus auch Sattelpunkte von Funktionalen auftreten, die
weder lokale Minimierer noch Maximierer sind.

Als Motivation fiir die nichsten Sitze berechnen wir fiir F € C2(1 x RV x RY) und
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u € C(I,RN):
0=0F(u,)

= /[(FZ(,U, u/) ' ()0+F;D('au7u,) : 90,) dw

d
= /I(FZ(-,u, u') — an(-,u,u')) ~pdx

fiir alle ¢ € C5°(1, RY). Dann folgt mit dem noch zu formulierenden Fundamentallemma,
Lemma [[.4

d
F.(u,u') — an(-,u,u’) =0 auf I.

Lemma 1.4 [FUNDAMENTALLEMMA |
Sei f € CO(I) und es gelte

| rarnta)de =0 (1.4)
fir alle n € C3°(I). Dann ist f =0 auf I.
Beweis. Zu einem gegebenen Punkt z¢ € I sei 6 = §(xp) so klein gewdhlt, dass
Bos(xg) = [z — 26,20 +20] C 1.
Wir definieren die charakteristische Funktion

1 falls z € [xg — 6,20 + 0]

X0(%) = X[zo—b,00+) (T) = {0 falls z € R\ [xg — d, 20 + J]

und nutzen den Satz, dass C§°(I) fijsr alle p € [1,00) dicht in LP(I) liegt, siche Korollar
im Anhang. Insbesondere gibt es wegen xo € L'(I) fl'(')%l" jedes 0 < € < § eine Funktion
X5 € C5°(I) mit |[xo — xGllz1(r) < € und supp x§ C (w0 — 28, x0 + 25). Damit betrachten wir

/j fayar = [ f@nola) s
— /If(x)X(E)(SC) dJ:Jr/If(x)(Xo(x) *XS@)) d.

Das erste Integral auf der rechten Seite verschwindet nach Voraussetzung, und das zweite
lasst sich folgendermafien abschétzen:

[ 1) (xo() = x6@)) da| < [1@)llxo(o) - Xl dz

< ell flleo(jzo—26,0+23))

e—0

— 0,

wobei wir zuletzt benutzt haben, dass f € C%([zg — 24, 7o + 26]).
Es folgt also fgi)oj; f(z)dz = 0 und damit

x0+6 1 $0+5
][ f(x)dx ::25/ f(z)dz =0,
xro—9 zo—0

und fiir den Grenzwert § — 0 ergibt der Mittelwertsatz der Integralrechnung f(z¢) = 0. Da
aber x( beliebig in I gewahlt war, gilt f(z) = 0 fiir alle x € . O
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Lemma 1.5 [ERWEITERTES FUNDAMENTALLEMMA|
Sei f € LL (I) mit

/If(x)n(x)dxzo Ve C§o(I). (1.5)
Dann ist f(z) =0 fiir £-fast alle x € I.
Beweis. Zu einem gegebenen Punkt zg € I sei 0 < 6 = §(xp) < 1 so klein gewahlt, dass
Bas(z0) = [x0 — 38,20 + 30] C I.
Dann definieren wir zu 0 < € < § die stiickweise lineare Funktion 7. € C§(I) durch

1 falls z € [xg — 0, zg + 0]
Ne(x) == <0 falls z € I'\ (xo —d —e,20 + d + )

linear fortgesetzt sonst
und bemerken, dass mit € — 0
Ne(z) = X0(T) = Xjwo—s,0044) flir alle x € I. (1.6)

Nach Satz im Anhang gibt es nun fiir alle 0 > 0 ein 77 € C§°(I) mit ||n. —ng||co(7) <o
und
supp7? C Bss(zo) = (z0 — 36, 20 + 39),

und wir schreiben
/I f(@)ne(z) da = /B o ) e = /B o T @ /1 F()ng () da.

Das zweite Integral auf der rechten Seite verschwindet nach Voraussetzung, und fiir das erste
gilt

If(a:)\da:<a/ ()] dz =0 0.

< !ne—n?Hcom/ Bas(e0)
36(Zo

Bz (o)

/ F(@) Ine(@) 2 (2)] da
Bss(xo)

Es ist also [, f(z)n(z)dz = 0 fiir alle 0 < & < §, und im Grenzwert ¢ — 0 folgt mit (1.6
und der Abschétzung

|f(@)ne(z)] < |f(2)XBys (w0)(x)| fiir PLlfastallex €1

aus dem LEBESGUEschen Satz iiber dominierte Konvergenz

zo+0
0= 35 [Jon@d = [ j@u@d = £ @) de

0—0

Mit dem Grenziibergang § — 0 folgt

f($0) =0,

falls 2o ein LEBESGUE-Punkt von f ist. Da .Z!-fast alle Punkte in I LEBESGUE-Punkte von
f sind, ist die Behauptung gezeigt, vgl. O
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Proposition 1.6 [EULER-LAGRANGE-GLEICHUNG]|
Seiu € C2(I,RN) ein schwacher kritischer Punkt von F und F € C?(R xRN x RY). Dann

qilt:
d

dx
Gleichung (ELG]) ist ein System von N Gleichungen. Diese werden als EULER-
LAGRANGE-Gleichungen bezeichnet.

Fy(z,u(z), v (z)) — Fy(z,u(z), v (z)) =0  fir alle z € 1. (ELG)

Beweis. Die Funktion wu ist schwach F-kritisch, es gilt also

/I[Fp(%U(fv)»U'(w)) ¢ (@) + Fa(z, u(z),u'(2) - p(2)]dz =0 Vo € C3°(L,RY),

und nach einer partiellen Integration

d
[ [ im0 + Pt o)) oty a =
I X
Wihlt man nun ¢ = (0,...,0,7,0,...,0), wobei n € C3°(I) an der i-ten Stelle steht, so
lasst sich das Fundamentallemma der Variationsrechnung, Lemma [1.4] anwenden, und es
ergibt sich das System der EULER-LAGRANGE-Gleichungen
d

—d—Fpi(x,u(:c),u'(x)) + Fi(z,u(z),v () =0, i=1,...,N fiiralle z € I.
x

O

Definition 1.7 |F-KRITISCH]|
Sei F € C?(I xRN xRYN). Jede Losung u € C?(I,RN) der EULER-LAGRANGE-Gleichungen
(ELG]) heifst kritischer Punkt von F oder kurz: F-kritisch.

Bemerkung:

Es handelt sich bei den EULER-LAGRANGE-Gleichungen um ein System von quasilinearen
gewdohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, d.h. die héchsten auftretenden Ablei-
tungen sind von zweiter Ordnung, und diese treten nur linear auf, wihrend die Koeffizienten
Ableitungen bis zur ersten Ordnung einschliefslich enthalten kénnen. Offensichtlich lassen
sich mit Hilfe des erweiterten Fundamentallemmas, Lemma [I.5] die Voraussetzungen an die
Regularitat von F' und u in Proposition und Definition abschwéchen.

Beispiel

Sei N = 1 und das Funktional F definiert durch

F(u) := /(u’z(ac) + c(x) u2(:1;)> dz.
I

In diesem Fall ist also F(, z,p) = p* + c(x)2? mit F,(z, 2,p) = 2¢(x)z und Fy(x, z,p) = 2p.

Die zugehorige EULER-LAGRANGE-Gleichung lautet dann:

d_, B
a2u () = 2¢(x)u(z) =0 <=

—u"(x) + c(z)u(z) =0, z€l. (ELG1.1)

Eine solche Gleichung ist eine Differentialgleichung vom STURM-LIOUVILLE-Typ, die bereits
intensiv untersucht ist; siehe z.B. in dem Buch von PROTTER und WEINBERGER [73].
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Beispiel

Wir betrachten fiir N = 3 das Funktional
m 2
Hm:/(Qw@n—vm@»dm
1

Dann ist F(z,z,p) = 2{p|* — V(2) mit F.(z,2,p) = —V.(z) und Fp(z,z,p) = mp. Die
EULER-LAGRANGE-Gleichung lautet

d
@mu'(:n) + Vi(u(z)) =0, zel. (ELG1.2)
Nach Umbenennung der Variablen (z +— t und u +— ) erhélt man
mi(t) = —Vy(x(t)), tel. (BWGly .2)

In dieser Formulierung entspricht F dem Wirkungsfunktional der Bewegung x = x(t),t € I,
einer Punktmasse m in einem konservativen Kraftfeld mit dem Potential V(z), und die
EULER-LAGRANGE-Gleichung ist die NEwWTONsche Bewegungsgleichung.

Beispiel

Fir N =1 sei
F(u) = /w(a:,u(m)) 14+ '?(z) dz, w > 0.
I

Dies ist ein gewichtetes Langenfunktional in nicht-parametrischer Form, also fiir Kurven, die
als Graphen

{(z,u(z)) : xz € I}
parametrisiert sind. Entsprechende Funktionale in parametrischer Form , also Funktio-
nale fiir allgemeinere parametrisierte Raumkurven, und ihre geometrische und physikali-
sche Bedeutung werden in Abschnitt beschrieben. Hier ist F(x, z,p) = w(x, 2)y/1 + p?
mit F,(z, z,p) = w;(z,2)\/1+ p? und Fy(z, z,p) = w(z, z2)—L=. Die EULER-LAGRANGE-

Vi

Gleichung lautet also:
d /
P w(x,u(:c))Lx) — w.(z,u(z))\/1 4+ u'?(z) = 0.
. 1+ u?(x)

Dies lasst sich weiter umformen zu

Ozwﬂxﬂdx»zgf @) (@) + s (o, ua) (o) —
* 14+ u'?(2) 14+ u'?(x)
— w(z,u(z)\/1 4+ w'?(z),
so dass
0 =w(z, u@))% UI(QU)Q 1+ u’2(m) + (we (2, u(x)) + w, (x, u(z))u' (z))u' (z)
1+ u*(x)

=w(x, u(ﬂv))di IO 14w (2) + we (@, u()u' (z) — w, (2, u(z)).
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Wir behaupten nun, dass

d u’ (1.7)
— | — | =K .
dz \ , /1 + w'? ’
wobei xk die Kriimmung des Graphen {(z,u(x)) : © € I} ist. Dann ergibt sich unter der
Voraussetzung w > 0 fiir die Losungen der EULER-LAGRANGE-Gleichung die Krimmungs-

gleichung
wy(z,u(z)) — we(z, u(z))u(z) '

w(z, u(r))y/1+uw?(x)

(ELG 3)

k(z) =
Tatséchlich ist fiir die Kurve v(z) := (z,u(z)) die erste Ableitung +'(z) = (1,4/(z)) und

Y@y = [ ) (L)

7' (@) 14 uw?(x)

die Finheitstangente an ~. Der Einheitsnormalenvektor von ~ an der Stelle x € I, der
zusammen mit 7T'(x) ein positiv orientiertes Orthonormalsystem im R? bildet, ist

Na) = — | —2 ) (@), —1).

1+ u?(x)

Nun ordnet s(z) := [*|7/(t)|dt jedem x € [a,b] die Bogenlinge der Kurve 7|, 5 zu, wobei

b
s(a) =0 und s(b) = / Y (t)] dt = Z(v) = Linge von .

Wegen L s(z) = |7/(z)| > 0 existiert s~ : [0,.Z(7)] — [a,b], und wir nennen I := v o0 s}

die Bogenlingenparametrisierung mit

Benutzt man die FRENET-Gleichungen (siehe z.B. [35] S. 421ff] oder [24] S. 16])

=1.

T, = kN
Ny = —kT,

wobei k die Kriimmung der Kurve v bezeichnet, so erhdlt man Ty = Tgc% = Tz(%)*l,
wobei 45 = |7/| = /1 + w2 Also ist

(Wi

d u’
dx 1+uw'?

Aus der zweiten Komponente dieser Vektorgleichung liest man die behauptete Identitét ((1.7)
fiir die Kriimmung x ab.

Y
v —Tx—\/1+u,2s—\/1+ul2/€N—/€< u)

1
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Proposition 1.8 [,LOKALES MINIMUM ERFULLT EULER-LAGRANGE-GLEICHUNG"|
Seiw € C?(I,RN) N CHI,RN), F € C>(R x RN x RY), F(u) < F(w) fiir alle w €
CYHI,RN) mit |ju — w|| 7ry) < 0 < 1 undu=w auf OI. Dann erfillt u die EULER-
LAGRANGE-Gleichung

Beweis. Fiir alle ¢ € C§°(I, RY) mit lellor 7y < 6 gilt F(u) < F(u+ ¢). Nach Propo-
sition ist u dann ein schwacher kritischer Punkt von F, und da u € C?(I, RY), erfiillt u
wegen Proposition [1.6] die EULER-LAGRANGE-Gleichungen. O

Bemerkung:
Nicht jeder Minimierer ist in C?(I, RY).

Beispiel

Sei N =1 und I = (—1,+1). Wir betrachten die Klasse
C:={veC'I):v(-1)=0, v(+1) =1}

und stellen fest, dass die Werte der Funktionals

+1
F(u) = / u?(z)(2z — o' (z))* da

-1

nichtnegativ sind. Daher ist auch infe F(-) > 0. Fiir die C1(I)-Funktion u*, definiert durch

uw(zx) =
(@) x?  fiir 2 € [0, 1],

{0 fiir z € [~1,0)
gilt v* € C und F(u*) = 0, und damit F(u*) = infc F(-), doch u* ¢ C?(I). Man kann
zeigen, dass u* der eindeutige Minimierer von F in C ist.

Das Hauptziel des verbleibenden Teils dieses Abschnitts ist es nun, die EULER-
LAGRANGE-Gleichungen (ELG) auch fiir Funktionen u € C'(I,RY) zu beweisen. Entschei-
dend ist dabei die

Proposition 1.9 [DuB01s-REYMOND-GLEICHUNG]
Sei I = (a,b) CR, u € C'(I,RYN) ein schwacher kritischer Punkt von F und F € C1(R x
RN x RY). Dann ewistiert fiir jedes d € (a,b) ein Vektor cg € RN, so dass

Fy(z,u(z),u'(z)) = cq+ /dm F.(y,u(y),u' (y))dy Vz el (DBR)

Gilt zusitzlich uw € CY(I,RY), so gilt (DBR) sogar auf I. Weiterhin kinnte man dann in
(DBR) auch a anstelle von d wéihlen, so dass in dem Fall ein Vektor ¢, € RN anstelle von
cq in (DBRY]) auftrdte.

Beweis. Nach Voraussetzung ist u ein schwacher kritscher Punkt von F, also gilt fiir alle
o € C(I,RY)
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und nach einer partiellen Integration

/1 [FP(CU,U(JJ),U,(JT)) - (/dz Fz(y,u(y),u’(y))dy>] - (z)dz = 0.

Aufgrund des im Anschluss bewiesenen Fundamentallemmas von DUBOIS-REYMOND
gibt es deshalb einen Vektor ¢q € RY, so dass

Fy(x,u(z), v (z)) — / F.(y,u(y),v/(y))dy = cq fiir L -fast alle z € I,
d

und wegen der Stetigkeit aller Ausdriicke als Funktion von x auf I gilt diese Identitéit dann
auch fir alle z € 1.

Fallsu € C'(I,R"), dann erhilt man durch die stetige Fortsetzbarkeit aller auftretenden
Ausdriicke die Identitéat auf ganz I. Weiterhin kann man in dem Fall anstelle von d
die linke Intervallgrenze a wahlen und dieselbe Argumentation wie oben verwenden. Dann
erhdlt man (mit a anstelle von d und einem Vektor ¢, anstelle von ¢4) zunéchst auf
I, kann aber erneut wegen der stetigen Fortsetzbarkeit aller auftretenden Ausdriicke diese
Relation auch auf I fortsetzen. O

Lemma 1.10 [FUNDAMENTALLEMMA VON DUBOIS-REYMOND|
Sei f € LL (I) und erfiille die Gleichung

loc
/If(x)n'(m) de =0 VneC5e(). (1.8)

Dann ezistiert eine Konstante fy € R, so dass f(x) = fo fiir £*-fast alle x € I gilt.

Beweis. Fiir zwei beliebige LEBESGUE-Punkte xg,&y € I, xg < &, von f wihlen wir § > 0
so klein, dass [zg — 30,&y + 30] C I. Dann definieren wir fiir 0 < ¢ < ¢ die Funktionen
C. € Co (o — 6,& + 6)) durch

1 falls z € [x0, &o]
C(x):=<X0 falls z € I\ [zg — &,& + €]

linear fortgesetzt sonst.

Nun gibt es nach Satz im Anhang zu jedem 0 < o < € approximierende Funktionen
(7 € CP (o — 26, & + 26)) mit

1
1621l co ) = 1162 |01 (o —26.60+28)) < Cellcor ((wo—ss.0+35) = lICellconry =1+ o (1.9)
so dass dariiberhinaus

9'(x) — CL(zx) fiir L -fast alle z € 1, (1.10)

£

sieche Anhang, Satz und Teil (ii) der Proposition [2.5| Wir schreiben

[r@e@ = [ @@ [ (¢ - @) an
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und bemerken, dass das erste Integral nach Voraussetzung verschwindet. Das zweite Integral
konvergiert wegen (1.9) und (1.10) fir ¢ — 0 gegen 0 nach dem Satz iiber dominierte
Konvergenz von LEBESGUE. Es ist also

0—/f )¢ (@ dz‘—/ f(z dx—/€0+6f(:n)1dx Ve > 0,

e

und im Grenzwert € — 0 folgt f(zg) — f(&) = 0, also f(xg) = f(&) =: ¢1. Da xp und &
beliebig gewéhlte LEBESGUE-Punkte sind, folgt die Behauptungﬂ O

Korollar 1.11

Jeder schwache kritische Punkt u € CY(I,RN) von F mit F € CY(R x RN x RN) erfiillt die
EULER-LAGRANGE-Gleichung (ELG)). Ist dariiberhinaus u € CY(I,RY), dann gilt (ELG])
fiir alle z € 1.

Beweis. Seien xg,d € I beliebig gewahlt. Dann gilt die DuBoIS-REYMOND-Gleichung
fiir alle z € I mit einem konstanten Vektor ¢ € RY. Fiir 0 < ¢ < min{zg—a,b—xo}
ist die rechte Seite und damit auch die linke Seite von in CY(Be(x0), RY), und wir
konnen nach x differenzieren, um die EULER-LAGRANGE-Gleichung in B(z9), also
insbesondere in zy zu erhalten. Da zg € I beliebig gewéhlt war, folgt die Behauptung. Ist
u € CH(I,RY), dann ist die Funktion @ — F,(z,u(x),u/(z)) stetig auf I fortsetzbar. Nach
der gerade bewiesenen EULER-LAGRANGE-Gleichung stimmt aber dieser Term auf
dem offenen Intervall I mit %(Fp(-, u(+),'(+)) iberein, so dass auch dieser Term und damit
die gesamte EULER-LAGRANGE-Gleichung auf ganz I fortsetzbar ist. O

Bemerkung:

Das Anwenden der Kettenregel auf die EULER-LAGRANGE-Gleichung ist hier im Allgemei-
nen nicht erlaubt, da weder u € C2?(I,RY) noch F, € C! vorausgesetzt war. Anderer-
seits kann man die Giiltigkeit der EULER-LAGRANGE-Gleichungen #!-fast iiberall auch fiir
schwach F-kritische Punkte der Klasse C%'(I, RY) nachweisen.

Proposition 1.12 [NATURLICHE RANDBEDINGUNGEN]|
Sei F € CYR x RN x RY) und u € CY(I,RY) erfiille

§F(u,0) =0 VYo € C°(I,RN).
Dann gelten die natiirlichen Randbedingungen
Fyla,u(a),u'(a)) = 0 = Fy(b,u(b), v/ (b).
Beweis. Nach Korollar [I.11]16st u die EULER-LANGRANGE-Gleichung

d

- an(x,u(x),u/(x)) + F.(z,u(z),u'(x)) =0 Vo e 1. (1.11)

! Alternativ kann man Lemma auch beweisen, indem man die in Kapitel |2 behandelte Definition
der SOBOLEVfunktionen benutzt, um einzusehen, dass die Voraussetzung impliziert, dass die Funktion
few loc ( ) ist und eine verschwindende schwache Ableitung besitzt, was dann nach Lemma|2.4|die Konstanz
von f fast iiberall in I impliziert.
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Wir nutzen nun die stirkere Information, dass 0.F (u, @) = 0 fir alle ¢ aus dem ,groferen”
Raum C=(I,RY), was dazu fiihrt, dass beim partiellen Integrieren fiir ¢ € C°°(I, RY) im
Allgemeinen Randterme auftreten:

r=b

= [Fp(a:,u(x),u/(l’)) : @(x)}

x:a'
Zu einem beliebigen Vektor ¢ € R wihle die Funktion

T —b

a—bc’ x € R.

Pe(T) ==
Offensichtlich ist ¢, € C®(I,RY) mit ¢.(a) = ¢ und @.(b) = 0, so dass
Fp(aa U(CL), ’LL/((I)) c=0

folgt. Setzen wir ¢ := Fy(a,u(a), v (a)), erhalten wir F,(a,u(a),v (a)) = 0. Analog folgt
Fy(bru(®), () = . 0

Bemerkung;:

Natiirliche Randbedingungen stellen sich automatisch bei Losungen von sogenannten freien
Randwertproblemen ein, bei denen man beispielsweise lediglich vorschreibt, dass die Lo-
sungen am Rand auf einer vorgegebenen Stitzmannigfaltigkeit liegen. Insbesondere in der
Theorie der Minimalflichen gibt es dazu zahlreiche interessante Untersuchungen, siehe z.B.
[19, Chapter 5].

Beispiel [Freie Randwertprobleme fiir das DIRICHLET-Integral und das Lan-
genfunktional]

Wir betrachten mit D(x, z,p) = D(p) = %|p|2 = %p -p fiir p € RY, das Variationsproblem
fiir das DIRICHLET-Integral

1 -
D(u) := 2/I|u’(a:)|2dx — min! in der Klasse C(I,RY).

Fiir einen Minimierer v € C'(I,RY) erhilt man aus den DUB0OIS-REYMOND-Gleichungen,
Proposition u' = konst. auf T und dami u(x) = ax + B fiir alle z € I. Da fiir den
Minimierer u die Ungleichung F(u) < F(u + ep) fiir alle ¢ € C1(I,RN) gilt, folgen mit
6F (u, @) = 0 fiir alle ¢ € C1(I,RY) nach Propositiondie natiirlichen Randbedingungen

u'(a) = Fy(a, u(a), v'(a)) = 0= Fp(b,u(b), v (b)) = u'(b),

?Dies wiirde man auch bekommen, wenn man nur wiisste, dass u € C*(I,R™) schwach F-kritisch ist, da
sich u’ als konstanter Vektor stetig auf I fortsetzen lisst.
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so dass die Losung u = konst. lautet. Diese Beobachtung liefert aber keine eindeutigen
Losungen, weil sich die Konstante ohne weitere Informationen nicht weiter bestimmen lésst.
Im Fall N =1 bildet der Graph der minimierenden Funktion u aber in jedem Fall an seinen
Endpunkten mit den Wénden {(a, z) : z € R} und {(b, 2) : z € R} einen rechten Winkel.

Eine analoge Rechnung fiithrt im Fall N = 1 fiir den Integranden L(z,z,p) = L(p) :=
/1 + p? des Langenfunktionals fiir eindimensionale Graphen auf

Ly(u'(a)) = '(a) /1 + (v/(a))® = 0 = Ly(u'(b)) = «'(b)/ /1 + (/(b))> = O,

woraus ebenfalls «/(a) = 0 = «/(b) und damit rechte Winkel an den begrenzenden Wanden
{(a,z) : z € R} und {(b, 2) : z € R} als natiirliche Randbedingungen folgen.

Bei hoherdimensionalen freien Randwertproblemen aus der Kapillaritdtstheorie [31] bil-
den sich sogenannte Kontaktwinkel, die je nach Wahl der Energiedichte, also nach Wahl des
Integranden des Variationsproblems, verschieden von 7/2 sein kénnen. Bei Minimalflichen
ist ein Randwinkel von 7/2 an den freien Réndern charakteristisch, was man in der Na-
tur bei in Hohlkdrpern eingespannten Seifenhéuten beobachten kann, siehe [10], [19], [20],
[21], 23, 22].

1.2 Innere Variation, NOETHER-Gleichungen

Proposition 1.13 [ERHALTUNGSSATZ|
Sei F'= F(z,p) € C2(RN xRN), E:=p-F, — F, und u € C*(I,RN) sei eine Lésung der
EULER-LAGRANGE-Gleichung (ELG|). Dann gilt

E(u(-),4'(-)) = konst. auf I. (1.12)

(B, o @) = (@) Fyule), o @) + ol (@) - (Fplul) o @)
— Fe(u(@),o (1)) ' (@) = Fy(u(e), v/ (@) - o ()

= @) S (Byfuw) ol (@) — Pelue) ol (@) - o' (2)
= 0.

Beispiel [Energieerhaltung in der klassischen Punktmechanik]
Fiir m
F(Zap) = 5|p|2 - V(Z)> zZ,p € RS,

erhalt man
E(z,p) = p-Fy(z,p) — F(2,p)
m
= pomp— TPV ()

m
= Dl +Ve).
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Mit der physikalischen Interpretation von FE(z,p) als Gesamtenergie und der Variablen-
umbenennung x +— t (Zeit), z — x = z(t) (Bahnkurve) ergibt sich

Bz, @) = %5& +V(2),

und mit Proposition [I.13] erhilt man den Energieerhaltungssatz
E(x(t),z(t)) = konst.
fiir alle Losungen = = z(t) der NEwWTONschen Bewegungsgleichung
mi = —V,(x), (BWGIy4)

welche die EULER-LAGRANGE-Gleichung des zu F' gehorigen Variationsintegrals ist; vgl. mit
Beispiel |[L2].

Bemerkung:

Haufig werden Losungen der EULER-LAGRANGE-Gleichung gesucht, indem man die zuge-
horigen Erhaltungssitze analysiert. Es miissen aber im Allgemeinen nicht alle u, die dem
Erhaltungssatz geniigen, auch Losungen der EULER-LAGRANGE-Gleichung sein, wie das fol-
gende Beispiel zeigt.

Beispiel
Sei u(-) = konst. =: ¢ auf dem offenen Intervall I C R und F = F(z,p) € C*(RY x RV)
mit F(¢,0) = —h € R und F(c,0) # 0. Dann ist

d d

— Blu(z), /() =

= () Fylue), ol (2)) — Flulw), '(2))] = - F(e,0) =0,

dx
und es folgt E(u(-),u'(-)) = konst. auf I, woraus

E(u(z),u(z)) = E(c,0) =0 Fy(c,0) — F(c,0) = h

folgt. Es ist aber

d
1z p(6 0] = Fz(c, 0) = —F.(c,0) # 0,
also ist u keine Losung der EULER-LAGRANGE-Gleichung.

Bis zu diesem Punkt geschah die Variation durch eine Stérung der Funktionswerte w
und v um ¢ beziehungsweise ¢, und das Funktional F wurde an der Stelle u + ¢ betrach-
tet. Stattdessen kann u auch gestért werden, indem man im Definitionsbereich einen von ¢
abhéngigen Diffeomorphismus &(+, e) vor das u schaltet, um damit eine Vergleichsfunktion
v(+,€) :=uo&(+,e) zu erhalten. Wenn nun ¢ eine ganze Familie von Diffeomorphismen mit
(t,e) > &(t,e) € C%(I x (—&p,20)) von I auf I parametrisiert, kann man so fiir einen Mini-
mierer u = v(+,0) das Verschwinden der Ableitung d%\ e=0F (v(+, ) ausnutzen, um eine neue
Variationsformel herzuleiten. Dazu stellen wir an die Diffeomorphismen-Schar die folgenden
Forderungen:

{(a,@) = a Vee (_807 +€0)7
&(b,e) = b Ve € (—eg,+e0),
€(t,0) = t Vtel,
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und die Umkehrfunktionen o
T(-,E) = (5('75))_1 I =1

sollen geniigend glatt sein, d.h. die Zuordnung (z,¢) — 7(z,¢) soll von der Klasse C? auf
I x (—eg,&0) sein.

§(e) / ;

-I ° v::uof(-,s)

Abbildung 1.1: Zuldssige Parametervariation.

Definition 1.14
{&(+,¢)}e mit diesen FEigenschaften heif$t zuldssige Parametervariationﬁ. Die Funktionen-
schar v(t,e) == u(&(t,e)) heifit zuldssige innere Variation. Die Funktion

AE) = %(t,@)

heifit das zugehdrige Variationsvektorfeld .
Bemerkung:
Es gilt
v(a,e) = u(§(a,e)) = u(a),
v(b,e) = u(§(b,¢€)) = u(b),
v(t,0) = u(&(t,0)) = u(t) .

Fiir das Folgende definieren wir noch die Funktion
U(e) = Flu(-e))
F (u(é(+€)))
= [Pttt et

1

und lassen uns von der Idee leiten, dass im Fall F(u) < F(v(-,¢)) fir alle € € (—ep,&0) und
U € CY((—e0,0)) die Ableitung von ¥ an der Stelle Null verschwinden wird: ¥’(0) = 0.

Definition 1.15 [ERSTE INNERE VARIATION]
OF (u, \) := W'(0) heifit die erste innere Variation von F an der Stelle u in Richtung des
Variationsvektorfeldes A.

3Man beachte, dass die Forderungen an die Erhaltung der Randwerte impliziert, dass es sich automatisch
um eine Schar orientierungserhaltender Diffeomorphismen handelt.
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Bemerkung:
Auch wenn ¥'(0) unter schwicheren Voraussetzungen an F', v und \ existiert, nennen wir
diesen Ausdruck zukiinftig erste innere Variation.

Proposition 1.16 [INNERE VARIATION VON F|
Sei F € CY R x RN xRN), ue CHI,RN) und \ = %(-,O) das Variationsvektorfeld einer
zuldssigen Parametervariation {£(-,€)}e. Dann gilt:

OF (u,\) = /I [ [u'(:n) - Fy(z,u(z), v (x)) — F(z, u(:z:),u'(x))] N(z)
_Fy(a, u(m),u'(x)))\(:n)] da. (1.13)

Die Formel (T.13)) gilt auch dann, wenn uw € C*(I,RYN) ist und das Variationsvektorfeld \
kompakten Triger in I hat.

Beweis. Sei 7(+,€) die Umkehrfunktion zu £(-, ), d.h. t = 7(£(¢,¢),¢) fiir alle t € T und alle
e € (—ep,€0). Partielles Ableiten nach ¢ beziechungsweise nach ¢ fithrt dann auf
1 = T:p({(t7€)7€)£t(t>€) (114)
0 = 7(&(t,e),e)&(t,e) + 1(&(t,e),¢€). (1.15)

Aus &(¢t,0) = t folgt 7(x,0) = = und damit durch Differentiation nach x (oder direkt aus

(1.14)) durch Einsetzen von ¢ = 0)
Tz(x,0) =1,

und (|1.15)) schreibt sich fiir e = 0
0 =72(t,0)&(¢,0) +7-(¢,0) fiiralle t€ I = 7.(z,0) = —\(z) fiir alle z €1, (1.16)
1 Alt)
= =A(t

wobei wir fiir die letzte Folgerung einfach die ¢-Variable in & umbenannt haben. Mit der
Forderung 7 € C? folgt aus der letzten Identitét

Tee(2,0) = 7oy (2,0) = =N (2).

W) = [ Pttt o) ute)d = [ F(r(Ee).0),ut o) (€0 Dac ) dt

1 1

und fiir die Substitution x = £(¢,¢) gilt z(a) = a, z(b) = b und dz = &(t,e)dt =
dt/7:(&(t,€),€), so dass nach dem Transformationssatz

Ue) = /F (T(az,a), u(x),u (x)
I
folgt. Die Ableitung nach € und Auswertung an der Stelle € = 0 fiihren auf

U'(0) = /I [Fx(x,u(w),u’(x))Te(x,O) + Fp(x,u(x),u'(x)) () <—m>} 7:(x,0) dz

+ /IF(x,U(x),U’(x))Txe(%O)dﬂ”

= / ( [Fp(z,u(z),u(2)) - (z) — F(z,u(z),u(2))] N(z) — Fp(z,u(z), u’(az))A(x)) dz.

1

1

Tz (2, €)

) oz, ) dz
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Falls u nur von der Klasse C'(I,R") ist und A kompakten Triiger in I hat, dann existiert
ein Teilintervall J := (¢,d) CC I, —o0 < ¢ < d < 00, (d.h. der Abschluss J = [c,d] ist ein
endliches Teilintervall von I), so dass v € C'(J,R"), und so dass der Triiger supp A in .J
enthalten ist. Definiere die Fortsetzung

u(z) fir =€ J
U(x) == ulc) + v (c)(x—c) fir z<c
uw(®d) + 4/ (b)(x —b) fiir z>0b,

von ul[. 4 auf ganz R. Dann ist U € CY(R,R"Y) ¢ C'(1,R") und man beweist die Formel
(1.13)) zunédchst fiir U. Da aber der Trager von A in J enthalten ist, wo U mit u iiberein-
stimmt, hat man ((1.13)) auch fir w. O

Lemma 1.17
Fiir eine beliebige Funktion A\ € C§°(I) existiert eine zuldssige Parametervariation {£(-,€)}e,
deren Variationsvektorfeld mit A dbereinstimmt, d.h. mit

23
A(t) = e (t,0).
Beweis. Fiir ein beliebiges A € C§°(I) setze 7(z,¢) := x —eA(x), wobel |g| < g9(A) < 1. Wir
werden beweisen, dass dann die Schar {£(-,e)}. := {(7(-,€))"'}. eine zulissige Parameter-
variation mit A\ als Variationsvektorfeld ist. Tatséchlich ist 7(+,¢) eine bijektive Abbildung
fiir € hinreichend klein und damit global umkehrbar auf I. Die Differenzierbarkeit der ein-
deutigen Umkehrabbildung &(-,€) := (7(-,¢)) ! folgt dann aus dem Umkehrsatz (siehe z.B.
[], wenn man 7 € C*°(I x (—¢¢,€0)) mit 7(z,6) = 1 —eX(z) # 0 fir alle e < 1/[|N]|co(p)
berticksichtigt. Tatsachlich ist wegen supp A C [

T(a,e) =a, T(bje)=b =&(a,e)=¢&(7(a,e),e)=a, &(be)=0,
7(x,0) =2, = 7,(2,00=1 und £(¢0) =t,

womit die Schar {{(-,¢)}. nach Definition eine zulédssige Parametervariation ist, so-
bald man sich davon iiberzeugt hat, dass £(-,-) € C?(I x (—¢cg,€0)). Dazu fassen wir 7 als
Abbildung

7(- ) : R X (—€0,80) = R X (—¢0,€0)

auf, was moglich ist, indem man X\ € C§°(I) durch Null auf ganz R fortsetzt. Dann gilt fiir
die C'*°-glatte Abbildung

T:R x (—80,80) — R X (—80,50)

definiert durch T'(z,e) := (7(x,¢),e), dass det DT(z,e) = 1 — eN(x) > 0 fur alle
le| < 1/[|Allcr(my, so dass fiir alle (z1,€1) € R x (—€¢,9) die (eindeutig bestimmte) Umkehr-
abbildung S = T~1! auf einer offenen Umgebung von (7(x1,¢1),¢1) existiert. Das bedeutet

S(T(z,¢e)) = (z,e) firalle (z,e) € Bs(z1,61) C R X (—¢0,€0)

und S € C*°(Bs(z1,£1), R x R) fiir ein hinreichend kleines § > 0. Insbesondere gilt fiir die
erste Komponente

SUT(x,€)) = S*(r(x,e),e) == fiiralle |e —e1] < 1.
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Wegen der Eindeutigkeit der Umkehrabbildung ist aber S'(t,e) = £(t,¢) fiir alle (t,¢) €
I x (—ep,e0) mit |t — 7(z1,e1)| + |e — e1] < 1, so dass §& € C®(By(r(z1,¢1),e1)) fiir
0 < 0 < 1. Da (x1,e1) beliebig in R x (—¢q,&0) gewihlt waren, also speziell beliebig in
I x (—eo,0), folgt £ € C(I x (—ep,20)) wie gewiinscht.

O

Korollar 1.18
Sei F € CYR x RN x RN). Falls fiir u € CY(I,RYN) die Ungleichung F(u) < F(u(&(-,€)))
fiir alle zulissigen Parametervariationen &(-,¢) erfiillt ist, oder falls fiir u € C*(I,R™) auch

nur die Identitat p

de e=0

F(u€(-¢))) =0 (1.17)

fiir alle zuldssigen Parametervariationen &(-,€) mit Variationsvektorfeldern mit kompakten
Tragern in I gilt, dann ist

/([u' CFy(uu) = F(u, )| N — Fx(-,u,u'))\) de =0 Ve Cge().
I

Beweis. Zu A € Cg°(I) existiert nach Lemma eine zuldssige Parametervariation
{&(-,€)}e mit A als Variationsvektorfeld. Wenden wir Proposition nun auf diese zu-
lassige Parametervariation an, dann erhalten wir aus die Form fiir die erste innere
Variation in Richtung von A. Das Verschwinden dieser ersten inneren Variation folgt aus
der angenommenen Minimalitdt von w, oder aus der alternativ in angenommenen
Kritikalitat von u beziiglich innerer Variationen mit Variationsvektorfeldern mit kompakten
Tragern in . O

Proposition 1.19 [ERDMANN- UND NOETHER-GLEICHUNG]|

Seien F' € CYR x RN x RY) und u € CY(I,RY). Falls L|._oF (u({(-,€))) = 0 fir al-
le zuldssigen Parametervariationen &, deren Variationsvektorfelder kompakten Triger in I
haben, dann existiert fir jede Zahl d € (a,b) = I eine Konstante c¢q € R, so dass

E(x,u(x),u (x)) = cd—/ Fo(y,u(y),u'(y))dy  fiir alle * € I (ERDMANN-Gleichung),
d

(1.18)
wobei E(x,z,p) :=p- Fy(x,z,p) — F(x,z,p). Weiterhin gilt

di (E(x,u(x), u’(az))) + Fy(z,u(z),u/(z)) =0  fiir alle € I (NOETHER-Gleichung).
x

(1.19)
Falls zusitzlich v € CY(I,RN), dann gelten die Gleichungen (T.18)) und (T.19) sogar auf I.
Weiterhin konnte man dann in (1.18]) auch a anstelle von d wdihlen, so dass in dem Fall ein

Vektor ¢, € RN anstelle von cg in (1.18) auftrdte.

Bemerkung:
Im Spezialfall F = F(z,p) € C>(RYN x RY) und u € C%(I,RY) folgt (1.18) direkt aus
Gleichung (1.12)) in Proposition

Beweis. Nach Korollar gilt

/((u/ CFy(u, ) = F(Lu,u)) N = Fy(-u, u’)A) dez =0 firalle A e C5°(1).
1
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Fiir d € (a,b) ergibt sich nach einer partiellen Integration

/I (u’(m) - Fy(z,u(z),d(x)) — F(z,u(z),d () + /d Fo(y,u(y), v (y)) dy) N(z)dz = 0.

Nach dem Fundamentallemma von DUB0OI1S-REYMOND, Lemma [1.10}, gibt es ein ¢4 € R, so
dass

o (@) - By, ule) o (@) — Fle,u(), o (2)) + /d " Fayuly) () dy=cq Vel

womit ((1.18]) bewiesen ist.

Fiir ¢y € I wéhle nun ¢ > 0, so dass Bs(xp) C I. Dann ist die Funktion

f(a) = /d " Fy(you(y). ' (9) dy, @ € Bs(xo),

in der Klasse C!(Bs(z0)), und wir kénnen die ERDMANN-Gleichung in Bs(zo) diffe-
renzieren und erhalten so die NOETHER-Gleichung fir alle x € B;(zo), speziell also in
g selbst. Da z¢ € I beliebig gewihlt war, folgt die Behauptung. Falls u € C'(I,R"), dann
sind alle Ausdriicke in (1.18)) und (1.19)) stetig auf I fortsetzbar. Zusitzlich kénnte man in
dann auch a als Anfangspunkt der Integration wéhlen, so dass diese Gleichung (mit
einem moglicherweise anderen Vektor ¢, anstelle von cg) auf ganz I gilt. O

Beispiel
Fiir eine Zahl a > 1 sei die Funktion H = H(z,p) € CY(RY x (R \{0})) positiv a-homogen
in p, d.h.

H(z,tp) =t“H(z,p) fiir alle t > 0. (H)

Zunéchst folgt aus dieser Homogenitétsrelation durch den Grenziibergang t | 0, dass sich
die Funktion H durch den Wert H(z,0) := 0 fiir jedes z € R stetig auf den Ganzraum
RN x RY fortsetzen lisst. Differentiation von nach der p-Variablen liefert tH,(z,tp) =
t“Hp(z,p) und damit die positive (a—1)-Homogenitat des Gradienten H), in der p-Variablen.
Da a — 1 > 0 nach Voraussetzung liefert dasselbe Fortsetzungsargument, dass wir ohne
Einschrinkung H € C*(RY x RY) annehmen diirfen. Durch Differentiation nach t folgt
nun

Hy(z,tp) -p=at® 'H(z,p) Vt>0
= Hp(z,p) -p=aH(zp)
(L1 H(u(.),u'(.)) = konst. auf T Yu € C(I, RN) mit O (u, A) = 0 VA € C5°(1),
wobei

H(u) = /IH(u(x),u/(a:))da:

Sei nun speziell H(z,p) > 0 fiir alle 2 € RY und fiir |[p| # 0 und auferdem wu(a) # u(b).
Dann existiert ein £ € (a,b) mit u/(£) # 0, und es folgt

0 < H(u(§),v'(§)) = H(u(z), v (x))
=  d(x)#0 Vzel,
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denn wir hatten (nach Fortsetzung) H(z,0) = 0. Damit ist v € C*(I,RY) eine regulire
Kurve. Schwache kritische Punkte beziiglich innerer Variationen fiir Variationsintegrale mit
derart homogenen Integranden sind also automatisch reguldar parametrisiert. Diese Beob-
achtung lasst sich beispielsweise bei der Regularitéatstheorie fiir Hindernisprobleme solcher
Variationsintegrale ausnutzen. Tatsdchlich kann man a priori mitunter nicht feststellen, ob
und wo die Loésung das Hindernis beriihrt. Abhéngig von der jeweiligen Beriihrsituation
kann es schwierig oder gar unmoglich sein, zuldssige duflere Variationen u + €p zu finden.
Innere Variationen hingegen fithren zu keiner Anderung im Bildbereich der Losung, so dass
solche Variationen eine Hindernisbedingung automatisch respektieren und damit zuléssig
sind, siehe auch Kapitel [, Abschnitt Fiir dhnliche Schliisse bei Variationsproblemen
fiir parametrische Fléachen siehe z.B. [47], [48], [49]; dort liefert das Verschwinden der ersten
inneren Variation des Funktionals die konforme Parametrisierung der Losungen.

1.3 Variationsprobleme mit Nebenbedingungen, LAGRANGE-
Multiplikatorregel

In diesem Abschnitt werden Variationsprobleme der Art
Fv) = /F(x,v(:c),v'(x)) dz — min!
I

in bestimmten Funktionenklassen vom Typ
C:={ve CYI,RY): Randdaten fiir v auf dI, Nebenbedingungen fiir v}
betrachtet. Hierbei gibt es unterschiedliche Arten von Nebenbedingungen, von denen wir

einige im Folgenden nennen, und nur die erste Art dieser Nebenbedingungen soll hier an-
schliefend néher betrachtet werden.

A. Isoperimetrische Nebenbedingungen

G(v) :== /IG(x,v(x),’u'(x))dx Zw , weR.

Betrachte fiir N = 1 das Variationsintegral

Fv) = /(v’z(x) —|—c(:r)v2(:c)> dx — min!

I

in der Klasse
Cla, B,w) == {v e CYI) : v(a) = a, v(b) = 3, /I’U2(l‘) dz = w}

fiir gegebene Randwerte «, 5 € R, was auf Eigenwertprobleme fiir einen speziellen STURM-
LIOUVILLE-Operator fithrt, vgl. Beispiel
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B. Holonome Nebenbedingungen

G(z,v(x))=0 Vzel.

Zu untersuchen ist fir N = 3
Flv) = / /(2)|? de — min!
I

in der Klasse
C(Py, Py) :={veC'I,R3) :v(a) = P1, v(b) = Py, |v(x)]?=1Vz eI}

Man minimiert also die Linge von Kurven auf der Einheitssphire $2 mit fixierten End-
punkten P, P, € $2. Im Gegensatz zu dem gewichteten Lingenfunktional in Beispiel
fiir Graphen im R? betrachten wir hier das ungewichtete parametrische Léingenfunktional

(mit Gewicht w(z, z) =1).

C. Nichtholonome Nebenbedingungen
G(z,v(z),v(z)) =0 Vzel.

Gegeben sei fiir N = 3 das Minimierungsproblem

F(v) := /1’1)3(1‘) dx — min!

in der Klasse
C(Py, Py) == {v = (v},v%,v%) € CYI,R?) : v(a) = Py, v(b) = P,
lv(z)]? =1, |v/(z)| =1 fiir alle = € I}.
Dieses Variationsproblem stellt ein einfaches Modell fiir einen nicht dehnbaren Faden mit
Gewicht auf der Einheitssphire $? mit Endpunkten P;, P, € $2 dar.
D. Ungleichungsnebenbedingungen
G(z,v(x),v(x)) >0 Vxel.

Sei N=1und I = (a,b) mit —co < a < —1 <1 < b < co. Man betrachtet

F(v 3—/\/1+’l)/21‘d$—> min!
( ) T ( )
in der Klasse

C(h) :={ve C'T):v(a) =0, v(b) =0, v(zx)>h(z):=1—|z|}.
Dies entspricht dem in Abbildung 1.2 dargestellten Hindernisproblem.

Dieses Beispiel macht insbesondere deutlich, welche Schwierigkeiten mit der Wahl der be-
trachteten Klasse zusammenhéngen: So ist etwa fiir a = —1,b = 1 die kiirzeste Verbindung
der beiden Punkte, die der Ungleichung geniigt, ndmlich die Funktion u(z) = 1—|z| = h(z),
keine C''-Funktion.
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v

Abbildung 1.2: wv(x) soll fir alle v € C(h) groker oder gleich als h(z) =1 — |z| sein.

Fiir isoperimetrische Nebenbedingungen ergibt sich die fiir die klassische Variationsrech-
nung zentrale

Proposition 1.20 [LAGRANGE-MULTIPLIKATOR-REGEL|
Seien F,G € C*(RxR¥NxRY), a, 8 € RN, w € R und § > 0. Es gelte fiir einu € C(a, B,w)

F(u) < F(v)  fir alle veC(a,B,w) mit |lu—v|cryy <0,
wobet

Cla, Byw) == {v e CYI,RN) 1 v(a) = a, v(b) = B, G(v) := /IG(x,v(:U),v’(x))dx =w}.

Weiterhin ezistiere ein ¢ € Ce(I,RY), so dass 6G(u, 1)) # 0. Dann gibt es ein A € R, so
dass u ein schwacher kritischer Punkt von F + AG ist, d.h.

0F (u,0) + A5G (u, ) =0 Ve € C5°(I,RY), (1.20)
und es gilt
d -
T [Fp(r,u, ') + AGp (-, u, )| = [Fo(u, ') + MG (- u,v/)] =0 auf 1. (1.21)
x
Beweis. Wir definieren ¢ := ﬁ;@)’ so dass dG(u,1) = 1 wegen der Linearitat des Funk-
tionals 0G(u, .). Desweiteren setzen wir fiir eine gegebene Funktion ¢ € C§°(I, RY)
D(e,t) = Flutep+ty),
L(e,t) = Glutep+ty)
fiir e € (—eg,e0) und t € (—tp,tg), wobei
J o

0 <ep=ceo(p): 0<ty=rto(¥):

" 20l gmyy 1 2 el gy

Dann gilt I'(0,0) = w und I';(0,0) = 6G(u,®) = 1. Um I' nur noch als Funktion von
¢ auffassen zu konnen, verwenden wir den Satz iiber implizite Funktionen: Danach gibt es
g1 € (0, 0], so dass eine Funktion 7 = 7(¢) € C'((—¢1, +¢1)) mit 7(0) = 0 existiert, so dass

I(e,7(e)) =w fiir alle € € (—&1, +¢1). (1.22)
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Abbildung 1.3: u wird durch ¢ und 1 gestort.

Einerseits folgt daraus durch Differentiation nach e

'.(0,0) +I'4(0,0) 7.(0) =0, also 7-(0)=-TI.(0,0) = —=3dG(u,p).
=1

Andererseits gilt wegen
utep+T7(e)yY € Cla, B,w) fiir alle e € (—e1,e1).
Dariiberhinaus findet man wegen der Stetigkeit von 7 findet man 2 € (0, 1], so dass
lu—(u+tep+7(E)Ylcrgryy <9 firalle €€ (—ez,62).

Wegen der Minimaleigenschaft von u gilt deshalb nun ®(0,0) < ®(e,7(e)) fiir alle € €
(—e9,€2), und damit

d
0=—| (7)) = P(0,0)+ 9(0,0)7-(0)
dele=0
womit die Behauptung fir A := —dF(u,1) bewiesen ist. Nach Korollar folgt auch
(T.21). O

Beispiel [STURM-LIOUVILLESCHES EIGENWERTPROBLEM]
Wir betrachten fiir N = 1 das Variationsproblem

Fv) = /I<v/2(x) +c(m)v2(x)) dz — min!

(vgl. Beispiel 1.1) mit den Neben- und Randbedingungen
G(v) := /vz(x) dz =w #0, v(a) =0=wv(b). (1.23)
1

Wir haben also fiir den Integranden G(z,z,p) = 22 der isoperimetrischen Nebenbedingung
mit Gp(z, z,p) = 0 und G, (z, z,p) = 22

G(u,5) = [ Gl ula) il @)y do =2 [ ula)ifo) o
I I
Wire dieser Ausdruck gleich Null fiir alle ¢ € C3°(I), dann erhielte man v = 0 nach
dem Fundamentallemma der Variationsrechnung, Lemma , woraus aber sofort G(u) =
0 # w im Widerspruch zu (|1.23)) folgen wiirde. Damit ist die Nichtentartungsbedingung
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aus Proposition fiir dieses Beispiel verifiziert. Die LAGRANGE-Multiplikatorregel mit
Gleichung (1.21)) ergibt fiir die Losung v € C?(I)NC*(I) die EULER-LAGRANGE-Gleichung

d
eR: @[2’&’(1’)] — [2¢(x)u(x) + XN2u(x)] = 0. (ELG19)
Die Losung wu ist also eine Figenfunktion des STURM-LIOUVILLE-Operators
d2
a2 e

zum reellen EIGENWERT — .

Beispiel [Klassisches isoperimetrisches Problem]

Wir untersuchen das Problem, diejenige einfache geschlossene Kurve v C R? mit vorgegebe-
ner Lange zu finden, welche den maximalen Fliacheninhalt einschliefst. Wir gehen dabei von
der Annahme aus, dass eine C?-Kurve ~ als Losung existiert. Aukerdem begniigen wir uns
mit dem anschaulich leicht verstdndlichen graphischen Argument, dass die gesuchte Kurve
konvex sein muss, da sonst der Flacheninhalt nicht maximal sein kann. Tatséichlich kann
man im Falle einer nicht konvexen Kurve “Einbuchtungen” an einer zugehorigen Stiitzge-
raden nach auften reflektieren und erhélt somit eine Kurve gleicher Lange, die einen strikt
groferen Fldacheninhalt einschliefst, siehe Abbildung Zur Vereinfachung der folgenden
Argumentation gehen wir davon aus, dass das von ~ eingeschlossene Gebiet sogar strikt
konvex ist.

Abbildung 1.4: Die Kurve muss konvex sein.

In Vorwegnahme des Ergebnisses gilt es nun zu beweisen, dass jedes Teilstiick von v ein
Kreisbogen ist; daraus folgt dann auch sofort, dass die Kurve insgesamt eine Kreislinie ist,
da vorausgesetzt war, dass v von der Klasse C? ist.

Sei ein Teilstiick von v nun als Graph einer Funktion u € C?([a, b]) parametrisiert. Dann
16st u zu gegebenem w € C?([a, b]) das folgende Variationsproblem:

b
A(v) = / (v(z) — w(z)) dz — max!

in der Klasse

C(P,Py,t) = {veC%[a,b]) : (a,v(a)) = Pi, (b,v(b)) = P, v > w,

tr= [ i s )

wobei wegen der strikten Konvexitdt des von ~ eingeschlossenen Gebietes eine Gerade aus-
geschlossen wird, also ¢ > |P; — P,|. Die Losung w erfiillt folglich

Alu) = sup A(),
C(P1,P2,0)
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und wir bemerken, dass die Herleitung der LAGRANGE-Multiplikatorregel in Proposition
vollkommen analog verlduft, wenn man einen lokalen Maximierer in der zuldssigen
Menge anstelle eines lokalen Minimierers annimmt.

Abbildung 1.5: Zur Berechnung des Flécheninhalts.

Um nun die LAGRANGE-Multiplikator-Regel aus Proposition [I.20] tatséchlich anwen-
den zu kénnen, muss noch nachgepriift werden, ob ein 7 € C3°((a,b)) existiert, so dass
6L(u,1h) # 0. Da nun L(u) = £ > |P, — Py| gilt, ist mit Sicherheit u' # konst., und damit
verschwindet auch die Krimmung s von w nicht identisch. Nach der Rechnung in Beispiel

[1.3] wissen wir, dass

e i) = [ O jiyar = [ @i ds
’ a V1+u?(x) a '
Wiire nun dieser Ausdruck gleich Null fiir alle ¢ € C$°((a, b)), dann hétten wir nach dem

Fundamentallemma, Lemma|[T.4] fiir dieses Teilstiick von v eine verschwindende Kriimmung
im Widerspruch zur Annahme der strikten Konvexitét.

Auch ohne die geometrische Deutung als Kriimmung kann man mit Lemma [1.4] aus der Widerspruchsannahme
0L (u,1p) = 0 fiir alle ¢ € C§°((a, b)) schlieRen

d u’
L) =0 auf(ab),
dz <\/1+u’2) auf (a,b)

woraus folgt, dass

ul

Vitw?

Falls ¢ = 0 folgt sofort v/ = 0 im Widerspruch zur Annahme, dass u keine Gerade beschreibt. Da u/ # 0 gilt
c € (—1,1), und damit wird folgende Umformung nach Quadrierung méglich:

= konst. =: ¢ auf (a,b).

u/2 — (1 + u/2)c2
= u'2(1 — 02) =
2
2 _ C
- 1=’

was aber wieder bedeuten wiirde, dass u’ = konst. wiederum im Widerspruch zur Annahme.
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Da u € C?([a,b]), gibt es nach Proposition einen LAGRANGE-Multiplikator A\ € R
so dass die EULER-LAGRANGE-Gleichung

%[Ap(xa u(a),u'(2)) + ALp(x, u(x), u'(x))] = [Az(z, u(@), v (2)) + ALz (2, u(z), u'(2))] = 0

erfiillt ist, wobei

A(x,z,p) =z —w(x) und L(z,z,p) =1+ p2

Es ist
A (zyu(x), v () = 1,
Ap(z,u(z),u'(z)) = 0,
L.(z,u(x),u'(x)) 0,
Ly, u(e)i(e)) = ——2
1+ u?(x)
also
d u'(x) _ 1
A@ m —1=0 & k= 1= konst., (ELG1.10)

und da ein Geradenstiick ausgeschlossen wurde, erlaubt die konstante Kriimmung nur noch
den Schluss auf einen Kreisboger[]]

P

P,

T ———————==-

W — — e mmmmm— -

Abbildung 1.6: Die hdngende Kette.

Beispiel [Die hingende Kette]

Eine idealisierte Kette fester Linge wird an ihren Enden in einem homogenen Schwerefeld
an zwei Punkten P; und P» aufgehéngt. Dabei kriimmt sie sich derart, dass ihre potenti-
elle Energie minimiert wird. Die potentielle Energie ist direkt proportional zur Hohe des

“Im R® hingegen kénnte man auch noch Spiralen konstanter Kriimmung erhalten, vgl. z.B. [24, Ubung
1, S. 19].
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Schwerpunktes. Der Schwerpunkt einer parametrisierten Kurve ¢ + () € RN, ¢ € [t1, 9],

wird durch den Vektor .
[a(s)ds [ A@)]at
[, ds [ ()] dt

1

beschrieben. Es ist verniinftig anzunehmen, dass die Losungskurve als Graph einer skalaren
Funktion v : [a,b] — R darstellbar ist. Fiir eine solche Kurve hat der Ortsvektor des
Schwerpunktes die folgende Form:

f; ( v(xa:) > V1+0v?(z)de
ff\/l—kv’?(x) dz '

Da die hdngende Kette mit gegebener Lénge sich so ausrichtet, dass ihr Schwerpunkt
moglichst tief liegt, lautet das zugehorige Minimierungsproblem (vgl. Beispiel flir

w(z,z) = z)
F(v) = /v(x)\/ 1+ v"?(x) dz — min!

1

in der Klasse
C(Py, Py,w) :={veCYI): (a,v(a)) = P, (b,v(b)) = P, L(v) =w} mitw > |P, — Pl

Wie im vorherigen Beispiel gibt es wegen L(v) > |Py — P,| eine Funktion Y € Co(I) mit
dL(u,v) # 0 fiir einen Minimierer u € C(P1, P2, w), so dass nach Proposition ein A € R
existiert mit

O0F (u, ) + ANoL(u, ) =0 Vo e Cg°(I).

Fiir einen Minimierer u € C?(T) lautet dann die EULER-LAGRANGE-Gleichung

% u(l')ul(l') A u’ _ \/m =0. (ELG1.11)

)
1+ u/?(x) 1+ u/?(x)

Aus der Gestalt dieser Differentialgleichung liest man ab, dass 4 := u + A ein schwacher
kritischer Punkt des Funktionals F ist, also gihﬂ

d | a(x)d(x) () —
de 1+71’2(ar)]_ L+ @) =0
% (x) - d ' (x) — B
~ 1+ a2(z) e 1+ﬁ’2(a:)] SViETm =0

=  a(x)k(z)V/1+@2(z)=1
= k(x)#0 Vrzel.

Letzteres impliziert, dass @ und damit auch u selbst entweder strikt konvex oder strikt
konkav ist.

5 Anstelle der expliziten Rechnung kénnte man hier auch die Kriimmungsgleichung (ELG; 3)) aus Beispiel
fiir das Gewicht w(x, z) := z zitieren, aus der das Nichtverschwinden der Kriimmung « von @ folgt.
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Anstatt diese Differentialgleichung zu 16sen, machen wir mit Proposition [I.13] von der
Erhaltungsgrofe E(z,p) = pFy(z,p) — F(z,p) = h € R Gebrauch:

—a(x)\/1+ a%(x) = h.

oder

woraus

N N e

dx

folgt, was wir nach Separation der Variablen integrieren kénnen:

x ﬁ(:l?) d~ ~
x—a:/ dy:h/ ﬂzharcosh(u)
a a(a) u? — h? h

Die héngende Kette wird also durch einen hyperbolischen Cosinus beschrieben, wobei die
Integrationskonstanten noch aus den Randdaten zu bestimmen sind; denn direktes Nach-
rechnen ergibt, dass diese Losung des Erhaltungssatzes auch Losung der EULER-LAGRANGE-
Gleichung ist.

Beispiel [Rotationssymmetrische Minimalflichen]

Wie im vorigen Beispiel betrachten wir eine Kurve, die als Graph iiber der xz-Achse zwei
Punkte P; und P, miteinander verbindet. Durch Drehung um die x-Achse erzeugt diese
Kurve als Profilkurve eine zweidimensionale Rotationsfliche ¥ im R3. Nun suchen wir Ro-
tationsflachen mit minimalem Flécheninhalt, d.h. wir betrachten das Variationsproblemlﬂ

u(a)

AX) = 27T/I|’U(IL‘)| 1+ v'*(x) dz — min! (1.24)

in der Klasse
C(Py, Py, +) = {ve ') : (a,v(a)) = P1, (b,v(b)) = Py, v > 0}.

Es handelt sich also um ein Variationsproblem ohne isoperimetrische Nebenbedingung; die
strikte Ungleichungsnebenbedingung ist automatisch fiir gentigend kleine Variationen erfiillt.
Die Berechnung der Lsung erfolgt wie im Beispiel und fiihrt zu der Kettenlinie als Pro-
filkurve. Die durch sie aufgespannte Fléche heifst Katenoid. Ob das Katenoid tatséchlich die
flichenminimierende Loésung liefert, hingt wesentlich vom Abstand der Randkurven, also
der Kreislinien zentriert in @ und b ab, siehe Bild [1.7] Tatsdchlich hat die zweikomponentige

5Diese Formel fiir den Flicheninhalt ergibt sich aus der Aufintegration von Mantellinienléngen der er-
zeugenden Kreislinien mit Umfang 27|y2(s)| entlang der zweidimensionale Profilkurve v = (v',~7%) € C?, so
dass A(X) = fw 27|v%(s) ds, was man dann in die Form (T.24) umschreiben kann, wenn die Profilkurve v als

Graph einer skalaren Funktion v € C*(I) gegeben ist.
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(und damit gewissermafien entartete) Losung bestehend aus den beiden durch die Randkrei-
se berandeten Kreisscheiben oberhalb eines bestimmten Abstands |a — b| einen geringeren
Flécheninhaltﬂ Unter der Voraussetzung, dass das Infimum iiber alle zusammenhéngen-
den Losungen strikt kleiner ist als das Infimum tiber die mehrkomponentigen (entarteten)
Flachen (DouGLAs-Bedingung), kann man die Existenz mehrfach zusammenhéngender
flichenminimierender Losungen beweisen, und damit das DOUGLAS-Problem oder verallge-
meinerte PLATEAU-Problem 16sen; siehe z.B. COURANT’S Buch [10, Ch. IV], NITSCHE |71},
S. 520ff], oder [20, Ch. 11]. Fiir allgemeinere parametrische Variationsprobleme (vgl. Kapitel
7.3) ist das DouGLAs-Problem in [55] und [50] behandelt worden, und fiir &hnliche geome-
trische Variationsprobleme hoherer Ordnung, also mit Krimmungstermen im Integranden
verweisen wir z.B. auf [I5] [16], [79], [39], [13], [27, 28] [17].

Py

Qe ——-—--—-—-

Abbildung 1.7: u erzeugt die Rotationsflache.

Beispiel [Elastischer Faden]|
Wir betrachten einen Faden, der an den Stellen x = —1 und x = +1 festgehalten wird.

Seine elastische Energie wachst in einer ersten groben Né&herung proportional zu seiner
Langenanderung relativ zur geraden Ruhelage und wird beschrieben durch|§|

+1 9
E1(v) = k/ V"7 (z) d,
-1
wobei k eine positive (Material-)Konstante ist. Unter Beriicksichtigung eines homogenen
Gravitationsfeldes mit der ebenfalls positiven Konstanten g lautet nun das Variationspro-
blem zur Beschreibung des Fadens:

+1
&1(v) + g/ v(x) dz — min!
-1

in der Klasse
Ci= {v e CL([=1,+1)) : v(—1) = 0 = v(+1)}.
Zur Losung machen wir die Annahme, dass ein u € C?([—1,+1]) existiert, welches das

Funktional in der gegebenen Klasse minimiert. Die EULER-LAGRANGE-Gleichung lautet
dann

— 2ku"(x) + g = 0, (ELG1.13)

"Fiigt man dem Flichenfunktional allerdings noch einen Term hoherer Ordnung zur Modellierung von
elastischen Membraneigenschaften hinzu, etwa das WILLMOREfunktional , dann gibt es {iber einen weit
groferen Bereich zusammenhingende Energieminimierer, sieche [79]

8Diese erste Niherung ergibt sich aus der Taylorentwicklung v1+ w2 — 1 = (1/2)u'? + O(Ju’|®) des
Integranden des nichtparametrischen Langenfunktionals.
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was sofort integriert werden kann:
L o
—2ku(x) = —59% + c1x + ca.

Um die Integrationskonstanten zu bestimmen, verwendet man die Randbedingungen,

0 = —2ku(+1) = —g +c1 4+
0 = —2ku(-1)= —g —c1 + e,

so dass sich durch Addition und Subtraktion dieser Identitdten die Konstanten ¢; = 0 und
ca = § ergeben. Die Losung lautet schlieflich

u(z) = i(ﬁ —1).

Abschliefend sei bemerkt, dass sich das Variationsproblem
&1(u) + gu(0) — min!

mit den bisher entwickelten Methoden nicht 16sen 1aft. Es beschreibt einen Faden, der
nicht in einem Schwerefeld héngt, sondern punktformig in seiner Mitte belastet wird. Die
(nichtglatte) Losung lautet u(z) = & (Jz| — 1).

Beispiel [Elastischer Balken]

Als letztes klassisches Beispiel betrachten wir einen Balken, der an seinen beiden Enden bei
x = —1 und xz = +1 eingespannt ist. In erster Naherung lafst sich die elastische Energie des
Balkens durch folgendes Funktional beschreiben}

+1
Eav) = H / (@)

wobei H wieder eine positive (Material-)Konstante ist. Im homogenen Schwerefeld haben
wir also das Variationsproblem

+1

E(v) + g/ v(x) dz — min!
-1

in der Klasse

C:={ve CY[~1,+1]) s v(~1) =0 =v(+1), /(1) =0 =2/(+1)};

die zweite Randbedingung bedeutet dabei, dass die Enden des Balkens auch in ihrer Rich-
tung fixiert sind.

9Hier ergibt sich die Niaherung aus der Linearisierung der Kriimmung unter der gleichzeitigen Annahme,
dass sich die Lange bei Auslenkung des Balkens nur geringfiigig dndert, also

L ( o ) _ u'’ N u//
/1 + u12 /17_’_ u,23 =

fiir |u’| geniigend klein.
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Zur Losung nehmen wir nun an, dass das Funktional einen Minimierer u € C*([—1, +1])
hat. Allgemein lauten die EULER-LANGRANGE-Gleichungen fiir den Fall, dass das Funk-
tional auch von der zweiten Ableitung abhéngig ist, also mit einem Integranden F =
F(z,z,p,r), wobei fiir r die zweiten Ableitungen u” einer Funktion u eingesetzt werden,

2
Fy(z,u, o u") + ﬁFT(x,u,u’,u”) =0.
x

Fz(xyuaul7u”) - dz

In unserem Beispiel reduziert sich das zu
g+ 2Hu" () =0, (ELG1.14)

einer gewohnlichen Differentialgleichung vierter Ordnung, welche im Allgemeinen keine Ma-
ximumprinzipien zulassen. Hier aber liefert eine viermalige Integration

2Hu(x) = —2%:# + %:L‘3 + %2:172 + c3x + 4.

Nutzt man nun die Randbedingungen

9

0 = 2HJ(+1) = 67 %1 +c2+c3 (1.25)

0 = 2Hu’(—1):%+%—02+03 (1.26)
_ -9 ,a, 2

0 = 2Hu(+1) = 21 + 6 + 5 +c3+cy (1.27)
_ N=_9 _a, 2

0 = 2Hu(-1) 21 6 + 5 c3 + ¢4, (1.28)

so kann man die Werte der Integrationskonstanten berechnen.

Die Addition von und liefert ¢1 + 2¢3 = 0, wahrend deren Subtraktion auf
—g/3 + 2¢o = 0 fiihrt. Die Addition von und impliziert —g/12 + ¢3 + 2¢4 = 0,
deren Subtraktion aber ¢1/3 + 2c3 = 0. Setzt man ¢; = —2c¢3 in diese letzte Identitét ein,
so ergibt sich sofort ¢3 = 0 und damit dann auch ¢; = 0. Setzt man zudem co = g/6 in die
Gleichung ein, in der ¢y und ¢4 vorkommen, erhélt man ¢4 = —g/24 und damit schliefilich

die Losung
1 g 4,9 2 g } 9 2 2
== |- =z - = | =—-——=(z" - 1)".
u®) =55 [ 20" T2 T sg@ Y
Auch hier ist bei einer punktférmig in der Mitte ansetzenden Kraft das zugehorige Variati-
onsproblem
Ex(u) + gu(0) — min!
mit den hier entwickelten Methoden nicht zu behandeln; man kann mit anderen Techniken

zeigen, dass sich als (nichtglatte) Losung die Funktion

g
u(z) = —48—H(2|ﬂc|3 —32% 4 1)

ergibt.

Allgemein halten geometrische Randwertprobleme héherer Ordnung in héheren Dimen-
sionen bis heute viele offene Fragen bereit.
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1.4 HAMILTONsche Gleichungen

Als Alternative zu den EULER-LAGRANGE-Gleichungen kann mit Hilfe der LEGENDRE-
Transformation zu den HAMILTONschen Gleichungen iibergehen. Das werden wir im Fol-
genden kurz ausfithren. Wesentlich ausfiihrlicher wird die HAMILTON-Formulierung z.B. in
[36] behandelt, unsere Darstellung orientiert sich eher an [12]. Modernere Entwicklungen
finden sich z.B. in den Arbeiten von F. Hélein und Ko-Autoren [43] 42, [44] [45].

Definition 1.21 [HAMILTON-FUNKTION]|
Fiir F € C*(R x RN x RN), k > 2, definiert

H({L‘,Z, C) ‘= sup {C p—F(CL’,Z,p)} € (—O0,00]
pERN

die HAMILTON-Funktion zu F'.

Man bezeichnet dieses mit Hilfe von F' gebildete Supremum auch mit F*(x, z, (), die
man auch die LEGENDRE-Transformierte von F(z,z,-) nennt (bezliglich der dritten Va-
riablen von F bei festgehaltenen Parametern x und z). Ziel dieses Abschnitts ist es, die
Aquivalenz zwischen den EULER-LAGRANGE-Gleichungen und den sogenannten HAMILTON-
Gleichungen herzuleiten:

W) = He(a,u(2),v(z) i
V'(z) = —H,(x,u(x),v(z)) firalle z€l.

Zunéchst erkennt man, dass dieses System von Differentialgleichungen wiederum die EULER-
LAGRANGE-Gleichungen des Wirkungsfunktionals

W(u,v) = /I[u/(x)v(x) — H(z,u(z),v(x))] dz

sind. Tatséchlich ergibt sich (unter geeigneten Regularitdtsannahmen an w,v und H) fiir
beliebige Funktionen ¢, € C$°(I,RY) die Rechnung

d
(w0, (0 ¥) = o Wt epote)
— (i|€=0 (/I[(u’ +e)(v+e) — H(z,u+ep, v+ ep)] dx)
= (i|so (/I[u’v +epv+euyy — H(z,u+ep,v+ep)]de + 0(52)>

= /[vgo’ +u'y — Hy(x,u,v)p — He(z,u,v)y]dz
I

= [0 + Halon,0) + 600 — Hlu0)))d,
1
woraus mit dem Fundamentallemma, Lemma die Giiltigkeit von (HAM)) folgt.
Die folgenden technischen Resultate enthalten die wesentlichen analytischen Grundlagen
fiir den Ubergang von den EULER-LAGRANGE-Gleichungen (ELG)) zum HAMILTON-System

(HAM).



32 KAPITEL 1. INDIREKTE METHODEN: VARIATIONSGLEICHUNGEN

Lemma 1.22
Sei ' € CYR x RN x RN) und erfiille die Bedingung

(F1) Es gibt stetige Funktionen g : R x RV — R und w : [0,00) — R mit der Eigenschaft
w(t)

limy 00 =~ = 00, so dass

F(x,z,p) > w(|p|) + g(x,2)  fir alle (z,z,p) € RxRY x RV,

Dann existiert zu jedem (x,z,¢) € RxRN xRN (mindestens) ein Vektor p = p(x,2z,¢) € RN
mat

H(:U,z,():§~p(x,z,C)—F(x,z,p(x,z,()). (1'29)

Weiterhin gilt
¢ = Fp(z,2z,p(x,2,¢)) fiir alle solchen p(z, z, (), (1.30)

und fiir jedes R > 0 existiert eine Zahl Ry = R1(R, F, g,w) > 0, so dass

lp(z,z,O)| < Ry fiir alle (z,z,¢) € Br(0) x Br(0) x Br(0) € R x RY x RY. (1.31)
Dariiberhinaus ist H € C°(R x RN x RM).

Beweis. Wire die Behauptung ((1.29)) falsch, dann hétte man fiir jedes noch so grof gewéhlte
R > 0 die Ungleichung

H(z,z,() > max {(-p— F(x,z,0p)}. (1.32)
PEBR(0)

Wenn nun zusitzlich H(x,z,() < oo, dann existiert demnach eine Folge {p,,} € RY mit
Ipm| 2222 00, so dass

C'O—F($,2,0)<H(.’E,Z,g) < %"i'gpm_F(x?vam)

1 C‘pm
F1) — + |pm|>——F —w(lpm|) —g(z, 2
(_) - Im!,pm‘ ([pml) — g(z, 2)
1 P w(|p
= L] wlleml] g
m [P [P
m—00
— —oq,

im Widerspruch zur Voraussetzung, dass —F(z,z,0) € R. Wenn aber H(xz,z,{) £ oo
und gilt, dann gibt es auch eine Folge {pm} C RY mit [pm| ——s oo, so dass
—F(x,2,0) < (- pm — F(x,2,pm), was mit der gleichen Schlussweise wie gerade denselben
Widerspruch erzeugt, womit bewiesen ist.

Da der Vektor p(z, z,¢) € RY das Supremum in der Definition von H realisiert gilt
zudem

0
= o

0 {Cp-F(.%‘,Z,p)} :Ci—Fpi(HT,Z’p(I',Z,C)) fir @ = 17'--7N7

p=p(z,2,()

was (|1.30) beweist.
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Zum Nachweis der a priori Abschétzung bemerken wir, dass zu vorgegebenem R > 0
zwel Zahlen Ry, Rz > 0 existieren, so dass wegen Voraussetzung (F1)

% >R+1 fir alle [p| > Ry vgl. Voraussetzung (F1) (1.33)
F(z,2,0) — g(z,2) < Rg fiir alle (z,2) € Br(0) x Br(0) C R x RV, '

da F' und g stetig sind.
Fiir Ry := max{Ry, R3} und (z,2,¢) € Br(0) x Br(0) x Br(0) C R x R x RV gilt
demnach fiir p := p(z, 2, () wegen Voraussetzung (F1) und (|1.29)

—H(z,2,() < —{(-0-F(z,2,0)} = F(z,z,0).

Daraus folgt wegen (|1.33) fir diese (z, z, ()
Ry >Ry > F(r,2,0)—g(r,2) = w(pl)—[<][p]

w(|pl)+g(z,z)=[Cllpl < F(z,2,p)—Cp
(F1)
, 2

(1.33)
7 [”jj’j" - rcr]
(sl )
> |p|{ z —R] =1l

falls |p| > Rso. Falls nicht, dann gilt aber |p| < Re < R; nach Definition. Also folgt in jedem
Falle |p| < R;, was die Behauptung beweist.

Nun bleibt noch zu zeigen, dass H stetig ist. In der Tat existieren zu Tripeln (z, z, ()
und (2, 2',{’) eine Zahl R > 0, so dass

(z,2,0),(x,2,¢) € Bg(0)x Bgr(0)x Br(0) < RxRY xR",
und Vektoren p = p(z,z,¢), p’ = p(2’, 2',¢') € RY, so dass nach
H(z,2,()=C-p—F(z,z,p) und H(2' 2,)Y=C-p - F, 2, 7p).
Folglich gelten die Abschitzungen
H(z,2,0) - H("2,{) = (-p—F(z,2p) - H@' ()

< gp—F(xv'%p) - ((’-p—F(xl,z',p))
= (C—C/)-p—I—F(fL’,,Z”p)—F($,Z,p)

und
H(xla zla /) - H(.%', Z, ) = CI 'p, - F(xla z/,p/) - H($, 2, C)
< C/ 'p, - F(xla Zlap,) - (C 'p/ - F(l‘, va/))
(C/ - C) ' p, + F(LL‘, Z)p,) - F(xlv Zlvp/)a
so dass durch Kombination dieser beiden Ungleichungen

’H(.CC, 2, C) - H(xla zla C/)| < |< - C/‘ max{]p\, |p/‘}
+max{|F(z', 2, p) — F(z,2,p)|,|F(z,2,p") - F(a',2,p)[}

1/2
/ 12 112
1§1 Ri|¢ = (| + HVFHCO(BR(O)XBR(O)XBRl(0),]R1+2N)(|$ S i S PR )
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folgt. Fiir die Giiltigkeit der letzten Ungleichung betrachte man beispielsweise

L q
|F(2', 2, p) — F(x,2,p)] = ‘ /0 pn [F(t:v' + (1 =tz tz + (1 - t)z,p)] dt‘

=m(t)

1
< / Fu(n()(& — ) + E.(n(t)) - (+/ — 2]t
0

z —x

_ /1’VF(77(t))- d—z || dt
0 0

-z

IA

IV Ell 00 (07 Bri@y x By 01, R1+28) Z’az :

dan(t) = (t' + (1 —t)x,tz'+ (1 —t)z,p) € Br(0) x Bg(0) x Bg, (0) fir alle t € (0,1) wegen
(T31). 0

Korollar 1.23

Falls zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Lemma die Zuordnung p — F(x, z,p) strikt
konvez ist fir alle (z,2) € R x RN, dann ist der in gefundene Vektor p(x, z, () fir
gegebene Tripel (x,2,¢) € R x RN x RN jeweils eindeutig.

Beweis. Zunichst beweisen wir die aus der konvexen Analysis bekannte strikte Monotonie
des Gradienten Fj,. Dazu nutzen wir die strikte Konvexitét von p — F(z, 2, p) fiir festgehal-
tene Variablen (z,z) € R x R, um fiir beliebige p; # pa2, p1,p2 € RY

F({E,Z,pl) > F(‘TVZapQ) + Fp(wvzvp2) : (pl _p2)7
F(x,z,pg) > F(wazapl)—i_Fp(vaapl)'(p2_p1)

zu schliefen. Addition dieser beiden strikten Ungleichungen liefert

0> Fy(z,2,p2) - (01 — p2) + Fp(z, 2,p1) - (P2 — p1),

oder
(Fp(z, z,p1) — Fp(z, 2,p2)) - (p1 — p2) > 0. (1.34)

Gibe es neben p € RY noch einen weiteren von p verschiedenen Vektor p € R”, der auch
die Beziehung (|1.29)) und damit auch ((1.30)) erfiillt, also so dass

= F — F D
C (T.30) p(x,Z,p) (T.30) p(xwzap)a

dann folgt mit 0 = Fy,(x, z,p) — Fp(x, z,p) durch Multiplikation mit dem Vektor p — p der
Widerspruch zu der strikten Monotonie des Gradienten F), in ([1.34)

0= (Fp(x)zap) - Fp(l‘727ﬁ) : (p 7]5) 1>34 07

was die Eindeutigkeitsaussage beweist. O
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Korollar 1.24

Ist zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Korollar[1.23 F, lokal LIPSCHITZ-stetig auf R x
RY x RN und ist die Zuordnung p — F(z,z,p) lokal stark konvex, d.h. existiert fiir alle
p,p1 > 0 eine Konstante c(p,p1) > 0, so dass die Zuordnung p — F(x,z,p) — (c/2)|p|?
fiir alle (x,z) € By(0) x B,(0) konvex auf B,, (0) ist, dann ist die eindeutige Zuordnung
(z,2,¢) = p(z, z,¢) aus Korollar[1.23 lokal LIPSCHITZ-stetig.

Beweis. Zunichst ist nach ([1.31)) die Funktion p = p(z, z, () lokal beschrénkt:
Fiir alle R > 0 existiert Ry = R1(R) > 0, so dass  |[pl| oo (B(0)x Br(0)x Br(0),RY) < 1.

F, ist nach Voraussetzung lokal LIPSCHITZstetig, d.h. es gibt eine Zahl v; = v1(R) > 0, so
dass

By, 2,p) = Fp(@' 2, 0)| < i (lo =2/ + |2 = 2| + |p = o] (1.35)

fir alle (z,z,p), (2/,2',p') € Br(0) x Br(0) x Br,(0). Wir nutzen nun die vorausgesetzte
lokal starke Konvexitédt fiir p := R und p; := R, um eine quantitative Form der strikten
Monotonie des Gradienten F), nachzuweisen. Tatsachlich existiert also eine Konstante ¢ =

c(R, R1) > 0, so dass die Zuordnung p +— F(z,z,p)—(c/2)|p|? fiir alle (z, 2) € Br(0)x Br(0)
konvex auf Bg, (0) ist, so dass fur alle p1,ps € Bg, (0) gilt

F(z,z,p1) = (¢/2)Ip1]? > F(x,2,p2) — (¢/2)|pa]?
+V(F(2,2,p) = (¢/2) 1) lp=ps - (p1 — p2)
= F(x,2,p2) — (¢/2)|p2l® + (Fp(x, 2,p2) — cpa) - (p1 — p2)
= F(x,2,p2) + Fy(x,2,p2) - (p1 — p2) + (¢/2)Ip1 — pal® — (¢/2) |1 %,

also
F(.%',Z,pl) 2 F(fL’,Z,pQ) + Fp(xﬂz7p2) . (pl _p2) + (6/2)‘171 _p2’2 (136)

fir alle (z,2) € Br(0) x Br(0) und p1,p2 € Bpg,(0). Wenn wir eine analoge Ungleichung
mit vertauschten Rollen von p; und po hinschreiben und anschliefend zu der Ungleichung
(1.36)) addieren, ergibt sich &hnlich wie im Beweis von ([1.34)) die quantitative Monotonie

von F), in der Form

(Fp(z, 2,p1) — Fp(z, 2,p2) - (1 — p2) > c|p1 — pof? (1.37)

fiir alle (x, z) € Br(0)xBgr(0) und alle p1, p2 € Bg,(0). Insbesondere ist mit der Ungleichung
von Cauchy-Schwarz

‘Fp(x’zapl)_Fp(xvzaPQM 2'72|p1 _p2’ (138)

fir alle (z, z) € Bg(0) x Br(0), p1,p2 € Bgr,(0). Nun schliefen wir fiir

(x,2,C), (2,2, ¢") € Br(0) x Br(0) x Bg(0)

und zugehorige Vektoren py := p = p(x, z,(), p2 = p' = p(a’, 2, (") € Bg,(0) mit (1.38]),
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(1.30) und (|1.35)) wie folgt:

’72|p_p,| -ISSS ‘Fp($,2,p) —Fp(.fL',Z,p/)|
=°
= ‘C_C/_‘_F ($/7Z,7p,) —Fp(x,z,p’)\

130

< ¢—{ |+ (m—x +lz—z +p—p)
\ | | |+ \!OI

Damit ist die Zuordnung (z, z, () +— p(z, z, () lokal LIPSCHITZstetig.
O

Eine weitere Verschirfung der Regularitéits- und Konvexitétseigenschaften von F' fiithrt
schliefslich auf eine hohere Regularitdt der Hamiltonfunktion und auf die entscheidenden
Gleichungen, die im nachfolgenden Satz die Briicke zwischen den EULER-LAGRANGE-
Gleichungen und dem HAMILTON-System liefern.

Lemma 1.25
Sei k € N\ {1}, und F € C*(R x RN x RY) erfiille die Bedingungen

(F1) Es gibt stetige Funktionen g : R x RV — R und w : R — R mit der Eigenschaft
w(t) _

limy 00 =~ = 00, so dass
F(x,z,p) > w(|p|) + g(x,2)  fir alle (z,z,p) € RxRY x RY;
(F2)
Z pip (T, 2 P)EET >0 firalle € € RN\ {0}, (z,2,p) € Rx RY x RV,

3,j=1

Dann ist H € C*(R x RN x RY) und erfillt die Gleichungen

(H1)
Hz(.%',Z,C) = —Fz(.’E,Z,HC(l',Z7C)),
HZ(xMZ:C) = _Fz(x7Z7HC(va>C))7

(H2) H(.’,U,Z,C_:) = CHC($727C) - F(I,Z,H{(%,Z,C)),
(HS) C:Fp(xvz>p) <~ p:Hg(fL‘,Z,C)

Wenn man statt (F2) nur verlangt, dass die Zuordnung p — F\(zx, z, p) fiir alle (z,z) €
R x R strikt konvex ist, kann man nicht erwarten, dass die HAMILTON-Funktion H glatter
ist als C'!, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel

Es sei N = 1. Man kann zeigen, dass die zu F(z,z,p) = F(p) := 1|p|* gehorige HAMILTON-
Funktion H(z, z,() := 3|C|4/3 ist, und diese Funktion ist nicht von der Klasse C?(R).
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Lemma bleibt zudem noch in Teilen richtig, wenn auch das superlineare Wachstum
von F' in p, also die Bedingung (F2) verletzt ist. Allerdings kénnte die HAMILTON-Funktion
dann auch unendliche Werte annehmen:

Beispiel

Die Funktion F(z, z,p) = F(p) := /1 + p? ist strikt konvex und besitzt die Funktion

/1= fiir |¢|<1

H(z,z,() = H(C) = {+oo fir |¢[ > 1

als HAMILTON-Funktion.

Beweis von Lemma[L25. Wir zeigen zunéchst, dass die Zuordnung (z, z, () — p(x, z,() von
der Klasse C'(R x RN x RN RY) ist.
Tatséchlich ist die Gleichung

0= G(Q?,Z,C,p) = C - Fp(x7zvp)

nach der Identitat ((1.30) erfiillt fiir den Vektor p = p(x, z,(), und zusétzlich gilt wegen
Voraussetzung (F2)

det(DPG(m727C7p)> = (_1>NdetFPP(w7zyp) 7é 07
(F2)

so dass nach dem Satz iiber implizite Funktionen zu einem beliebigen Punkt (z,z,() €
)

R x RY x RV eine offene Umgebung V = Vie,.0) C R % RY x RN existiert, die (z, z,
enthilt, und es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion P € C'(V,RY), so dass

0 = G($l7 2/7 C,’ P(x,’ Z,’ C’)) fﬁr alle (lj, Z’? CI) E V

Damit stimmt die bereits global definierte Funktion p(-,-,-) auf dieser Umgebung V' mit
der C'-Funktion P iiberein, woraus folgt, dass p(-,-,-) € C*(R x R x R"), da die stetige
Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist und da (z,z,¢) beliebig in R x RY x RY
gewihlt werden kann. Damit ist die C'-Regularitit von H bewiesen.

Abschliefend bemerken wir, dass aufgrund der Regularitéitsvoraussetzung an F' in Kom-
bination mit der gerade bewiesenen C'-Regularitéit von H die Zuordnungen

'_> p(x?Z7C)

= Fi(z,2,p(z, 2,())
= F.(z,2,p(z,2,())
= Fp(fE,Z,p(LE,Z,C))

simtlich von der Klasse C! auf R x RY x R sind, so dass mit (1.29) direkt H € C*(R x
RY x RY) folgt. Durch Differentiation erhélt man mit Hilfe von (1.30)

Hx(l‘,z,g) = C ~px($,Z,C) - FI(x7zvp(I727<)) - Fp(CC,Z,p(SU,Z,C)) ’pl‘(x727<)

= [C—Fp(x,z,p(aj,z,o)] -px(x,z,C)—Fx($,z,p(x,z,§)), (139)

=0
(30)
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und

HZ(‘/E’Z?C) = ($ z C) F; (JZ,Z,p(l’,Z,C)) —Fp(CC,Z,p(SC,Z,C)) 'pz($,27C)

Cp
= [ B 2p@,20) | pa(0,2,0 = F(0,2,p(0,2,0),  (1.40)

0
1.30

sowie

HC(x7Z7C) = p($,2,<)+C'pC($,Z,C)—Fp(.’II,Z,p(.’E,Z,C))'p((-f,Z,C)
= p(ZU,Z,C)—F C_FP(IE?Zap(x?ZaC)) -pg(fﬂ,z,C) (141)

0
(30)

= p(z,2,0), (1.42)

woraus sofort H € C?(R x RN x RY) folgt, falls k& > 2. Allgemeiner erhilt man iiber
den Impliziten Funktionensatz wie zu Beginn des Beweises aus der Voraussetzung F €
CHR xRN x RY) die Regularitit p(-,-,-) € C*"1(R x RN x RY), so dass die Zuordnungen

p(z, z,()

Fy(z,2,p(x, 2,())
F.(x,2,p(z, 2,())
Fy(, 2z, p(z, 2,())

samtlich von der Klasse C*~1 auf R x RN x R sind, so dass man aus (1.29) zunéchst
H ¢ C* (R x RN x RV) gewinnt, um dann aus (L.39)-(L.42) zu schliefen, dass H €
CFR x RN x RVM).

Mit folgen die Behauptungen (H1) aus und (1.40), (H2) aus (1.29). Zum
Beweis von (H3) bemerken wir, dass jeder Vektor p € RY mit ¢ = F,(z, z,p) ein kritischer
Punkt der Funktion g — {(-q— F(x, z,q)} ist, und damit automatisch ein Maximum dieser
Funktion, da deren Hessesche durch die negativ definite symmetrische Matrix —Fyq(x, 2, q)
gegeben ist. Wir hatten aber schon in Korollar unter schwicheren Voraussetzungen an
F bewiesen, dass es genau ein Maximum gibt, so dass dieser kritische Punkt p mit p(z, z, )
iibereinstimmen muss. Damit folgt p = H¢(z, 2,() aus und damit eine Richtung in
der behaupteten Aquivalenz in (H3).

Nimmt man umgekehrt an, dass p = H¢(x, 2, (), dann schlieft man in folgender Weise:

Wir wissen aus (1.29) in Lemma dass p(x, z,¢) € RV existiert, so dass
H(l’,Z,C) = C 'p($727C) - F(:L‘,z,p(:ﬁ,z,()),

und fiir diesen Vektor p(z, z,() haben wir die Gleichung hergeleitet, aus der dann
sofort p = p(x, z,¢) folgt. Andererseits gilt fiir p(z, z,¢) die Gleichung (1.30)), und damit
auch fiir p, was die Behauptung fiir die Riickrichtung in (H3) ist.

Damit ist das Lemma vollstandig bewiesen. O

x,

1111

(-
(, 2,¢)
(fr ¢)
(z, 2,¢)
(, 2,¢)

Satz 1.26 [HAMILTON-GLEICHUNGEN]
Sei '€ C*(R x RN x RN) und H die zugehérige HAMILTON-Funktion. Weiterhin erfiille
F die Voraussetzungen
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(F1) Es gibt stetige Funktionen g : R x RV — R und w : R — R mit der Eigenschaft

lim; o %t) = o0, so dass
F(w,2p) > w(lpl) + g(x,2)  fiir alle (z,2,p) € R x RY x RY;
(F2)
N . .
Z Fyipi(2,2,p)€¢ >0 fir alle £ € RN\ {0}, (z,2,p) € Rx RY x RY.
i,j=1

Dann gilt fiir Funktionen u,v € C*(I,RN) mit

{u:(x) = He(z, u(x),v(x)) (HAM)

(z) =—H,(x,u(z),v(x)) firalle x €l

die héhere Regularitit u,v € C*(I,RN), und u erfillt die EULER-LAGRANGE-Gleichung

d

. [Fp(as, u(:n),u’(x))] = F.(z,u(z),u (x))  fir alle = €. (ELG)

Falls umgekehrt u € C*(I,RYN) die Gleichung (ELG|) auf I lést, dann Iésen u,v das
HAMILTON-System (HAM) auf I, wenn
0(2) i= By, u(2),u/(z)), wel,
gesetzt wird, und v ist von der Klasse C?(I,RN).

Beweis. Falls u, v die Gleichungen (HAM]) auf I erfiillen, dann folgt aus der ersten Gleichung
in bereits, dass «' mit einer stetig differenzierbaren Funktion iibereinstimmt, da
H € C*(R x RM x R") nach Lemma . Also ist u € C%(I,RN). Aus der zweiten
Gleichung folgt analog, dass v € C2?(I,R"). Nach (H3) aus Lemma folgt aus den
HAMILTON-Gleichungen (HAM))

) He(z,u(z),v(x)) RS v(z) = Fy(x,u(z),u (r)) fiir alle x € I.

Daraus folgt durch Differentiation erneut mit (HA M)

d / o _
=B, u(@), o ()] = () —H.(x,u(x),v(x))
(H:1) F.(x u(x),HC(:c,uEic),v(a:)),
=u'(z))
(EAM)
was beweist.

Andererseits folgt aus v(z) = F,(z,u(z),u'(xz)) nach (H3) die Bezichung u/'(z) =
He(z,u(x),v(x)) fir alle € I, also damit die erste Gleichung in (HAM). Weiterhin ist
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wegen u € C2(I,RY) und F € C?(R x R x RY) die Funktion v von der Klasse C'(I,R")
und Differentiation ergibt unter Ausnutzung von (ELG) und (H1)

V@) = [Bea @) = Eu)aa)

= F H
s ) K (). 0(@)
— —H. (2, u(z), fiir alle 2 € I,
o Lz, u(x),v(z)) firalle x
womit (HAM)) vollsténdig bewiesen ist. Aus dieser letzten Gleichung lisst sich auch direkt
ablesen, dass v/ iiberall auf I mit einer C''-Funktion iibereinstimmt, woraus v € C2(I,R")
folgt. O

Beispiel
Fiir N=1,m >0, I = (a,b) C R mit £(I) < oo sei g € C%(R), und wir betrachten (vgl.
Beispiel die Funktion F' € C?(R x R x R) gegeben durch

F(z,z,p) = %p2 —g(x)z fur (z,z,p) e RxR xR

mit partiellen Ableitungen Fj(z,z,p) = mp und F,(z,z,p) = —g(z) und Fy,(z,z,p) =
m > 0. Damit erfiillt F' die Voraussetzungen (F1) und (F2) von Satz [1.26| Die EULER-
LAGRANGE-Gleichung [ELG]ist in diesem Beispiel die NEwWTONsche Bewegungsgleichung

mu’(x) = —g(x) fiir alle z € I. (ELG1.17)
Die HAMILTON-Funktion H von F' lasst sich wie folgt umschreiben:
m
H(z,2,¢) = sup{¢p = F(x,2,p)} = sup{¢p— 5 p”+g(z)2}
pER peER
., m
= =S50 + @), (1.43)
wobei
d m o
0= L - Tt
P
= C - mp*a

woraus p* = (/m folgt. Einsetzen von p* in (1.43) ergibt
1 m/1 \2
Han0) = ¢ oo
(050 = ¢ =2 (1¢) 490

und damit He(,z,¢) = =¢ und H.(z, z,¢) = g(z). Also folgt aus Satz das HAMILTON-
System

iU X
:m ( ) (HAMLN)

fiir die Impulsvariable
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Beispiel

Fiir N =1,¢ > 1 und % + % =1, also ¢ = q%’l und mit einer Funktion g € C?(R x R)

betrachte die in p strikt konvexe und superlinear wachsende Funktion F' € C}(R x R x R)
gegeben durch

1
F(:E7Z7p) = 5’p|q - g(m,z)
mit partiellen Ableitungen
Fy(z,2,p) = [pl"?p  und  Fi(z,2,p) = —g(z, 2).

Damit ist zwar Lemma [1.25| nicht unmittelbar anwendbar, aber es gelten immerhin die Re-
sultate aus Lemma und Korollar und man kann die zugehorige Hamiltonfunktion
H ermitteln (siche Ubungsaufgabe). Es ergibt sich die C''-Funktion

1, .
H(z,z,¢) = ?\C\q +g(z, 2)
mit partiellen Ableitungen

He(w,2,¢) =[¢|"7°¢  und  Hi(x,2,) = g:(x,2).
Als EULER-LAGRANGE-Gleichung erhélt man

%[w(gx)yq—?w(g@)} = —g:(z,u(x)), (ELG1.15)

und eine Argumentationm wie in Satz liefert das HAMILTON-System

{Zf,'u) = He(a,u(x), v(z)) = [o(a)|" ~2v(z) (HAM,15)

() = —H:(z,u(z),v(2)) = —g=(z, u(z)).

Beispiel
Betrachte F' = F(p) € C?(R) mit F”(p) > 0 fiir alle p € R (oder zumindest sei F' strikt
konvex) mit superlinearem Wachstum:

F
lim ﬁ = +o00,
S

womit die Voraussetzungen des Satzes [[.20] erfiillt sind. Die zugehorige EULER-LAGRANGE-
Gleichung lautet

2 [B@)] =0, (ELG1.19)

woraus die Existenz einer Konstanten ¢; € R folgt, so dass
Fy(u'(z))=c1 fiiralle z € 1. (1.44)

Die HAMILTON-Funktion

H(SE,Z,C) = H(C) = bgﬂg{gp - F(p)}

105tz ist nicht unmittelbar anwendbar, da F' nicht geniigend glatt ist und Voraussetzung (F2) nicht
erfiillbar ist, wenn ¢ € (1,2).
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ist nach Lemma von der Klasse C? und hat hat die partiellen Ableitungen He Q) =
H'(¢) und H,(¢) = 0, womit das HAMILTON-System folgende Gestalt nach Satz hat:

vw>=mmmmwmzﬁwm

A
(¥) = —H(r,u(2),v(@)) = ~H.(o(x)) = 0. (HAMx.10)

Aus der zweiten HAMILTON-Gleichung folgt sofort, dass v(z) konstant auf I ist. Diese Kon-
stante ist hier aber wegen (H3) in Lemma bereits durch (1.44) festgelegt:

v(z) = Fy(u'(z)) =1 fiir alle z € I.
Damit impliziert aber die erste Gleichung in (HAM; 19)) «/(2) = H'(¢1) und folglich
u(z) = H'(c1)x + ¢

fiir eine Konstante co € R.. Diese Losung beschreibt also eine gleichférmige lineare Bewegung,
und der Impuls v ist konstant.

Beispiel

Wir wollen nun einen direkten Bezug zu dem Erhaltungssatz Proposition herstellen.
Sei dazu N = 1, F(z,2,p) = F(z,p) € C*(R x R), und F erfiille die Voraussetzungen von
Satz Die EULER-LAGRANGE-Gleichung lautet

d

7z | (@) w'(2)) | = Fa(u(z), o'(2)). (ELG1.20)

Andererseits gilt fiir die HAMILTON-Funktion

H(:l:a Z, C) = H(Z, C) = Sup{gp - F(Z,p)} = Cp* - F(Z’p*)
peR

mit ( = F,(z,p*) (vgl. Lemma [1.25]) nach Satz [1.26| das HAMILTON-System
P g

{u’(x) = H¢(u(z),v(2)) (HAM; 29)

Z|H@@.v@)] = Ha(u(@), v@)d (@) + He(u(w), v@)v'(x)

= —' () () + o/ () (2) =0 fiir alle z € 1.
(z)u'(z) + u'(z)v'(z)

Folglich ist H eine Erhaltungsgrofe entlang der Losungen (u,v) von (HAM; 9. Dies ist
allerdings keine Erweiterung des klassischen Erhaltungssatzes, Proposition [1.13} denn nach
(H2) und (H3) in Lemma gilt fiir F' = F(z,p)

v(z)He(u(z), v(x)) — F(u(z), He(u(), v(z))

v(@)u'(z) = F(u(z),u'(2))

Hu(@).o@) =

ANz
= Fy(u(z),u (2))u'(z) = F(u(z), v (z)) = E(u(z),u'(z)) fiir alle x € I.
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Mit anderen Worten, falls F' = F(z,p) die Voraussetzungerﬂ von Satz erfiillt, dann ist
die HAMILTON-Funktion H entlang der Losungen (u,v) des HAMILTON-Systems (HAM; o)
identisch mit der klassischen Erhaltungsgrofe E(z,p) = pFy,(z,p) — F(z,p) entlang der

Losung v der EULER-LAGRANGE-Gleichung (ELGj o0f).

"Man beachte, dass die Voraussetzungen des Satzes :1.26 insbesondere wegen der Konvexititsforderung
(F2) wesentlich stérker sind als die von Proposition [1.13]
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Kapitel 2

SOBOLEVraume

Bereits im ersten Kapitel wurde an verschiedenen Beispielen verdeutlicht, dass die Rdume
der klassisch differenzierbaren Funktionen héufig zu klein sind, um Existenz von Minimie-
ren (oder Maximierern) zu beweisen. Tatséchlich kann man in manchen Fillen sogar die
Nichtexistenz von klassischen Losungen nachweisen.

Modellhaft wollen wir mit dem Ansatz der direkten Methoddl fiir die Existenztheorie
aufzeigen, wo man mit klassischen Funktionenrdumen auf Probleme stofst. Wir betrachten
dazu fiir N = 1 die DIRICHLET-Energie

1
D) = /\u/(x)|2 dr,
2 Jr
die wir fiir gegebene Konstanten o, 8 € R in der Klasse
Cla, B) :={v e C'(I) : v(a) = a,v(b) = B}

minimieren mochten. Da C(a, 8) # 0, konnen wir eine Minimalfolge {u;}ien C C(a, 8) mit
der Eigenschaft
D(uw;)) — inf 2 €]0,00)
io0 Claf)

wahlen. Folglich existiert ein Index ig, so dass fiir alle ¢ > ig

P(u;) < inf 241 < 0. (2.1)
C(a,B)

Die zentralen Fragen der direkten Methode sind nun,

1. ob eine Teilfolge {u;, } C {u;} in einer geeigneten Topologie gegen eine Funktion u
konvergiert,

2. ob u € C(a, B), und

3.0b P(u) = limgyeo Z(uy,) = infeep) 2(), oder ob zumindest Z(u) <
liminfy,_,oo P (ui,) = infea,g) 2(¢).

!Systematisch wird die direkte Methode in Kapitel [3{ behandelt.

45
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Es ist nicht klar (und i.A. auch falsch), dass eine Konvergenz u;, — u in C*(I) im-
pliziert. Eine moglicherweise weniger restriktive Topologie konnte unter Umstédnden eine
schwéachere Form der Konvergenz sichern, andererseits aber dazu fiihren, dass die Grenz-
funktion u nicht mehr die Randwerte o und § annimmt, oder vielleicht nicht mehr in der
Klasse C*(I) liegt. Zudem konnte es sein, dass das Funktional & in einer anderen Topologie
keine ausreichenden Stetigkeitseigenschaften mehr hat.

In vielen Féllen liefern die im Folgenden definierten SOBOLEvVrdume genau die Eigen-
schaften, die fiir die gerade skizzierte direkte Methode der Variationsrechnung relevant sind.
Da die Theorie der SOBOLEVfunktionen in vielen Feldern der Mathematik zum Standard-
repertoire gehoren, behandeln wir hier die wichtigsten Sétze und Definitionen fiir den Fall
von n-dimensionalen Definitionsbereichen, also offenen Mengen 2 C R"™. An manchen Stel-
len verzichten wir auf den vollstdndigen Beweis und verweisen auf die einschldgige Lite-
ratur [2], [3], [29], [30], [37], [60], [92]. Der Beweis des SOBOLEvVschen und MORREYschen
Einbettungssatzes wird hier nur in der wesentlich vereinfachten Situation eindimensionaler

Definitionsbereiche gefiihrt, siehe Satz [2.15]

Definition 2.1 [SOBOLEVRAUME]

Seien k € N, q € [1,00], Q@ C R"™, Q offen und Q # 0.

(i) Der Raum W*4(Q) der Sobolevfunktionen wvon der Differenzierbarkeitsordnung k und
mat Integrabilitat q ist definiert durch

wkaQ) = {u € LY(Q) : YV Multiindizes v mit |y| < k Ju” € LY(Q) :
/u(x)(?'ycp(x) dz = (—1)M! /u'y(aﬁ)go(:c) dz Vo € CSO(Q)}
Q Q

Die zu u gehorigen Funktionen u? =: 07u heiffen schwache Ableitungen wvon u (zum Mul-
tiindex 7y ). Weiterhin definieren wir W%4(Q) := L4(1Q).

(i) Als Norm auf WH*4(Q) definieren wir [ullwr.a) == (Zlvlﬁk Jo \B'Yu]qu) Vi fiir q €
[1,00) und |ullyr.0o ) = Z|’Y|§k esssup,eq|07u(x)).

Bemerkungen: 1. Gilt fiir eine Funktion v : Q@ — R die Identitit v(z) = u(x) fur £"-

fast alle x € 2, wobei u eine Sobolevfunktion der Klasse W*4(Q) ist, dann ist auch
v € WH4(Q), und reprisentiert dieselbe Aquivalenzklasse wie u, oder kurz v = u in
WH4(Q). Andererseits ist aber eine Sobolevfunktion u € W*4(Q \ A) fiir eine abge-
schlossene Menge A C § im Allgemeinen nicht automatisch von der Klasse W*4(9),
selbst wenn Z"(A) = 0.

2. Eine auf Q cC R" klassisch differenzierbare Abbildung ist auch in dem entsprechenden
Sobolevraum zu jeder Integrabilitidt. Das ist i.A. falsch, wenn man die Differenzierbar-
keit nur in €2 hat:

ueCFQ), QccR® = uweWhkiQ) firalle g€ [1,00]
uweCrQ) A ueWhkiQ).
i.A.

Proposition 2.2 [SOBOLEVRAUME SIND BANACHRAUME]
Der SOBOLEVraum W¥4(Q) ist ein BANACHTaum, d.h. ein vollstindiger linearer normierter



47

Raum, fir alle 1 < q < co. Fir ¢ = 2 ist dieser BANACHraum ein HILBERTTaum mit dem

Skalarprodukt
gy = 3 [9f(@) 0g(w) d
0<yI<k

Beweis. Wir werden zeigen, dass der Raum W*4((2) isometrisch isomorph zu einem abge-
schlossenen Unterraum von L9(Q2) x --- x L9(2) versehen mit der Norm

M 1/q
I(uh,w?, )| Lo s Laga) = (2} IIUZHqu(Q)>

ist, wobei M die Anzahl der Multiindizes ~ ist mit |y| < k. Da das endliche kartesische
Produkt der BANACHraume L%(Q2) wieder ein BANACHraum ist und jeder abgeschlossene
Unterraum eines BANACHraumes selbst ein BANACHraum ist (siehe z.B. [3, Ubung U0.8]), ist
auch der SOBOLEVraum W*4(Q) ein BANACHraum. Dazu betrachtet man die isometrische
lineare Abbildung

J:WRI(Q) — LYQ) x - x LI(Q),
U = (u’y)|'y|<k7
deren Bild nach Definition 2.1
J (W’W(Q)) - {(uV)hEk € LIQ) x - x LI(Q) :
Juoe= 0" [we voecr@).h<n)
Q Q

ein abgeschlossener Unterraum von L7(€2) x --- x L9() ist. Tatsdchlich gilt fiir u; — w in
Wka(Q) (= u] — w7 in LI(Q) fiir alle |y| < k)

/u@”gpda} — /uz pde = |“"/u pde — [ updz firalle ¢ € C5°(9).
1—00 'L—}OO

Q

Fiir ¢ = 2 priift man die Skalarprodukteigenschaften direkt nach. O

Definition 2.3
(i) Firl <q < oo definieren wir

WE(@) = Ce@) e,

Der Ausdruck auf der rechten Seite bezeichnet den Abschluss oder die Vervollstindigung
des Raumes C§°(Q) beziiglich der in Definition eingefiihrten W*2-Norm. Diesen Raum
nennen wir den SOBOLEVraum der Ordnung k und Integrabilitit g mit schwachen Nullrand-
werten.

(i) Fir Q C A C Q definieren wir den lokalen SOBOLEVraum

loc

Wha(A) = {u €Ll (Q):VoeAp,>0:ueWhi@Qn sz(x))} :

und speziell: VVl ={uell (Q):VcCQ:ueWhiQ)}.



48 KAPITEL 2. SOBOLEVRAUME

Bemerkung:

Jede Funktion in I/Vé€ 9(Q) fiir ¢ € [1,00) ist demnach der Grenzwert einer beziiglich der
WH4-Norm konvergenten Funktionenfolge in C5°(Q) C W*4(Q2) und deswegen nach Propo-
sition automatisch selbst wieder eine W*4-Funktion. Es gilt also Wgz Q) ¢ Wka(Q),
und zu u € Wé’q(Q) und € > 0 finden wir eine Funktion u. € C§°(€2) mit

|lu — UEHWk,q(Q) < e.

Dartiiberhinaus ist VVSg 1(Q)) nach Definition ein abgeschlossener Unterraum eines BA-
NACHraums und damit nach [3, Ubung U0.8] selbst wieder ein BANACHraum, fiir ¢ = 2
sogar ein HILBERTraum.

Wenn die schwachen Ableitungen identisch verschwinden, dann ist die SOBOLEVfunktion
auf Zusammenhangskomponenten des Definitionsbereichs konstantﬂ

Lemma 2.4 [Vu =0 = u = KONST.|
Falls Q0 offen und zusammenhdngend ist und fir u € VV;’;(Q) die Identitit Vu = 0 in
gilt, dann gibt es eine Konstante c € R, so dass

u(z) =c fiir £"-fast alle x € Q.

Bemerkung:
Speziell kénnen wir durch Abénderung auf einer .#"-Nullmenge einen (guten) Reprisentan-
ten

u* € [u] : u*(x) = konst. fir alle x € Q

finden. In der Regel kénnen wir ohne Einschrankung mit dem optimalen Représentanten u*
(weiter)rechnen, wobei wir dann der Einfachheit halber die Bezeichnung u wéhlen. Allerdings
gibt es Situationen, bei denen die Auswahl ausgezeichneter SOBOLEV-Représentanten mit
Vorsicht getroffen werden sollte, siche hierzu z.B. die Arbeit von P. HajrAsz [40] und die
dort zitierte Literatur.

Beweis von Lemma [2.4) Fiir 29 € Q wihlt man p > 0, so dass Byy(z9) C Q, und zu
0 < € < p betrachtet man den Faltungskern (siche Definition im Anhang) ¢.(z) :=
L 0(£), p € C§°(B1(0)). Fiir z € By(zo) gilt dann

pe(r — ) € Cg7(Be(x)) C Cg° (Bap(wo)) € Cgo ().

?Diese Aussage kann man auch nutzen, um einen sehr kurzen Alternativbeweis fiir das Fundamentallemma
von DuBo1s-REYMOND, Lemma [1.10} zu fiihren, siehe dortige Fuinote gegen Ende des Beweises.
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Fiir die Faltung u. := ¢ xu = [ ¢-(. — y)u(y) dy berechnen wir fiir z € B,(z0)
Rn

Vou(s) = / V(e (z — 1)) u(y) dy
g

- —/Vy(gog(x—y)) u(y) dy

]Rn
BT / we(r —y) Vyu(y) dy
]:RTL

schwache Ableitung

= / p-(r—y)  Vyuly) dy
Q =0
= (Vu)e(x) = 0.

Also existiert eine Konstante ¢ € R, so dass u.(x) = c. fiir alle x € B,(x9). Aus Satz
im Anhang wissen wir, dass u. — wu in L}OC(Q) fiir e — 0, speziell also fiir eine Teilfolge,
die wir wieder mit u. bezeichnen, u, — u Z"-fast {iberall in 2 fiir ¢ — 0.

Wahle also x € B,(x¢) als einen LEBESGUE-Punkt von u, so dass speziell u(z) € R, und
so dass gleichzeitig u.(x) — u(z) fir e — 0 gilt. (Z"-fast alle Punkte x € Q erfiillen beide
Forderungen.) Damit folgt

Ce = ue(x) = ¢o = u(x) fir e — 0, (2.2)

und gleiches gilt auch fiir alle anderen Punkte y € B,(x), fiir die ¢ = u.(y) = wu(y) fiir
e — 0, so dass schlieflich wegen (2.2))

u(y) = co fir Z"-fast alle y € B,(xo). (2.3)
Um zu zeigen, dass u auch konstant in €Q ist, definieren wir die Menge
My :={£€Q:3p>0: U’Bpé(g) = ¢y fast tiberall}.

Diese Menge ist nicht leer, da xg € M,,. Weiterhin ist M, eine offene Teilmenge des R",
da zu z € M,, ein Radius p, > 0 existiert, so dass u| B,. (=) = Co fast iiberall, und damit fir
jedes ¢ € By, (z) der Radius p; := (p. — [¢ — 2|)/2 > 0 existiert, so dass B, (¢) C B,,/z),
und dadurch u] By (¢) = €0 fast iiberall gilt. Damit ist gezeigt, dass der ganze Ball B,_(z) in
M., enthalten ist, also ist M., eine offene Teilmenge des R". Folglich ist M., relativ offen
in Q.

M, ist aber auch relativ abgeschlossen in €2, da wir nun zeigen werden, dass M., =
M., N Q. Die Inklusion M., C M, NS folgt direkt aus der Definition von M,,. Andererseits
gibt es fiir einen Punkt z € M., N eine Folge von Punkten z; € M,,, so dass x; — =
fir ¢ — oo. Zu x finden wir wie zu Beginn des Beweises ein p, > 0, so dass By, (z) C £,
so dass wir das Faltungsargument wiederholen kénnen, um zu zeigen, dass eine Konstante
¢ € R existiert, so dass

ulp, (z) = ¢ fast tiberall (2.4)



50 KAPITEL 2. SOBOLEVRAUME

gilt. Wéhle dann i so grof, dass x; € B, (v). Dazu existiert ein Radius p;, > 0, so dass
ulp,, () = Co fast iiberall, und damit wegen ¢ = cg folgt, da By, (x) N By, (v;) # 0.
Also ist = € M., womit wir schlieflich bewiesen haben, dass M., nichtleer, relativ offen und
relativ abgeschlossen ist, was wegen des Zusammenhangs von (2 impliziert, dass M., = (2,
also u(x) = ¢ fiir £"-fast alle z € Q. O

Zentral fiir das Arbeiten mit SOBOLEvVfunktionen ist die Tatsache, dass man solche
Funktionen mit Hilfe von glatten Funktionen approximieren kann.

Proposition 2.5 [LOKALE APPROXIMATION VON W"4-FUNKTIONEN]
Seien k € NU{0}, 1 < g < c0.

(i) Seiue W/ZIZf(Q) und u. die Faltung von u wie im Beweis von Lemma . Dann gilt
us € C®(Q) fir alle ' CC Q und 0 < e < dist(,09Q) und u. o in W/l]Zf(Q)
e—
Falls w € W*4(Q), dann ist u. € C®(R"™).

(ii) Falls u € W*4(Q) und supp u CC Q, dann ezistiert eine Folge {um ymen C CO(S),
50 dass upm, — un WH4(Q), also ist u € Wf’q(Q).

Falls Q = R™ und u € WEYR™), dann ezistert eine Folge {um}men C C(R"), so
dass up, — uin WHEA(R™). (In diesem Sinne ist W*4(R™) = Wéf’q(R”).)

00) und u € WH4(R1), dann ezistiert eine Folge

(iii) Falls @ = R% := R"! x (0,
00)) U — uin Wka(R").

{tm fmen C C(R™E x [0,

Beweis. Wir werden hier nur die fiir uns relevanten Teile (i) und (ii) beweisen.

(i) Da der Faltungskern ¢, von der Klasse C°(B:(0)) C C*°(R") ist, muss man fiir die
Glattheit von wu. lediglich den Definitionsbereich von u beachten. Fiir z € Q' CcC Q und
0 < e < dist(,00Q) ist

supp SOE(I' - ) ccC Bs(m) C BE(Q,) = {y € R™: diSt(y’ Q,) < 5} C Q,

und wegen u € L{ () ist w auf supp ¢.(z —.) definiert und |u|? integrabel. Weiterhin sind
alle Voraussetzungen fiir die Vertauschbarkeit von Differentiation und Integration erfillt
(siche z.B. [, p. 289]), womit man durch wiederholtes Differenzieren die Relation u. €
C>(Y) nachweist. Falls v € W*4(Q), kann man u als L%-Funktion (aber im Allgemeinen
nicht als W*4-Funktion, vgl. den kommenden Fortsetzungssatz Satz ) durch den Wert
Null auf ganz R"™ fortsetzen, womit u. € C*°(IR"™) folgt.

Fir z € Q und 0 < e < dist(z, 9Q) betrachten wir ¢ (z — ) € C5°(B:(x)) C C3°(2)

3Diesen Teil der Proposition benutzt man fiir den letzten Grenziibergang im Beweis des Funda-
mentallemmas von DuBo1s-REYMOND, Lemma Man muss dort nur nachweisen, dass die stiickweise
linearen Funktionen ¢ kompakten Triiger haben und von der Klasse W'9(T) fiir ein ¢ € [1, 00) sind. Letzteres
kann man entweder direkt anhand von Definition 2.1 nachweisen, oder man zitiert den noch zu beweisenden

Satz
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und berechnen wie im Beweis von Lemma 2.4]

Nue(z) = / 8 (e — 1)) u(y) dy
]Rn
= (-pn / 3 (el — v)) uly) dy
Rn

Def ] ]R/ pe(r —y) Duly) dy = (9"u)e().

schwache
Ableitung

Nun liefert der Satz im Anhang fiir alle Multiindizes v mit |y| < k:

0" (uz) = (") — (u) in LL ().

e—0
Somit folgt u, — u in W/l]f)’cq(Q)
e—0

(i) Fir0 < e < 0 := %dist(supp u, 00) gilt suppu. C Be(suppu) C By(suppu) CC £,
und daher u. € C§°(€2). Aus dem oben bewiesenen Teil (i) folgt u. U in T/VIIZCQ(Q) und
e—

damit hat man
Hu — uEHWk,q(Q) = HU — UEHWk’q(m) —0 fir € — 0.

Falls = R", so betrachte die Faltung u. € C*°(R"), mit Satz im Anhang und Teil (i)
folgt nun w, o in W*4(R™). Allerdings haben diese approximierenden Funktionen u.
E—

i.A. keinen kompakten Tréager im R™. Deswegen betrachtet man Abschneidefunktionen ng €
C3°(B2r(0)), wobei ng =1 auf Bg(0) und 0 < ng < 1, mit den Eigenschaftenlﬂ

c)

107 nR| < “RT XB2r\Br(0) fir alle 1€ N, |y|=1.

Dann folgt fiir ue g := nRu.

Ouep = Z <7>86n5¢ O Pu,  fiir alle |y| <k,
0<B<y
107uc, r — RO e Lomrny = > <g> g 07 Pu.

0<B<y
‘/B‘>O Lq(]Rn)

C(k,n)

1 R \HUEHWk’q(R"), oo
<oo

“Die Schranken an die Ableitungen von ng kann man einsehen, indem man z.B. eine Funktion 7 €
C§°(B2(0)) mit n|p, ) =1 und 0 < n(-) < 1 durch nr(z) := n(z/R) fir R > 0 skaliert, so dass weiterhin
0 < nr(-) £ 1 und nun nr|p, ) = 1 gilt, zusammen mit den Abschétzungen

-
(a'yu)(x/RN < w — % fiir € N, "Y| -1

071 () - -

1
_RM'
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Weiterhin gilt nach dem LEBESGUEschen Konvergenzsatz
nr 07 ue Pad . in LY(R") fir alle |y| <k.
Also kénnen wir fiir alle € > 0
ue g — ue  in LY(R") fiir R— o0 firalle |y] <k
konstatieren. Das bedeutet
Ue g — u. in WRIYR™)  fir R — oo.

Fiir alle 0 > 0 wihle 0 < ¢ < 1, so dass [Jue — ullyyraprny < § und dann R > 1, so dass
[ue — e Rllyramny < §. Damit folgt nun ||u — ue gllywr.omrn) < 0 O

Beispiel

Wir betrachten fiir a > 0 die stiickweise definierte und damit im Ursprung singulédre Funk-
tion

u:Q:=DB1(0)cR" — R

e firz #£0
u(zx) == ||
17 fir x = 0.

erklart durch

Es gilt u & C*(B1(0)), aber es stellt sich die Frage:
Fiir welche q,n, « ist u € WH4(B1(0))?

Zunéchst stellen wir fest, dass u € C*°(B1(0) \ {0}) und wir berechnen fiir  # 0 und
a > 0 die ersten Ableitungen

6] Xy ZT;
B o R
n
(—ax;)(—ax;) 1
= [Vul@)| = Z PEG) :‘a"x‘a—i-l'
=1

Diese klassischen partiellen Ableitungen dienen uns als Kandidaten fiir die entsprechenden
schwachen Ableitungen, also testen wir zunéchst deren Integrabilitdt. Falls a + 1 < n, so
folgt |Vu| € LY(B1(0)); denn mit Hilfe von Polarkoordinaten berechnet man

dz
/ Vu(@) dz = | / i

n— n— a|Nn n—(« 1
- |a|/ rdrgen (s = LA [t

n—aoa—1 0

nwn

= C(a,n) [r”_(aﬂ)}; < 00,
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wobel wy, = Z"™(B1(0)). Mit einer analogen Rechnung erhélt man fir 0 < o < n, dass
u € LY(B1(0)). Zur Uberpriifung der in Definition enthaltenen Regel der partiellen In-
tegration schneidet man zunéchst die Singularitét im Ursprung aus dem Integrationsgebiet.
D.h. fir e > 0 und fiir alle ¢ € C§°(B1(0)) betrachtet man mit Hilfe der klassischen Regel
der partiellen Integration

u(x) Do) da = (~1) / Brul) pla) da+ / w(Q)(C) vi(¢) A (),

By (0)\35(0) By (0)\38(0) 6B6(0)

wobei v; die i-te Komponente des dufieren Einheitsnormalenvektors an den Rand des Inte-
grationsbereichs bezeichnet. Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert mit dem Konvergenzsatz von
LEBESGUE

/ u(x) Oipl() da = (~1) / drulz) () dz +0;
B1(0)

B1(0)

denn aus o + 1 < n folgt fiir das Randintegral

1
C(n)e™! — 0.

e e—0

1 .
/ —(Qu(Q) a7 0| < el oz
8B (0)

Falls a + 1 < n erfiillt ist, gilt folglich u € WH1(B;(0)).

Entsprechend ist u € WH4(B;(0)), falls a + 1 < g firge [1,00), da o+ 1 < Tsn
fiir alle ¢ > 1. Tatséchlich gilt die Regel der partiellen Integration, da wir fiir die obige
Rechnung nur v € L' und Vu € L' benétigen. Weiterhin priift man fiir o + 1 < % leicht
nach, dass Vu € L(B;(0)), denn aus (o + 1)g < n folgt

1 Tn—l (at1) 1
4 dyp = — n—(a+1)q
/ |Vul d:c—C(n,a)/O meEsyP dr =C(n,a) [r ]0 < 0.
B1(0)

Analog zeigt man, dass u € L9(B1(0)). Andererseits sieht man mit diesen Rechnungen, dass
u & WH4(B1(0)) fiir ¢ > n. Zusammenfassend haben wir fiir diese Beispielfunktion

we WH(B(0) & O<a< -1
q

Die von NIRENBERG in [70] entwickelte Technik von Regularitdtsbeweisen mittels Dif-
ferenzenquotienten basiert im Wesentlichen auf dem folgenden Lemma. In der Regulari-
tatstheorie der Variationsrechnung (und bei partiellen Differentialgleichungen) nutzt man
dabei Differenzenquotienten der Losungen als zuldssige Testfunktionen in den schwachen
EULER-LAGRANGE-Gleichungen, um Integralabschitzungen fiir Potenzen dieser Differen-
zenquotienten zu gewinnen. Dann verbessert Teil (ii) des folgenden Resultates die Differen-
zierbarkeitsordnung der Losung um eine Stufe, was einen Regularitdtsgewinn bedeutet. Wir
werden diese Technik z.B. bei der Untersuchung eines Hindernisproblems in Abschnitt
benutzen.
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Lemma 2.6 [DIFFERENZENQUOTIENTEN IN SOBOLEVRAUMEN]|
Sei k € N, Q C R"™ offen, h € R\ {0}, 1 € {1,...,n}, und e, € 8"~ sei der I-te Standard-
basisvektor, u € L}, (), und

u(z + hey) — u(x)
h

Ajlu(z) =
der fir ZL"-fast alle x € Q und geniigend kleine |h| > 0 definierte Differenzenquotient von
u n die [-te Koordinatenrichtung. Dann ist Folgendes wahr:

(1) Fir alle ' cC Q und 0 < |h| < dist(Y, 09Q) und fiir u € WH4(Q), 1 < q < o0, gilt
1AL ullwr-1a0y < 10ullpr-1.a0) firallel=1,...,n
und
AV - au in VV/ZZl’q(Q).
(il) Falls u € I/Vllzzl’q(ﬂ), 1 < q < o0, und falls fiir alle ¥ CC Q eine Konstante C(') <
oo existiert, die unabhingig von h mit 0 < |h| < dist(Y',09Q) ist, so dass

A} ullyr-1.000y < C(),

dann ist u € W1(Q).

loc

Beweis. (i) Sei zunichst u € WH9(Q) N C>®(Q), |y| < k — 1. Es gilt fir z € Q' und
0 < |h] < dist(,00)

1
O Afu(z) = % (0" u(z + her) — 0Mu(x)) = % /0 %mu(m +ther) dt

1 [t 1
=5 / VO u(z + they) - heydt = / 0,07 u(x + they) dt.
0 0

Also folgt mit der JENSEN-Ungleichung und dem Satz von FUBINI
1 1
||87Aelu||Lq(Q, _/ / |07 Opu(z + they)|* dt dz :/ / |07 Opu(z + they)|? dadt
Q" Jo 0 J

1
s/ /\malu(z)\q dzdt = (|07 0|}, g
0 JQ

wobei wir in der letzten Ungleichung zundchst die Substitution z := x + the; €  mit
dz = dx benutzt haben, um anschlieftend den Integrationsbereich auf ganz 2 zu vergrofiern.
Weiterhin gilt Aj'u = O in C*(Q) fiir alle s € Nund [ = 1...,n, da u € C®(Q).
Also gilt die Konvergenz auch in I/Vlk L9(Q). Fiir eine allgemeine Funktion u € W*4(Q)
existiert nach Proposition [2.5|eine Folge {wy, }m € C™° () mit uyy, I u in I/Vlo’cq(Q) Fiir
m—r
0 < |h] < dist(€,09Q) wihle 0 € (|h], dist(€, 0Q) und setze

Q" := Bs () := {x € R"|dist(z, Q) < &}.
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Dann hat man

1A ullwi-ra@y < A umllws-ra@y < l0umllwi-ra@r)

o 0llwi-ra@rny < llowllwr-ra)-

Folglich ist nach der soeben bewiesenen Abschatzung angewendet auf die Differenz u—u,, €
W*4(Q) und die Definitionsbereiche ' CC Q" CC

0 < %lg}zglg HAZZU — 8lunk—1,q(Q/)
< limsup [[Afu — yullywr-1.0(0)
0#h—0
< limsup HAZZ (u— um)Hwk—l,q(Q/) + lim sup HAZ’um - 8lum”Wk—1,cJ(Q’)
h—0 h—0
+limsup [|9;(u — wm) || wr—1.a(0r
h—0
< 200w = wm) lwr-ra@ry — 0;
m—0o0

denn aus der Glattheit von uy, folgt limsup,_,o | A} wm — dm||we-1.00ry = 0.
(if) L9(Q) ist ein reflexiver BANACHraum (siehe Definition im Anhang) und damit auch
Wh=14(Q) fiir 1 < ¢ < co. Man wihlt eine Ausschdpfung {€2;}; von € mit

Q; CC Qiyy fiirallei € Nund Q= [ J Q.
=1

Nach Voraussetzung gilt
HAZZUHW’“—M(QZ-) < C(QZ) fiir 0 < ‘h‘ < diSt(Qi, 89)
Zu € gibt es eine Teilfolge h; — 0 und Funktionen U'ly’l € L1(Q1) mit

PAu = ot i L) V| <k -1 =10,
1—

Zu Qs existieren eine Teilfolge {ha} C {h1} und Funktionen vJ e L9(Q) mit hy — 0 und

TALu = o) L) V| <k-1, 1=1,...n.

h2 —0

Die Fortsetzung dieses Auswahlverfahrens und ein darauffolgendes Diagonalfolgenargument
liefert eine Folge h — 0 und Funktionen w! € L () definiert durch

W (z) = o (x)  fiir z e Qp,
so dass

Ay — vt in L2
h h—0 loc

d.h. schwache Konvergenz in L4(K) fiir jedes Kompakturrﬁ K cQ.

Q) VY| <k-1,1=1,...,n, (2.5)

5Tatséchlich findet man zu einem beliebigen Kompaktum K C Q ein N € N, so dass aufgrund der
Ausschopfungseigenschaft K C Qn, und daraus folgt

Ay — vt =u g in LYK).



56 KAPITEL 2. SOBOLEVRAUME

Zu einem Multiindex 4 mit |y| = k, k € N, findet man einen Multiindex v mit |y| = k—1
und eine Koordinatenrichtung gegeben durch den Standardbasisvektor e¢; € $7~! fiir ein
l e {l,...,n}, so dass ¥ = v + ¢;. Damit ergibt sich fiir ¢ € C§°(Q2) mit der Regel der
diskreten partiellen Integration

/u@”cp de «— [ uA?, Do dr = (—1)/Azl,u87cp dz
QO hi—0 Jo g Q i
= (—1)'7/ (87Azl,u>cp dx
Q T
_1l Yoy d
=, O [l da,

wobei wir fiir den letzten Grenziibergang die (lokal) schwache Konvergenz in (2.5) ausgenutzt
haben. Aulfgrund von Definition gilt somit u € VV/ZZ](Q) mit schwachen Ableitungen
N ==y, O

Wir beweisen nun die folgende Charakterisierung von LiPsCHITZstetigen Funktionen.

Satz 2.7 [CF~L1(Q) = Wh=(Q)]
Sei k € N, Q C R" offen. Dann gilt:

(i) CFL1(Q) c Wk (Q).

(ii) Falls Q beschrinkt ist und 0Q € CF=L1 dann gilt W*(Q) c C*=11(Q) mit der
Abschitzung Lipgu < ||Vul|peo () -

Bemerkung:

Teil (ii) besagt genauer: Es gibt einen Représentanten u* in der Funktionenklasse [u] €
Wk (Q), so dass u* € C*~11(Q). Mit diesem (schénen) Reprisentanten u* wird in der
Regel weitergerechnet und man verwendet stillschweigend die Bezeichnung u. Man beachte
aber die grundséatzliche Bemerkung zur Auswahl von giinstigen Représentanten nach Lemma

24

Beweis. Wir fiihren den Beweis exemplarisch fiir £ = 1, flir £ > 1 betrachtet man anstelle
von u die Ableitungen von u zur Ordnung k.

(i) Klar ist, dass u € L (). Man hat fiir alle ¢ € C§°(2) mit Hilfe der diskreten partiellen
Integration

‘/ uOjp dz
Q

denn es gilt

<_
h—0

< Lipqu el 11 ()

/QUA?hcp dz :‘—/QAZIU@ dz

1 h
L e + hep) — u(@)] < U pipoa.
h h
Mit dem weiter unten bewiesenen Lemma [2.8| folgt u € W1 (Q).

(ii) Sei © = B;(0). Der allgemeinere Fall folgt aus einem Uberdeckungsargumentﬂ auf das
wir hier verzichten werden. Betrachte nun die Faltung u. = ¢, * u fiir einen Faltungskern

5Fiir dieses Argument wird die Regularitit des Randes von € benétigt.
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v € C3°(B1(0)) mit ¢ > 0 und f]R" © =1, s0 dass g.(z — ) € C§° (B:(x)) C C§° (B1(0))
fir x € B1_(0). Dies erlaubt nach Definition [2.1| die Rechnung

Vi (ue) (z) = Vg pe(r —y)u(y)dy = / Ve (z —y)u(y) dy
B1(0) B1(0)

= - / Vype(r —y)u(y) dy p=(z — y)Vyuly) = (Vu)_(z) dy
B1(0)

De; 21 B1(0)
fiir alle 2 € B1_.(0). Wegen [, ¢<(2)dz = 1 (siche Bemerkung nach der Definition
und Teil (iii) des Satzes im Anhang) folgt

el co B0y < Nelloo @) < lullpe@y  fir 0<e<é (2.6)
und

LipBl_a(O)us S LipBlfg(O)UE S HVU‘SHCO(Blfg(O),IR") S Hvu|’Loo(Bl(0)7Rn) fur O < g < (5
(2.7)
Sei 6; — 0 eine beliebige streng monoton fallende Nullfolge. Zunéchst liefert der Satz von
ARZELA-ASCOLI eine Teilfolge u., — u in CY(B;_s,(0)) fiir beliebiges d; € (0,1). Fiir
1— 00

d2 € (0,07) konnen wir aus dieser Teilfolge eine weitere Teilfolge auswéhlen, die gleichméfig
auf Bj_;,(0) konvergiert, und so fahren wir fiir alle ¢; fort. Die Auswahl einer Diagonalfolge
liefert schlieflich die lokal gleichmiRige Konvergenz gegen eine Funktion u* € C%(B1(0)), die
aber wegen der nach Satz (i) schon bekannten Konvergenz u. — win L (B1(0)) fiir ¢ €
[1,00) fast iiberall in B;(0) mit u iibereinstimmen muss. Wir kénnen fiir die Diagonalfolge
ue also schlielen

Us 3 u lokal gleichméfig in B (0).
E—

Dann folgt fiir beliebige Punkte z,y € B;(0) und
1
0<e<d< 5 min (dist(z, 0B1(0)), dist(y, 0B1(0)))

die Abschitzung

lu(z) —u(y)] < fu(@) = ue(2)] + ue(z) — ue(y)] + |ue(y) — u(y)|
< 2fu— UEHCO(M) + LipBl_d(O)us |z —y|
') 2||U—Us||50(m)+||VUHL00(31(0))|$—y|,
5——>())0

also u € C%1(B;(0)) mit Lipp, oyu < [[Vullze(B,(0))- Nach stetiger Fortsetzung dieser auf

B1(0) gleichmiiRig stetigen Funktion u folgt auch u € C%!(B(0)). O

Wir haben bei dem Beweis von Satz die auch in anderen Situationen sehr niitzliche
Charakterisierung von SOBOLEV{unktionen verwendet:

Lemma 2.8 [CHARAKTERISIERUNG VON W]
Sei k€ NU{0}, 1 < ¢ < oo. Dann sind dquivalent:

(i) ue Wha(Q),
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(ii) v € L} () und es gibt eine Konstante M = M,,, so dass

loc

‘(—I)M/uﬁ”go dz
Q

1 1
< Mullpll o) fiir alle ¢ € Cg°(), |7| < k, wobei g—i—? =1

Falls (ii) gilt, dann kann man zusatzlich zeigen, dass die schwachen Ableitungen 07w fir alle
7| < k die Abschitzung ||07ul| ey < My erfiillen.

Beweis. Falls (i) gilt, konnen wir mit der HOLDER-Ungleichung abschétzen:

—1)hl Yo d = Tup d
‘( )/Quago xDef.m/Q({)uapx

< du
Ho6LDER-Ungl. ‘H ”Lq(Q) H(pHLq’(Q),

Nullyy kg 0)="Mu
und es gilt u € LY(Q) C L, (D).

Fiir den Fall, dass (ii) wahr ist, bemerken wir zunéchst, dass fiir ¢’ € [1,00) der Raum
C5°(Q) eine beziiglich der LY -Norm dichte Teilmenge in L7 () ist, da bekanntlich CJ(€)
dicht in Lq/(Q) liegt, und man CJ-Funktionen durch Faltung mit C§°-Funktionen in der
C°-Norm und damit auch in der L -Norm approximieren kann, vergleiche Korollar im
Anhang.

Fiir jeden Multiindex vy mit |y| < k ist die Zuordnung ¢ + L. (p) := (—1)1! Jqudp dx
ein lineares und nach Voraussetzung beziiglich der L7 -Norm stetiges Funktional auf C5e ().
Durch stetige Fortsetzung erhélt man fiir jeden Multiindex « mit |y| < k ein Funktional

L, e (Lq’(Q))*.

Bekanntlich ist (qu(Q))* isometrisch isomorph zu dem Funktionenraum L7(Q) (siehe z.B.
[3, Satz 4.12|). Dies liefert die Existenz einer Funktion v € L9(£2) mit

L (p) = /Qqu dz  fiir alle ¢ € LY (),

speziell also
L (p) = Ly (p) = (=M / udlp dr = / o dr firalle ¢ € C5°(9).
Q Q

Als schwache Ableitungen von u erhalten wir also 97w := u” € L(Q) fiir |y| < k. Schlieflich
beachtet man, dass fiir v = 0 nach dem auch in héheren Dimensionen giiltigen Fundamen-
tallemma, Lemma mit © C R"™ anstelle von I C R, gilt u = u® Z"-fast iiberall auf
Q. Damit stimmt u .#"-fast {iberall mit der Funktion u® € L%(Q) iiberein, also ergibt sich
sogar u € L9(Q2). Zusammen ergibt dies nach Definition u € Wha(Q). Zusitzlich gilt
wegen der (nach [3, Satz 4.12| giiltigen) isometrischen Isomorphie (L7 (Q))* = L9(Q) und
wegen der Dichthei von C§°(Q) in LY (Q)

[07ull oy = 0oy = 1 Enllgrqay = sup 1Ex(Dl = sup  |Ly(e)] < M
rerd (o) PECH(Q) (ii)
11, <1 1l qf (g <1
Ul

"Diese Dichtheit geht in der Tat in der letzten Gleichheit des Beweises ein; denn die Norm einer be-
schrankten linearen Abbildung auf einem linearen normierten Raum ist identisch mit der Norm auf einer
dichten Teilmenge des Funktionenraums.
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Von fundamentaler Bedeutung fiir die Beziehung zwischen verschiedenen SOBO-
LEVraumen und zwischen SOBOLEVraumen und klassischen Funktionenrdumen sind die
Einbettungssiatze von SOBOLEV und MORREY, die wir hier fiir allgemeine Raumdimen-
sionen n > 1 nur nennen, aber nicht beweisen wollen. Die in unserem Kontext relevante
Raumdimension n = 1 erlaubt allerdings einen elementaren Beweis von starkeren Einbet-
tungsaussagen, die wir spiter in Satz [2.15] nachholen.

Satz 2.9 |[EINBETTUNGSSATZE FUR SOBOLEVFUNKTIONEN]|
Seien k,l € NU{0}, 1 < p,q < oo, a € (0,1) und 2 CC R™ mit 9Q € C*1. Dann gelten
die Aussagen:

(i) (SOBOLEV) Falls k=1 und k— 7 >1— 2, dann ezistiert eine stetige Einbettung
Wka(Q) — Whr(Q).

Das bedeutet, dass W*(Q) € WHP(Q) und dass es eine von u unabhingige Konstante
C =C(Q,n,p,q,1, k) gibt, so dass ||lullyrr) < Cllullwra fir alle u € Wha(Q).

Falls zusdtzlich k — % > 1 — % und k > 1, dann ist diese Finbettung kompakt, das

heift, falls {u;}; C WH(Q) mit willwra) < C (unabhingig von i), dann existiert
eine Teilfolge {ug, }; mit uy; — w in WHP(Q).
j—00

(i) (MORREY) Fulls k — 2 > 1+ o, dann gibt es eine stetige Einbettung
Wka(Q) — Ccho(Q).
Falls zusdtzlich k — % > |+ «, dann ist diese Einbettung kompakt.

Bemerkung: 1. Wie schon mehrfach bemerkt (vgl. z.B. die Bemerkung im Anschluss
an Lemma , muss man die Einbettungsaussagen im Sinne von Représentanten
verstehen. So bedeutet beispielsweise Teil (ii) der obigen Aussage genauer: unter den
genannten Voraussetzungen an die Exponenten k,[,n,q und « gibt es zu jeder Funk-
tionenklasse [u] € WH4(Q) einen Vertreter u* € [u] mit u* € CY¥(Q). In der Regel
wird man mit diesem durch seine Regularitit ausgezeichneten Vertreter weiterargu-
mentieren. Der Einfachheit halber nennt man diesen Repréisentanten wieder u.

2. Falls man den Differenzierbarkeitsindex k& der SOBOLEVfunktion geniigend weit ,hoch-
schrauben® kann (z.B. mit Hilfe von Differenzenquotienten bei Losungen von Variati-
onsproblemen (vgl. Kapitel [5.1])), dann liefert (ii) klassische Regularitit.

3. Betrachte den Grenzfall p = oo, der in Teil (i) nicht erlaubt ist, fir £ = 1, [ = 0.
Mit ¢ := oo ergibt sich 1 — 2 =0 — % =0, also ist die in (i) geforderte nicht strikte
Ungleichung an k,n, q, [, p erfiillt, aber es gilt

whn(Q) ¢ L=(Q).

Das sieht man etwa durch die Funktion u(z) := log (1 + |log|z||) fir x € B;(0);
denn u ¢ L>®°(B1(0)) aber fiir n > 2 ist u € WH™(B1(0)). Fiir n = 1 hingegen gilt
WhHi(Q) c C%(Q) C L>(Q), wie wir in Satz beweisen werden.
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Aus dem hier unbewiesenen Satz lassen sich einige fiir den Umgang mit SOBO-
LEVfunktionen im R sehr niitzliche Hilfsmittel herleiten, die wir hier nur zum Teil bewei-
sen werden: POINCARE-Ungleichungen (Korollare und , Produkt- und Kettenregel
(Proposition (i), (ii)), Transformationssatz (Proposition (iii)) und einen Fortset-
zungssatz fiir SOBOLEVfunktionen (Satz . Auch fiir diese Resultate kann man im Fall
n = 1 teilweise stérkere Versionen mit elementaren Beweisen erzielen, siehe z.B. die fiir die
Existenztheorie niitzlichen Varianten der auf Satz[2.15 beruhenden Poincaré-Ungleichungen,
die wir im Anschluss an diesen Satz angeben.

Korollar 2.10 [,ABSTRAKTE" POINCARE-UNGLEICHUNG]|

Sei 1 < g < o0, Q eine beschrinkte, zusammenhdngende, offene Teilmenge des R™ mit Lip-
scHITZrand. Sei KK C WH4(Q) eine beziiglich || - |y1.a abgeschlossene Menge, die zusdtzlich
ein Kegel ist, das heifst fir u € K ist auch Au € K fiir alle A > 0, und 0 € K sei die einzige
konstante Funktion in K.

Dann ezistiert eine Konstante C = C(n,q,Q,K) mit

lulla) < ClIVullpaiy — fir alle u € K.

Beweis. Die Annahme des Gegenteils fithrt auf die Existenz einer Folge {u,}m C K\ {0},
so dass

1
[Vm|l e < EHumHLCI(Q) fiir alle m € N,

so dass auch speziell |u||fqaq) > 0 fiir alle m € N. Dies erlaubt die Betrachtung der nor-

mierten Funktionen vy, := Huﬂl%’ mit [|vm || faq) = 1 fiir alle m, und
Vu 1
IVUm|lpa) = m < —  fiir alle m € N. (2.8)
lumllLa@) —~ m

Das bedeutet insbesondere

1\¢ 1/q
Mgy < (14 [ — <9
ol < (14 (1)) <

Wir unterscheiden jetzt die beiden folgenden Fiélle:
1. Fall: ¢ =
Satz (ii) liefert W*°(Q) c C%1(Q) und die Abschiitzung lomll o1 (@) < € Der Satz von

ARZELA-ASCOLI liefert eine Teilfolge, fiir die gilt v,,, — v in C%(Q). Also insbesondere
1—00

U, — v in LI(Q).
1—00
2. Fall: g < 00
Satz (i) mit & =1, 1 =0 und der Tatsache k — 2 > 0 — 7 liefert eine Teilfolgeﬂ {vm, }i,

q
fiir die gilt vy,, — v in LI(Q).
1—00

Damit folgt in beiden Féllen fiir die Grenzfunktion [|v||zq) = 1. Die Regel der parti-
ellen Integration (Definition liefert fir alle i € N, I € {1,...,n} und ¢ € C§°(Q2) die

Beziehung
/ U, O do = —/ O, dz.
Q Q

8Normalerweise ist es iiblich, fiir dieses Argument den Einbettungssatz von RELLICH (siche z.B. [3]
Satz A6.1]) zu zitieren; der SOBOLEVsche Einbettungssatz, Satz (i), ist hier eigentlich nicht nétig. Aus
pragmatischen Griinden verzichten wir in unserer Darstellung aber auf den RELLICHschen Satz.
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Der Grenziibergang i — oo liefert dann wegen ([2.8]) mit der HOLDER-Ungleichung
/ vOjp do = —/ Op dz  fiir alle ¢ € C5°(Q). (2.9)
Q Q

Also ist v € W19(Q) mit schwacher Ableitung Vv = 0, und aus (2.8) folgt Vuv,,, — 0 = Vv
und damit insgesamt v, — v in WH9(Q). Da K ein abgeschlossener Kegel beziiglich
1—r 00

| - ke ist, gilt v € K. Da Q als zusammenhéngend vorausgesetzt ist, impliziert Lemma
dass ] v = konst. in Q. Nach Voraussetzung muss damit v = 0 sein. Das ist jedoch ein
Widerspruch zu [|v|[zqa(q) = 1. O

Korollar 2.11 [POINCARE-UNGLEICHUNGEN]|
Seien @ CC R"™ offen und 1 < g < oo. Dann gilt:

(i) Falls q € [1,00), dann existiert eine Konstante C' = C(2,n,q), so dass

/Q\url dz < C’/Q (Vul? dz fiir alle uw € Wy 9().

1) Falls Q) zusammenhangend st un € =, dann gibt es fur alle 8 € (0,1] eine
ii) Falls h d d oy e C%1, d b f lle B 0,1
Konstante C = C(Q,n,q, ), so dass

/ lul? dx < C/ \Vul? dz fir alle w € WH(Q) mit £"({u = 0}) > BL"(Q).
Q Q

(iii) Falls Q zusammenhingend ist und 0Q € C%', dann gibt es eine Konstante C' =
C(Q,n,q), so dass

/ lu —Tug|? de < C'/ \Vu|? dz  fiir alle v € WH(Q),
Q Q

wobes

uq ::][Q u(x) dx.

Zusatz: Falls Q = Br(x) fir ein x € R" und 1 < ¢ < oo, dann gilt C(Q,n,q) = C(n,q)R?
in Teil (1) und (iii), sowie C(2,n,q, 5) = C(n,q, B)R? in Teil (ii).

Bemerkung:

Fiir den Grenzfall ¢ = oo, der in den Teilen (ii) und (iii) zugelassen ist, muss man die

Integrale durch das essentielle Supremum ersetzen. Genauer gesagt gelten die Ungleichungen
ul| o) < Cl|Vullpeo(@rny  fiir alle u € W (Q) mit 2" ({u = 0}) > 8.2"(Q)

unter den Voraussetzungen in (ii), sowie

Ju =T @) < ClIVullpe@orny — fiir alle u e WH(Q).

“Diesen Schluss erhielte man fiir n = 1 mit ([2.9) auch durch Anwendung des Fundamentallemmas von
DuBois-Reymond, Lemma fir Q:=1=(a,b) C R.
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Beweis. Der Teil (iii) folgt direkt aus der abstrakten POINCARE-Ungleichung, Korollar .
Den Teil (i) kann man entweder direkt beweisen (vgl. z.B. [3| Lemma 4.7]) oder tiber ein
indirektes Argument wie im Beweis von Korollar Den Teil (ii) kann man ebenfalls
iiber ein indirektes Argument dhnlich wie im Beweis von Korollar zeigen — eine direkte
Anwendung dieses Korollars auf die vorliegende Situation ist aber auch méglich. Die expli-
zite Abhéngigkeit vom Radius R fiir Q = Bg(x) (oder fiir dhnlich gleichméRig skalierende
Gebiete wie z.B. fiir 2 := Bg(x) \ Br/2(x)) erhélt man mit einem einfachen Skalierungsar-
gument. O

Mit Hilfe von Approximationsargumenten kann man aus der klassischen Produkt-
und Kettenregel fiir glatte Funktionen die entsprechenden Differentiationsregeln fiir So-
BOLEVfunktionen herleiten. Gleiches gilt fiir den Transformationssatz, wenn man SO-
BOLEVfunktionen mit LipPscHITZstetigen Funktionen komponiert. Wenn man SOBO-
LEVfunktionen mit SOBOLEVfunktionen verkniipfen will, bedarf es einer eingehenden Un-
tersuchung der Abbildungseigenschaften. Insbesondere die LUSINeigenschaft ist dabei zu
beachten: Fine Funktion besitzt die LUSINeigenschaft, wenn sie Nullmengen auf Nullmen-
gen abbildet. Diese Eigenschaft kann man in der Tat fiir LiIPSCHITZstetige Transformationen
vergleichsweise leicht nachweisen, siche z.B. [3, Lemma 2.26|. Eine allgemeinere Kettenre-
gel fir SOBOLEVfunktionen findet man beispielsweise in [92]. Zur LusiNeigenschaft auch
im Zusammenhang mit der Giiltigkeit der Flichenformel findet man interessante Informa-
tionen in [40] und in den dort zitierten Arbeiten. So haben MALY und MARrTIO |58, [57]
(siehe auch [52] [63]) durch Modifikation eines Beispiels von CESARI eine SOBOLEVfunktion
Y € WE(R™ R™) N C°(R™, R™) mit der iiberraschenden Eigenschaft

¥(]0,1] x {0} x ... x {0}) =[0,1]" Cc R"

konstruiert. Offensichtlich hat diese Funktion v nicht die LuUsINeigenschaft, so dass die
Flachenformel und der Transformationssatz auf diese Transformation nicht anwendbar sind.

Proposition 2.12 [PRODUKT- UND KETTENREGEL, TRANSFORMATIONSSATZ|

(i) Seien u € WL9(Q),v € WIP(Q) und 1 < p,q,7 < oo mit % —l—% = 1. Dann ist
uv € WL (Q) mit
V(uw) = (Vu)v + u(Vv).

(ii) Seien f € COY(R) miﬂ f(0) =0, und u € WH9(Q), 1 < g < co. Dann ist fou €
Wha(Q) mit
V(fou)=f(u)Vu L"-fast iiberall in Q.

(Nach dem Satz von RADEMACHER (siehe z.B. [93]) folgt aus f € CYY(R) die Existenz
von f'(z) fiir £"-fast alle z € R; allgemeiner gilt fir F € C%(R",R™) die (totale)
Differenzierbarkeit von F £™-fast iberall.)

(iii) Seien Qq,Q9 offen im R™, ¢ : Q1 — Qg ein Bi-LIPSCHITZhomdomorphismus mit
Lipg,p < L, Lip%w*l < Lundu € Wh4(Qy), 1 < q < 0o. Dann ist uoyp € Wh4(Qy)
mit

V(uo) =[(Vu)op]Dyp  L"-fast iberall in Oy

Dije Zusatzbedingung f(0) = 0 ist fiir beschrinkte Gebiete nicht nétig, fiir ¢ = oo ist sie auch fiir
unbeschriankte Gebiete nicht notig.
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und
woYllwia,) < Cn, D)l[ullwiaqy)-

Beweis. Fiir Teil (iii) verweisen wir auf den Beweis von [3, Satz 2.25|, der sich auf die
vorliegende Situation iibertragen lisst. Eine vereinfachte Variante von Teil (ii) wird in einer
Ubungsaufgabe behandelt, die allgemeine Aussage wird z.B. in dem Buch von ZIEMER [03]
bewiesen.

Es soll hier nur Teil (i) fiir den Fall p, ¢ < co bewiesen werden. Zunéchst stellen wir ganz
allgemein mit Hilfe der HOLDER-Ungleichung fest, dass fir f € L1(Q) und g € LP(2) das
Produkt f - g von der Klasse L"(£2) ist; denn

JRERYIETE (/Q|f|7"?dx>g (/Qrgr“?dxy.

Auflerdem gilt fiir Funktionen f; — f in quoc
L} .(92); denn

loc
</Q P da:)g (/Q gl dx>;

= i = Flacery - Nolinery =2 0 firalle & cc @

(Q) fiir ¢ — oo die Konvergenz f;-g — f-g in

IN

/|fi'g—f'g|rdx
Q/

Analog weist man nach, dass fiir f € L%(Q) und g; — g in L] () die Konvergenz g;- f — g-f
in Lj .(§2) folgt, was unsere allgemeinen Voriiberlegungen abschliefst.

Nach Proposition (i) existieren wuy,, v, € C*(Q), so dass u;, — u in T/Vl})cq(Q) und
U — U in VVllof(Q) Nach den Vorbemerkungen stellen wir also fest, dass die Funktionen
UV, Uy - 0 und Uy, - vy fir m,m’ € N von der Klasse L"(Q2) sind. Dasselbe gilt fiir die
Summen von Produkten (Qjum,) « Uy + UmOjvmr, (Qty,) - v + upmdv, und (Opu) - v + udyv.

Nach der klassischen Produktregel gilt

[t (010) do = = [ (@) + @) d i alle p € (@),
Q Q

also nach dem Grenziibergang m’ — oo fiir festes m € N nach der obigen allgemeinen
Voriiberlegung zur Li, -Konvergenz angewandt auf g, := vy bzw. g, 1= Ojvyy und f =
Um (O1p) bzw. f 1= (Opum)p bzw. [ = une

/ umv(0)p) de = — / ((Orum)v + um (Ov) ) dx  fir alle p € C5°(Q2)
Q Q

mit (O )v + um (Ov) =: j(umv) € L™(Q2). Also ist wegen u,v € L™(2) das Produkt w,,v

in dem SoBOLEVraum W (Q) mit schwacher Ableitung 0;(umv) = (tm)v + um (Opv).
Durch erneute Anwendung der allgemeinen Vorbemerkungen zeigt man im letzten Schritt

fir m — oo die L], -Konvergenz 0)(um,v) = 0j(uv) := (Qu)v + u(9v) € L"(Q).

Also gilt

(Umv, O (umv)) — (uv, O(uv)) in L7(Q) x L"(Y) fiir alle Q' ccC Q,

also ist {u,,v} eine Cauchy-Folge in W7 () fiir alle Q' CC Q und, da W (@) fiir jedes
Q) CC Q ein BANACHraum ist, folgt uv € W () fiir jedes ' CC Q mit schwacher
Ableitung 0j(uv) € L"(Q). Damit ist zunéchst uv € VV;’Z(Q), aber neben 0;(uv) ist nach

der Voriiberlegung auch uv € L"(f2), sodass uv € W1T(Q) mit schwachem Gradienten
V(ww) = (Vu)v + (uVv) € L™(Q) gezeigt ist. O
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SoBOLEVfunktionen lassen sich auf grofere Gebiete fortsetzen, falls der Rand des ur-
spriinglichen Definitionsbereichs geniigend glatt ist. Dabei erhélt man auf dem grofseren
Gebiet eine SOBOLEVfunktion mit verallgemeinerten Nullranddaten. Auch fiir weniger glat-
te Gebiete kann man Fortsetzungssitze beweisen, siehe dazu z.B. [90].

Satz 2.13 [FORTSETZUNGSSATZ| N
Seien 1 < ¢ < 00,k € N,Q CC R" mit 99 € C*=LL. Dann existiert fir alle Q DD § eine
lineare Abbildung E : W5(Q) — Wg’q(Q) mit (Eu)|q = u und

1Bullyip@y < CQ QK @) |ullwing) firalle0 <1<kund1<p<gq

fiir alle u € Wka(Q).

Beweis. Betrachte zunéchst die folgende Modellsituation.
Fiir u € C§°(R"™! x [0,0)) definiere

o i e
Yoy ou(y, —it)  fiir t <0,

wobei Zfill oi(—i)™ =1 fiir alle m = 0,..., k gelte. Nach dem Resultat einer Ubungsauf-
gabe hat man Equ € CF(R™).
Da nach Voraussetzung @ CC R™ und 9Q € C*~ 1!, existieren Punkte xj€0,j=1,...,R,
und Umgebungen U; mit x; € U; sowie Abbildungen ¢; € C*~11(D;) auf Gebieten
D; C R"1 so dass U; N 9K = graph(y;).

Damit existieren weiterhin invertierbare Abbildungen v; € C*~51(U;, R™) mit ¢;(U;) =
B1(0) und l/lj_l € Ck1L1(By(0),R"), die (nach geeigneter Rotation) gegeben sind durch

5(u.1) :=jj<<y,t—wj<y>>—mj> fiir alle (y,1) € U;

und

&) = wi+ A (& T+ 9(€)  fiiralle (€,7) € Bi(0),
wobei A; > 0 geeignete Streckungsfaktoren sind. Es gilt ¢;(z;) = 0 und ¢;(U; N Q) =
B{ (0) = B1(0) N {R""! x (0,00)}, und durch Auswahl eventuell kleinerer Teilgebiete kann

man es einrichten, dass 02 C Uy U ... UUgr CC Q. Zusétzlich existiert ein Uy C € offen,
so dass Q C Uf:o U;. Wahlt man nun zu dieser Uberdeckung eine Zerlegung der Eins, d.h.

Funktionen n; € C§°(U;) mit 0 < n; <1 und Z?:o n; = 1in €, dann gilt fiir

Bi<o>>> oV

) cc BHO)U (B1(0) x {0})

Eju = <E0 <(7]Ju) o ’gb;l

dass

supp ((njU) o ;!

By (0)

und durch Fortsetzung durch den Wert Null aufserhalb des Trégers

€ WhIR™ ! x (0, 00)).

-1
‘) o 3
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Damit ist supp(E u) CC U; cC Q, und nach Proposition (ii) ist Eju € Wg’q(ﬁ). Mit
Proposition 2.12] gilt dann

1Ejullyna@y < CWg Uss s k) lullwn.ae)

Bf(o>>> > ¥ilo

Man hat

Ejulg = (Eo ((nju) o g3t

= | E ) ot >> o Y;
(0((%) 7/13 BH0) 5+ 0) Vil

= () o5 Vil

:nju.

Die Setzung Fu := nou + Zle Eju liefert also mit Hilfe der Eigenschaften der Zerlegung
der Eins

Bty < O 8 m ) [ullyrsay
und Eulg = nou + Zle Ejulg, = Zf:o nju = u. O

Mit Hilfe dieses Fortsetzungssatzes kann man das lokale Approximationsresultat fiir
SoBoOLEVfunktionen, Proposition durch einen globalen Approximationssatz ergédnzen.

Korollar 2.14 [GLOBALE APPROXIMATION]|
Seien 1 < ¢ < 00,k € N und @ CC R" mit 99 € C*=V1. Dann existiert zu u € WH9(Q)
eine Folge {uy,} C C®(Q) mit uy, — u in WH(Q).

Beweis. Betrachte mit Satz Eu € Wg’”q(ﬁ) fiir ein Gebiet © D> Q. Dann existieren

nach Definition (iii) v € C3°(Q) mit vy, — Fu in W*(Q). Damit folgt fiir u,, :=

m—00

Umlg € C(Q) die Konvergenz t,y, —u in Wha(Q). O

Wir beenden dieses Kapitel mit einigen Resultaten fiir die spezielle Situation einer
Raumdimension. Von zentraler Bedeutung fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung ist der
folgende Einbettungssatz, den man elementar beweisen kann. Daraus ergeben sich ein-
fache Varianten der POINCARE-Ungleichungen und ein Hebbarkeitssatz fiir Singularité-
ten von SOBOLEVfunktionen auf Intervallen. Letzteres erlaubt eine einfache Konstruk-
tion von Vergleichsfunktionen fiir Variationsprobleme durch “Zusammenkleben” geeigne-
ter SOBOLEVfunktionen sowie eine elementare Version des Fortsetzungssatzes von SOBO-
LEVfunktionen fiir n = 1.

Satz 2.15 |[EINBETTUNGSSATZ FUR n = 1|
Sei Q=1=(a,b) CR mit —oo < a < b< oo.

(i) Seiu € WHL(I), dann ist u € CO(I) mit
lullony <, fute)] da+ [ 1(a)] da < CDulbwnscn

und

u(z) —uly) = /w o' (t)dt  fiir alle v,y € 1.
y
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(i) Seiw e Wh(I) fiir g € (1,00], dann ist u € C*! (f) mit

lulleogr (7[|u |‘1dm) + PN </|u |de>

1 . -
u(z) —u(y)| < o —y|'" @ || paqry  fir alle z,y € T.

und

Bemerkung:

Teil (i) beinhaltet also die stetige Einbettung W(I) < C9(I). Wir erinnern daran, dass
dies in hoheren Raumdimensionen nicht richtig ist: W1m(Q) 4 C°(Q) fiir n > 2, vgl.
Bemerkung 3 nach Satz und die zugehérige Ubungsaufgaben. W1™-Funktionen sind fiir
n > 2 noch nicht einmal beschrankt. Der Teil (ii) von Satz konstatiert die stetige
Einbettung W14(I) — C’O’l_é(f) fiir ¢ € (1,00]. Fiir ¢ > 1 ist die Einbettung Wh4(I) —
CO1-(1/9) fiir alle ¢ € [1, ¢) sogar kompakt. Im Grenzfall ¢ = oo muss man die L?-Normen

auf der rechten Seite der Abschétzungen jeweils durch das essentielle Supremum von u und
u’ ersetzen (vgl. auch Satz [2.7] fir n > 2):

ullcory < llull oo ry + 1] oo (1) £ (1)

und )
lu(z) —u(y)| < |z —ylllu'|| ooy fiir alle z,y € 1,

so dass man eine Konstante C' = C([I) findet, so dass

lull oy < CD)lullwroem):

Beweis. (i) Zu beliebigen Punkten x,y € I wihle ein offenes Intervall I’ CC I, welches z
und y enthélt. Nach Proposition existieren u,, € C*°(I) mit u,, — uin WH(I'). Es gilt
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

U (T) — um (y) = / up,(t)dt fiir alle z,y € I und fiir alle m € N. (2.10)
y

Zwischenbehauptung: Die Mengenfunktionen E — [ |u;,(t)| dt fir BORELmengen E C I’
sind gleichmdfig absolutstetig, d.h. fiir alle e > 0 existiert ein d(¢) > 0, so dass

/ lul,(t)|dt < ¢ fiir alle BoRELmengen E C I’ mit £ (E) < § und fiir alle m € N.
E
Beweis der Zwischenbehauptung: Wir wihlen zu € > 0 ein §; > 0 und ein M (e) € N, so dass
/ [u/(t)] dt < % fiir alle BORELmengen E C I’ mit £ (E) < §;
E

und

/ uy, (t) — ' (¢)] dt < % fir alle m > M(e).
I/

[E]u’m(t)\dtS[E\u/(t)\dt+/p Wl (t) — ()] dt <

Damit folgt
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fiir alle BORELmengen E C I’ mit £ (FE) < 6; und fiir alle m > M ().
Waéhle nun noch ein § < §1, so dass

M(e)-1
Z / |ul (t)|dt < e fiir alle BorRELmengenE C I’ mit Z(E) < 6.
1 E

m=

Damit folgt die Zwischenbehauptung.
Benutzt man fum(€) — wn(n)] < | £ [ul, (D] dt
0 > 0, so dass

, so findet man zu jedem £ > 0 also ein

[t (§) — um(n)] < e fiir alle &,p € I’ mit |£ — n| < & und fiir alle m € N. (2.11)

Es gilt auch |up, ()| < |um(n)| + “ng lul, (t)] dt‘. Integration beziiglich 7 iiber I’ liefert

LI um(€)] < / i () i + 2 (I')
;

/ lup, (1) dt‘ fir alle m € N,
I/
also

lnllcogry < £, luntldn+ [ Wiu0lat = f lan+ [ wolan a2

m—o0

Wegen (2.11f) und (2.12)) gibt es nach dem Satz von ARZELA-ASCOLI eine Teilfolge wu,, — @
in C°(I"). Wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt @ = u fast iiberall auf I, also ist
@ € C°I') der eindeutige stetige Reprisentant von u|p € WL(I'), und wir schreiben
einfach u € C9(I"). Der Grenziibergang mj, — oo in liefert fiir die anfangs beliebig

gewahlten Punkte x,y € I

(@) — u(y) = / ") dt. (2.13)

Die Absolutstetigkeit der Mengenfunktion E +— [, v/(t) dt, fiir BORELmengen E C I impli-
ziert, dass die rechte Seite von ([2.13]) eine gleichméafig Stetigelﬂ Funktion von x und y ist.
Folglich kénnen wir u stetig auf I fortsetzen und erhalten die Giiltigkeit von fiir alle
x,y € I. Die behauptete Abschitzung der C°-Norm von u auf I folgt aus dieser Identitit in
derselben Weise, wie wir es fiir die approximierenden Funktionen u,, auf I’ gezeigt haben.
(i) Da I beschriinkt ist, gilt W4(I) ¢ WHL(I), und wir kénnen fiir alle x,y € T
verwenden, um mit der HOLDER-Ungleichung zu schliefsen

1
/ W (8)] dt’ < (/ u'(t)yth> “le—y|F firalle ,y € I
Y I

u(z) —u(y)| <

" Tatsichlich ist wegen o’ € L'(I) die Funktion x f; u'(t) dt gleichméRig stetig; denn fiir alle € > 0 gibt
es §(e) > 0, so dass [, u'(t)dt < e fiir alle E C I mit £"(E) < §(¢), also ist fiir z,y € I mit |z — y| < §(¢)

/u'(t)dt’ﬁ/ [ (8)] dt < <.
y [y,2]

u(z) —u(y)| <
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Damit ist u € ¢~ (T) Ebenfalls wie im Beweis von Teil (i) erhélt man fiir die Abschétzung
der C°-Norm
][ lu(t)| dt + / [ (t)] dt

|u(z)]
<][|u th> + 241 </|u |th> fiir alle z € I.

IN

IN

O

Bemerkung:

Die Giiltigkeit des Hauptsatzes der Differential— und Integralrechnung fiir SOBO-
LEVfunktionen (siehe Teil (i) von Satz [2.15]) impliziert die fiir die eindimensionale Varia-
tionsrechnung sehr niitzlichen POINCARE Unglelchungen

/\u — u(zo)|?dz < (L) /]u )9da fiir alle u € WH4(I), q € [1,00) g € 1,

und damit auch

/\u ) —arl?dz < (ZLH) /]u )|9dx fiir alle w € WhH(I), ¢ € [1, 00)

wobei 4y 1= f,u ; u(r) dz den Integralmittelwert bezeichnet, vgl. Korollar 2.11, Auch fiir ¢ =
oo lassen sich solche Ungleichungen folgern, wenn man die oben auftretenden L9-Normen
geeignet durch essentielle Suprema ersetzt.

Korollar 2.16 [v' =0 F.U. AUF {u = 0}|
Fiiru € WH(I), q € [1,00], gilt

u'(z) =0 fiir L -fast alle x € {z € I :u(z) =0}.

Beweis. Setze N, := {z € I : u(z) = 0} und definiere die Teilmenge N C N, als die
Menge der Hiufungspunkte von N,. Dann ist das Komplement N, \ NI abziihlbar; denn
fir z € Ny \ N existiert r, > 0, so dass By, (z) N Ny, = {z}. Dann liefert {B,, () :
r € N, \ NH} eine offene Uberdeckung von N, \ NX. Da N, \ N als Teilmenge von I
das zweite Abzéhlbarkeitsaxiom erbt, hat diese Menge die LINDELOF-Eigenschaft, d.h. es
existiert eine abzahlbare Teiliiberdeckung

N AN c | B, o(@n),
nelN
so dass fiir + € N, \ N ein n € N existiert, so dass x € B, ,(xn) NNy = {zn}.
Also ist tatsichlich N, \ N abzihlbar und damit eine Nullmenge. Nehmen wir nun einen
LEBESGUE-Punkt xg von u', der gleichzeitig Haufungspunkt von N, ist. Nach Teil (i) von
Satz gilt fiir {z;} € Ny \ {zo} mit z; — x9
zi
0=u(z)—u(xo) = / o/ (t)dt  fiir alle i € N
&

0

und damit auch

1
0= / o' (t) dt — /(o).

(Zi — 1}0) 0 1—00
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Lemma 2.17 [HEBBARKEITSSATZ|
Seien I = (a,b) C R mit —oo < a <b< 00,1 <q<ooundcée (a,b). Dann gilt

uwe WhH(I) <= u e WH(I\{c}) und lim u(y) =: u(c™) =u(c") = lim u(y).

y—>c— y—ct

Bemerkungen:

1. Zur Prisisierung dieser Aussage sei bemerkt, dass unter der Voraussetzung v € W14(1)
die Grenzwertaussage des Lemmas fiir den eindeutigen stetigen Reprisentanten von u gilt.
Die Riickrichtung lasst sich so interpretieren: Gilt fiir die stetigen Reprasentanten der beiden
Sobolevfunktionen u; := ul(q,¢) und uz := ul(.p) die Grenzwertaussage, dann kann man diese
Funktionen zu einer globalen Sobolevfunktion

“zusammenkleben”.

Fiir W*4(I) mit k& > 1 ist diese Aussage falsch. Um z.B. zwei W22-Funktionen auf
angrenzenden Intervallen (a,c) und (¢,b) “zusammenzukleben”, muss man dafiir sorgen,
dass auch die ersten Ableitungen der beiden Funktionen bei ¢ iibereinstimmen.

2. Mit Satz und dem Hebbarkeitsresultat, Lemma [2.17] ergibt sich fiir n = 1 auch
eine einfache Variante des Fortsetzungssatzes, Satz : Eine Funktion u € Wh4((a,b))
besitzt nach Satz klassische Randwerte u(a) und w(b). Falls I cC I, I = (¢,d), dann
kann man lineare Funktionen [;, 1l mit [1(a) = u(a), l2(b) = u(b) wéhlen, so dass l;(c) =0
und l2(d) = 0. Die zusammengesetzte Funktion

Li(x) fir z € (c,al
(x) =< u(z) fir z € (a,b)
la(x) fir x € [b,d)

ist dann nach Lemma in der Klasse Wl’q(f ) und nach einer Ubungsaufgabe sogar in
I/VO1 4 (I~ ). Da der Fortsetzungssatz, Satz auch die globale Approximierbarkeit von Sobo-
levfunktionen impliziert (vgl. , hat man mit der obigen einfachen Fortsetzungstechnik
flir n = 1 auch eine einfache Moglichkeit Sobolevfunktionen global durch glatte Funktionen
ZU approximieren.

Beweis von Lemmal217. ,=* Fiir u,u’ € LI(I) gilt u,u’ € LY(I\{c}) und die Regel der

partiellen Integration in Definition gilt auch fiir alle ¢ € C3°(I\{c}). Auferdem ist
u € WH(I) — C°(I) nach Satz

,<= Fira <z <y <c<ys <xy < b gilt mit Satz fiir den eindeutigen stetigen
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Vertreter von u auf (a,c) und fir den stetigen Vertreter von u auf (c, b)

u(rg) — u(z1) —

u( 2) — u(y1))
u(yr) — u(z1) +u(ze) — uly2)

(
u(
Y1 ]
/ u/( dt+/ o/ (t) dt
Y2
/ (1) dt
[z1,22]\[y1 ,y2]
Y2
/ ()dt—/ o () dt
r1 y
Y2
:/ tydt — [ ( dt—/ o (t) dt.
Y1

Der Grenziibergang 33 — ¢ ,y2 — ¢ auf beiden Seiten liefert dann u(zs) — u(xy) =
fgff u(t) dt. Mit u,u’ € LI(I\{c}) = L49(I) und mit dem Resultat einer Ubungsaufgabe
folgt damit w € W(I) und damit v € Wh4(T). O

Bemerkung:

Eine Anwendung von Lemma ist die Konstruktion von (zuldssigen) Vergleichsfunktionen
fiir Minimierungsaufgaben: Wir nehmen im Vorgriff auf die Regularititstheorie, Kapitel [4]
an, dass

F(u) < F(v) fiir alle v € WH(I) mit u —v € Wy (1),

und stellen die Frage:
Besitzt u € WH4(I) eine hihere Regularitit?

Ein moglicher erster Schritt zur Beantwortung dieser Frage ist die Konstruktion von
zuléssigen Vergleichsfunktionen.

A

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| |
| |
| |
| |
| |
| |
. .
xr X

Qe
—
o

b

Abbildung 2.1: Konstruktion zuléssiger Vergleichsfunktionen durch Ersetzung auf (z1, z9) :=
B&* (.%'0) .
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Sei xg € I. Dann betrachtet man

o) = {u(:c) fir z € I\ B:(z9),
h(z) fiir x € B:(xp),

wobel hlgp_(z0) = Ulop.(z,) Wnd € < dist(zo,0I). Man hat also den Minimierer u lokal
um xg durch eine andere Funktion h ersetzt und erhofft sich dadurch Aussagen iiber die
Regularitdat von u nahe xg. Zunéchst hat man dadurch die Minimierungseigenschaft von
auf B:(xg) lokalisiert:

FI\Bx(w0) (W) + FB.(z0) (1) = Fr(u) < F1(v) = FpB.(w0) (W) + FB. (o) (),

also Fp,(zo)(4) < Fp.(0)(h). Diese Ungleichung kann man nun durch Wahl besonderer
Vergleichsfunktionen h auf B.(z¢) ausnutzen. Ideen von MORREY folgend kann man z.B.
h harmonisch wéhlen, was insbesondere fiir den Fall n = 2 flir Minimalflichen oder H-
Fléchen erfolgreich ist (vgl. [65] und [19], [20], oder [21], 23] 22]). Fiir den Fall allgemeiner
parametrischer Variationsprobleme, also fiir CARTAN-Funktionale auf Flachen (n = 2) hat
MORREY auch biharmonische Vergleichsfunktionen h eingesetzt (vgl. [65, Chapter 9]).
Auch fiir Variationsprobleme hoherer Ordnung kénnen biharmonische Vergleichsfunktionen
niitzlich sein, siehe etwa die richtungsweisende Arbeit von L. Simon [82] zur Existenz von
Tori, die das WILLMORE-Funktional
/ H*dA
b

minimieren, wobei H die mittlere Kriimmung der Flache ¥ bezeichnet; siehe auch [80]. Fiir
die Regularitatstheorie allgemeiner Variationsprobleme mit nichtglatten Integranden kann
auch eine geeignete Konvexkombination von u und fQ u als Vergleichsfunktion h gewéhlt
werden, siehe z.B. [33, Chapter V, Theorem 3.1].
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Kapitel 3

Direkte Methoden:
Unterhalbstetigkeit und
Existenztheorie

Zunachst bestimmen wir eine grofse Klasse von Integranden F', so dass das zugehorige Va-
riationsintegral
F(u) = /F(ac,u(:v),u'(x))dx
T

auf SOBOLEVfunktionen wohldefiniert ist, wobei I = (a,b) C R ein offenes Intervall ist. In
vielen Féllen werden wir spéter voraussetzen, dass I endlich ist, also —oo < a < b < o0.

Proposition 3.1
Sei F: I x RN x RY — R eine CARATHEODORY- Funktion, d.h.

F(-,z,p) ist messbar fir alle (z,p) € RY x RN
und — F(z,-,-) € CORN x RN) fiir £ -fast alle x € I.

Zusitzlich existiere eine Funktion g € LY(I), so dass F(z,z,p) > g(z) fir alle z,p € RN
und fast alle x € I. Dann ist die Zuordnung x — F(z,u(x),u (x)) messbar und F(u) fir
alle w € WHU(I) mit q € [1,00] wohldefiniert mit Werten in [—||g| 117y, 00] C (=00, 00].

Beweis. Es ist zu zeigen, dass F(-,u(:),u'(-)) messbar ist. Dazu reicht es zu zeigen, dass Su-
perniveaumengen messbar sind. Ware F' = F(z,p) (und damit nach Voraussetzung stetig),
dann hitte man mit der Messbarkeit von u,u’ € LY(I,R™V) und der Stetigkeit von F sofort
die Messbarkeit der Verkettung F o (u,u’) auf I.

Im allgemeinen Fall F = F(z,z,p) argumentiert man folgendermafen. Fiir u,u’ €
L9(I,RY) gibt es eine Folge von Paaren von Treppenfunktionen (t;,t';), die mit j — oo #1-
fast iiberall punktweise gegen (u,u’) konvergiert. Wir schreiben diese Treppenfunktionen in
der Form

L
(tj(z),t'j(x)) = ZM?XAg ()
i=1
mit ug € RN x R, messbaren Mengen Ag C I mit A{ N Ai = () fir ¢ # k und fir alle
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7 € N, und zugehorigen charakteristischen Funktionen

(@) 1 fir e Al
i\xr) = .
Xa] 0 fir z¢ Al

Dann gilt fiir alle r € R

(FC40,8500) 7 (ro0) = {w € Is Fla,ty(e),¢5(2)) > r)

L b
= 121({5661 Fx,ul)>7“}ﬂA> U {mEIIF($7070)>T}\<i:LJ1Ai)
Lj _
= U (FCD) ooy nal| U |(F.0,0) " (r.o0) (UAJ)
=1

Die Mengen Ag, (F(, ug))_l((r, 00)) und (F(-,0, 0))_1((7’, 00)) sind nach Voraussetzung an
F messbar, damit auch die Vereinigung auf der rechten Seite, und deshalb schlieflich auch
F(',t]‘(‘),tlj(-)) fiir alle 7 €N.

Da F fiir #!-fast alle « € I in den letzten beiden Variablen stetig ist, gilt

F(z,tj(z),t(z)) EliaN F(z,u(z),u/(z)) fiir £ -fast alle z € I,

und damit ist F'(-,u(-),u/(-)) messbar als punktweiser Grenzwert einer Folge von messbaren
Funktionen, vgl. [3 Lemma 1.11]. O]

Zentral fiir die direkte Methode der Variationsrechnung, die in diesem Kapitel présen-
tiert werden soll, ist der Begriff der Unterhalbstetigkeit, siche auch die zugehérigen Ubungs-
aufgaben. Zur Motivation dieser schwicheren Form von Stetigkeit skizzieren wir in einer
abstrakten Situation die direkte Methode der Variationsrechnung;:

1. Man wahlt eine geeignete, nichtleere Klasse C von Funktionen, auf der das Variations-
integral F wohldefiniert ist, und auf der man F minimieren mochte.

2. Man beweist die Existenz einer unteren Schranke fiir 7, d.h. die Existenz einer Kon-
stanten 0 < C' < o0, so dass
iIclf F>-C.

3. Dann wihlt man eine Minimalfolge fiir F, das heiftt eine Folge {u;} C C mit
F(u;) — iIle./—" fir ¢ — oo.
4. Man beweist die Existenz einer Teilfolge {u;, } C {u;}, die in einer geeigneten Topo-
logie gegen ein Grenzelement u € C konvergiert.

5. Man nutzt die Unterhalbstetigkeit von F beziiglich der im vorigen Schritt verwendeten
Topologie, um zu schliefen

—00 < ifF < F(u) < liminf F(u;,) =  infF,
Schritt 2 C Schritt 4 F unterhalbstetig k—o0 Schritt 3 C
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woraus Gleichheit in dieser Ungleichungskette und damit
F(u) = ir(}f F

folgt. Damit ist das Existenzproblem gelost.

In der Tat ist die Wahl einer geeigneten, dem jeweiligen Variationsproblem angemessenen
Topologie entscheidend: Fiir Schritt 4, d.h. fiir die Auswahl von konvergenten Teilfolgen be-
vorzugt man eine moglichst wenig restriktive Topologie, wohingegen man fiir den Nachweis,
dass das Grenzelement u tatséchlich in C liegt, und fiir die gewiinschte Unterhalbstetigkeit
des Funktionals, also fiir den abschliefsenden Teil von Schritt 4 und fiir Schritt 5, gerne eine
moglichst starke Topologie zur Verfiigung hétte. Das Ausbalancieren dieser beiden gegenléu-
figen Effekte sichert bei den hier betrachteten Variationsintegralen die schwache Topologie in
SoBoOLEvVraumen. Die Unterhalbstetigkeit der Funktionale beziiglich der schwachen Konver-
genz soll nun untersucht werden. Wir suchen nach Bedingungen an F fiir dessen schwache
Unterhalbstetigkeit und formulieren dazu in der néchsten Proposition zunéchst die notwen-
dige Bedingung der Quasikonvezitit, welche auf C.B. MORREY zuriickgeht. Unterhalbste-
tigkeitssétze fiir hoherdimensionale Variationsprobleme findet man in den Lehrbiichern von
DACOROGNA [11I] und FONSECA und LEONI [32]. Fiir abstrakte Versionen in allgemeinen
BANACHraumen verweisen wir auf die Diplomarbeit von U. MENNE [61] und auf die dort
zitierte Literatur.

Proposition 3.2 [NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR SCHWACHE UNTERHALBSTETIGKEIT|
Sei I = (a,b) C R ein endliches Intervall, ¢ € [1,00), F € CO(R x RN x RY) und F
schwach unterhalbstetig in W14(I, RY), d.h.

Flu) < linl)inf F(um,)
fiir alle Folgen {u,,} € WY(I,RN) und Funktionen v € WH(I,RN) mit u,, — u in
Wha(I,RN) fir m — oo.
Dann gilt fiir alle (2o, z0,p0) € I x RV x RN

/IF(IO,ZO,po+<P’($))dx > LY(I) F(xo, 20,p0) Y € C¥YI,RY)mit (a) = p(b) = 0;
(QC)

auperdem ist F(z,z,-) konver fir alle (z,2z) € T x RV.

Definition 3.3 [QUASIKONVEXITAT|
FEine stetige Funktion F' = F(z,z,p) heiffit quasikonvex (in p) genau dann, wenn die Un-

gleichung (QQ) fiir alle ¢ € C°(I,RN) erfiillt ist.

Bemerkungen:
1. Die Bedingungen an die Testfunktionen ¢ in lassen sich zusammenfassend in der
Bedingung ¢ € VVO1 °(I,RN) zusammenfassen.

2. Zwar gilt immer die Implikation ,konvex = quasikonvex“ , doch in mehreren Raum-
dimensionen n > 2 gilt die Umkehrung im Allgemeinen nicht. Dazu verweisen wir zum
Beispiel auf das Buch von DACOROGNA [11, Ch. 4.1]. (Dort wird tibrigens fiir die Defi-
nition der Quasikonvexitdt nur die Messbarkeit und lokale Integrierbarkeit von F(z,z,-)
gefordert.) Die Quasikonvexitét ist eine schwer zu verifizierende Bedingung, deshalb sind
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einfach nachzuweisende, hinreichende Bedingungen fiir die Unterhalbstetigkeit von Funk-
tionalen von grofser Bedeutung fiir die Variationsrechnung, wie z.B. die Polykonvexitdt von
Integranden in mehreren Raumdimensionen, siehe z.B. [11].

Beweis von Proposition[3.4. Ohne Einschriankung sei I = (0,1).

Fall 1: F = F(p). Sei pg € RY gegeben. Wir setzen ¢ € C%'(I,R") durch den Wert
o(x —m) fiir x € [m,m+ 1) und m € Z, auf ganz R fort, und bezeichnen die so gewonnene
1-periodische Funktion wieder mit ¢, so dass nun ¢ € C%(R,R") gilt. Sei nun ¢, (x) =
Lo(ma) fiir m € N. Dann ist ¢, () = ¢/(ma) fiir £'-fast alle 2 € R, und ol ooy <
c. Mit ug(x) := pox und uy, () = up(z) + ©m(x) gilt dann

[ty ()] < Jug(@)] + @i ()] = [pol + [ ()] < ¢ fiir fast allex € 1

und

m—o0

[um () = uo(2)| = lpm(2)| = I* (mz)| < *Ilsf)\lcou rvy ——— 0 fiiralle z €1,

also u,;, — ug in CO(T,RYN). Dariiberhinaus haben wir [umllcoazrayy < C und damit
|umllwrrryy < C fiir alle v € [1,00]. Falls das in den Voraussetzungen gegebene ¢ in
(1,00) liegt, folgt wegen der Reflexivitat (siehe Satz im Anhang) direkt die Existenz
einer Teilfolge w,, — ug in Wh4(I, RY) fiir £ — oo und mit dem Teilfolgenprinzip dann
auch fiir die ganze Folge u,, — ug in WH4(I,R"N) fiir m — co. Wenn ¢ = 1, dann nutzt
man die Beschrénktheit des Intervalls I, um mit der HOLDER-Ungleichung Wl’q/(I ,RY) c
WL, RYN) fiir alle ¢ € (1,00) und damit die umgekehrte Inklusion fiir die Dualriume
(WYL, RN))* < (Whe' (I, RN))* zu schlieRer]} Aus w,, — ug in Whe' (I, RN) folgt nun
auch u,, — ug in WHH(I, RY) fiir m — oo.

Also ist fiir jedes gegebene ¢ € [1,00) die Funktionenfolge {um,}men zuldssig in der
Voraussetzung der Proposition, d.h. es gilt F(up) < liminf,, o0 F(tnm). Nun ist F(ug) =
[; F(po)dz = LY (I)F(po), also folgt mit der Transformation z := maz mit dz = mduz,
z(I) = ml, und der Periodizitét von ¢

LUDF(po) = Flug) < liminf Fluy,) = liminf/F(pO + o, (z)) d

m—0o0 m—o0 I

m—

= hmmf/ (po + @' (mz)) dz

1
= liminf — F(p0+<p( ))dz

m—oo M

= liminf m/ (po + ¢'(2))dz

m—oo M

:/Fp0+90 ) dz.

Genauer gesagt: die Konvergenz u, "—<° u in Wb (1, RYN) bedeutet I(uy) LEsN l(u) fiir alle linearen
Funktionale [ € (W4(I,RN))*. Fiir ein [ € (W (I, RY))* und v € WH9(I,RY) ¢ WHI(I,RY) gilt aber
nach der HOLDER-Ungleichung

- - -~ _1
l(v)] < HZH(Wl’l(I,]RN))*HUHWLl(I,]RN) < HZH(lel(I,]RN))*||’UHW1"I(I,]RN) 31(1)1 T,

:imlso ||l~‘|(wl‘q(]7]RN))* < Hl~H<W1,1(I,RN))*92”1([)1_(1/‘1). Insgesamt hat man also (ug) LimiN I(u) fiir alle
le WHY(I,RM))*.
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(Die Konvexitét der Zuordnung p — F'(z,p) werden wir im allgemeineren Fall 2 beweisen.)
Fall 2: F = F(z,2,p). Sei 29 € I, 29 € RN und py € RY. Wir definieren

Ry, = (zg,z0+h) fir 0 <h <dist(xo,0I) < 1.
Wir setzen ¢ € C%1(T,RY) wie im ersten Fall 1-periodisch auf R fort und definieren ¢y,
fiir m € N durch
@)= 2o (o —20))
Pm = m(p h 0))>

so dass om|r, € COY(Ry, RN) mit ©mlr, (x0) = ¢mlr,(xo +h) =0, da I = (0,1). Sei
uo(z) := 20 + po(z — xp) und

u (ZL‘) = {UO(.%') + QOm(.%') fir z € Rh7
" uo () fir z € T\ Ry,.

Dann gilt wieder u,, ——— ug in CO(T, RY), weil

N
lmllcom,ry) < *H@OIICo TRy 0.

Da ¢, (z) = ¢' ('} (z — 20)) fiir alle m € N, sind die Funktionen wu;, gleichméfig beschréinkt

auf I, womit {u,}men mit demselben Argument wie in Fall 1 als zuldssige Folge in der
Voraussetzung identifiziert werden kann. Wir betrachten nun

Fr, (um) = F(x,upm(x),u,,(z))dz

Ry,
m—1
_ 25/1 P, (@), 1, (2)) da,

wobei I; := (x;, xjy1) firi =0,...,m—1, und x; := xo + %, i =0,...,m. Die Substitution
y = 2 (x — x;) mit dy = J dz liefert dann wegen y(I;) = I und wegen

PN (M _sfm, h o , _ /
P (@) = ¢ (h ( wo)) = (h (@i + —y 960)) =+ = P W

die Identitat
m—1
h b h ,
Fam) = 3 o0 [ Foct it o)+ ) .

Zwischenbehauptung: Es gilt

lim Fg, (um) / / z,up(x), po + ¢ (y)) dy dz.
Ry

m— 00

Beweis der Zwischenbehauptung. Mit F € CO(RxRN xRN) und u,, == ug in CO(T, RN)
folgt: Fiir alle ¢ > 0 gibt es N = N(¢) € N, so dass fiir allem > N(¢) und i € {0,1,...,m—
1}

h h €
/F(.Z'i,UO((I?i),pO + @l(y» dy - /F(‘rl + 7y7um(xl + 7y)7p0 + @l(y))dy <3,
I I m m 2
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woraus

m—1
Fry (um) = Y ua /F(Sﬂi,UO(xi),po +¢'(y)) dy
im0 "1

h h h . ,

< ; po- /[F(Z'i + Eyvum(wi + %y),po +¢'(y)) dy — /IF(Z'i,uO(;L'i),pO + ¢/ (y)) dy
m—1

< 26]11»01252h<; fiir alle m > N(¢)

folgt. Nun ist die auf I stetige Funktion

fa) = /I Fla,uo(e)po + &) dy, w el

)

RIEMANN-integrierbar auf Ry, was die Existenz einer Zahl Nj(¢) € N mit Ni(e) > N(e)
impliziert, so dass fiir alle m > Ni(¢)

m—1
/Rh/IF(w,UO(x),po+s0’(y))dydﬂf— ; :L/IF(HSuUO(m),poMp’(y))dy < %

Insgesamt ergibt sich

Fay () — /R /I Pz, uo(),po + ¢/ (4)) dy dz

womit die Zwischenbehauptung bewiesen ist.

<e firalle m > Ni(e),

Wegen der vorausgesetzten Unterhalbstetigkeit hat man

/I\Rh F(z, uo(x), po) dx + /

F(z,uo(z),po) dz = F(uo)
Ry,

< lgri)ioréf /I\RhF(x,um(J:),u/m(x))dx—l—/ F(z,upm(z),u,,(z)) dz

Ry, o
=uo(z) =up(z)
= / F(x,up(x),po) dz + lim inf/ F(x,um(x),ul,(z))dz,
I\Rh m—r0o0 Rh

:th (u’m)
da u,;, = ug auf I'\Ry. Es gilt also nach der Zwischenbehauptung
1

1 1
/ F(z,uo(x),po)dz < —liminf Fg, (up) = — lim Fgr, (um)
h Jg, h h

m—ro0 m—ro0

=5 | [ F@u@mn+ ) dyas

Fiir h — 0 folgt dann mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und der Definition von
uQ

F(x0, 20, p0) < /F(x07207p0 +¢'(y)) dy,
I
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womit die Beziehung gezeigt ist; denn es gilt Z1(I) = 1.

Es bleibt die Konvexitiit von F(x, z, ) fiir alle (x,z) € I x RY zu beweisen. Dazu reicht
der Konvexitéitsnachweis in p fiir beliebige festgehaltene zo € I und zy € RY. Die volle
Behauptung fiir (z, z) € I x RY folgt dann durch stetige Fortsetzung.

Seien nun dazu pi,pa € RY und p = Ap; + (1 — \)p fiir eine beliebige Zahl A € [0, 1].
Auflerdem definiere die LIPSCHITZstetige Funktion

5( xp1 fir x €0, ],
xX) =
v Mt (x— Npe fiir 2 e (A1),

so dass
fii 0, A
../(x): p1 ur:UE [ ? )7
pe  fiir x € (A 1].
Sei nun () := ¢(x) —@(0) —pxr = ¢(z) —pxr € C*1([0,1],RY). Dann gelten nach Definition
von ¢ die Identitaten ¢(0) = 0 und ¢(1) = @(1) — p = 0. Also ergibt sich mit der oben
bewiesenen Ungleichung (QC) fiir pg := p und diese Wahl von ¢

F(%O,ZO, Apl + (1 - )\)pQ) = F(:BOvZOvp)

< / F(zo, 20,7 + ¢'()) dy
;

>

1

= [ F(zo,20,p1) dy+/ (x0, 20, p2) dy
0 A

= AF(z0,20,p1) + (1 — A) F (20, 20, p2)-
OJ

Bemerkung:

Fordert man die schwache Oberhalbstetigkeit (d.h. F(u) > limsup,,_,.. F (um)) anstelle der
schwachen Unterhalbstetigkeit in Proposition dann ergibt sich mit umgekehrtem
Ungleichheitszeichen, und F(z, z, -) ist konkav in p.

Mit dieser Beobachtung erhélt man

Korollar 3.4
Sei I = (a,b) mit —o0o < a < b < +oo und F € CO(T x RN x RY),q € [1,00). Dann ist
die Abbildung v — [; F(z,v(z),v'(z)) dz genau dann schwach stetig in Wh4(I,RY), also
stetig beziiglich der schwachen Konvergenz in Wl’q(I,]RN), wenn F(x,z,p) linear in p ist
fiir alle (z,2) € I x RN, d.h. wenn es A € C°(I x RN, RN) und B € C°(I x R") gibt, so
dass

F(z,z,p) = A(x,2) -p+ B(z,2z)  fir (z,z,p)€lxRY xR". (3.1)

Beweis. ,=*: Mit der schwachen Stetigkeit von F ist F(u) = limy, o0 F(Us,) fiir alle in
Wha(I,RY) schwach konvergenten Folgen u,, — u. Also ist F schwach unterhalb- und
oberhalbstetig, d.h. F'(z, z, -) ist konkav und konvex nach Proposition und der sich daran
anschlieffenden Bemerkung. Damit ist F' linear in p, was die Gestalt von F' impliziert.
Die Stetigkeit von A und B folgt aus der Tatsache, dass F' € C°(I x R x R"). Tatséchlich
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kann die Stetigkeit von B direkt aus (3.1) abgelesen werden, indem man p = 0 einsetzt.
Anschliefend kann man mit der Wahl p := ¢; € RY fiir die Standard-Einheitsvektoren
er,...,en € RY die Stetigkeit der Komponenten A’ fiir i = 1,..., N aus der Stetigkeit von
B und F' in gewinnen.

»<="“ Wir zeigen die Riickrichtung der Einfachheit halber nur fiir ¢ > 1. Eine Folge
{um} € WH(ILRN) mit u,y, "= w in WH(I,RYN) ist nach Lemma in Whe(1,RM)
beschréinkt, d.h., es gibt eine Konstante C' unabhéngig von m, so dass |[um |ly1.qrryy < C
fiir alle m € IN. Weiterhin gibt es nach Satz in Verbindung mit dem Satz von ARZELA-
AscoLl eine Teilfolge, die gegen u in C°(T,RY) konvergiert. Nach dem Teilfolgenprinzip
gilt dann auch u,, — u in CO(I, RY) fiir m — oo, und wir kénnen abschitzen

F () — Flu)] = ‘ /1 Fa, (), o, (2)) dz — /I Fla, u(z), v (2)) dz

<

/ A, () - (ty() — o (2)) da

I
+ /I\A(x,um(as)) — Az, u(@))||, (z)| dz
+ /I\B(:U,um(q:)) — B(z,u(x))|dz m—00 0:

denn mit der Stetigkeit von A und B und der gleichméfigen Konvergenz der u,, gegen u
gehen die letzten beiden Terme auf der rechten Seite wegen ||um ||y rvy < C gegen Null,

wahrend mit der schwachen Konvergenz u,, "X 4 der erste Ausdruck auf der rechten Seite
gegen Null konvergiert. Damit gilt also

| F (um) — F(u)] 2= 0.
OJ

Ein in den Anwendungen leicht nachpriifbares hinreichendes Kriterium fiir die Unter-
halbstetigkeit von Variationsintegralen liefert der Unterhalbstetigkeitssatz von TONELLI.

Satz 3.5 [TONELLI]
Sei I = (a,b) mit —oco < a < b < 400 und auflerdem

(Ul) F,F, € C°(I x RN x RM),

(U2) F >0 (alternativ auch F(z,z,p) > g(x) fir alle (z,p) € RY x RY und £ -fast alle
x € I und fiir eine Funktion g € L'(I)),

(U3) F(z,z,-) konver in p fiir alle (z,2z) € I x RV,

Dann ist F(u) := [; F(z,u(z), v (z))dz schwach unterhalbstetig in Wh1(I,RN) fiir alle
q € [1,00).

DEGIORGI [14] konnte einen solchen Satz unter einer abgeschwiichten ersten Bedin-
gung beweisen: Anstelle von Voraussetzung (U1) reicht es, wenn F' eine CARATHEODORY-
Funktion ist, d.h. F(-,z,p) ist messbar fiir alle (z,p) € RY x RY und F(z,-,) ist stetig
fiir #1-fast alle z € I. Diese DEGIORGI-Variante werden wir fiir den Existenzbeweis fiir
CARTAN-Funktionale in Abschnitt benotigen. Es gibt zahlreiche weitere Verallgemei-
nerungen und Verschéirfungen dieses Unterhalbstetigkeitssatzes auch in Dimension n = 1,
siehe dazu die Resultate und weiterfithrenden Literaturhinweise in [I], [6], und [7, S. 109ff].
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Beweis von Satz[3.3. Wir fiihren den Beweis nur unter der Voraussetzung F > 0 (sonst
betrachte das modifizierte Funktional 7+ [, |g(z)| dz). Da I C R beschrénkt ist, kénnen wir
ohne Einschriinkung annehmen, dass die Folge {uy, }xen schwach in W11 (I, RY) konvergiert,
vgl. mit dem Argument im Beweis von Proposition [3.2] Wegen der kompakten Einbettung
WL, RN) «— LY(I,RN) (siehe SatzE| (1)) konvergiert zunéchst eine Teilfolge und dann
nach dem Teilfolgenprinzip auch die ganze Folge {u;,} stark gegen u in L'(1, R") und damit
auch Z!-fast iiberall gegen w.

Wegen der Absolutstetigkeit der Mengenfunktion
IDFE »—>/ F(z,u(z),u (x))dz
E
(vgl. [3) Lemma A1.17]) gibt es zu € > 0 eine Zahl §(¢) > 0, so dass

/ F(z,u(z),u (z))dz > F(u) —e fiir alle BoRELmengen B C I mit Z(I\ B) < §(¢).
B

(3.2)
(Falls F(u) = oo, was nach Proposition moglich ist, dann findet man d(g) > 0, so dass
[ F(z,u(z),v(x))dz > 1 fiir alle BORELmengen B C I mit .#!(I'\ B) < §(¢).) Nach dem
Satz von Egorov [3, Satz A1.18] existiert eine BORELmenge Bs() C I mit LT\ Bsey) <
6(g)/2, so dass uy auf By gleichmifig gegen u konvergiert, d.h.

sup |ug(z) —u(x)| — 0 fir k — oo.
IL'EB,;(E)

Weiterhin findet man nach dem Satz von LUSIN (vgl. |3, Satz A4.7]) eine kompakte Menge
K(e) C Bj(c), so dass neben der Funktion u auch die schwache Ableitung u’ stetig auf K(e)
ist, und so dass

o(e)

LY Bso) \ K(e)) < - = LI\ K(e)) < d(e).
Somit folgt aus
/ F(z,u(z),u (x))dz > F(u) — ¢ (3.3)
K(e)

(oder fK(E) F(z,u(z),u (x))dx > 1/, falls F(u) = c0).
Wegen F' > 0 und der Konvexitéat von F' konnen wir das Funktional nun folgendermafien

2 Mochte man diesen in der Vorlesung nicht bewiesenen Einbettungssatz Satz umgehen, kann man
hier mit dem linearen Auswertungsfunktional l;(u) := u(z) fiir z € I argumentieren. Mit Satz erhélt
man nicht nur, dass [, fiir alle x € I wohldefiniert ist, sondern dariiberhinaus auch die Abschétzung

lz(w)| = |u(z < Clu , ,
)l = @) < Cllulwisgra

was zeigt, dass [y € (Wl’l(I,]RN))*, und damit folgt die Konvergenz ux(z) = lp(ur) — lz(u) = u(z) fir

k — oo fiir jedes = € 1.
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Fx, 2, )

A

I

I

I

I

I

I

/ / p

u Uy,

Abbildung 3.1: F' ist konvex in p.
abschétzen:

v

ko0 F(z,u(z), v (z))dx;
[ P e)

denn die Terme A, B, C streben fiir k — oo gegen Null: Es gilt A koo, 0, da F € C°T x
RY x RM) und uy koo, gleichméfig auf K(e) und «' beschrinkt auf K(e). Weiterhin
hat man B £2°% 0, weil uy, "2 u in W1, RY) und F,(-,u(-), /() € CO(K(e), RY).
Schlieflich sieht man ein, dass C koo, 0,da F, € CO(I xRN xRY), uy, LN gleichméRig

auf K (¢) und da [luy, —u'[| 1 gy beschriinkt ist, weil {uy }xen schwach konvergent ist, vgl.
Lemma im Anhang.
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Schliefslich folgt also wegen F' > 0 mit (3.3) im Fall F(u) < oo
liminf F(ug) > / F(z,u(z),u (x))dz
k—ro0 K(e)
> /F(m,u(x),u'(:n))d:r—s:J’:(u)—5 Ve>0.
1

Falls F(u) = oo folgt liminfy_,o, F(uy) > 1/e fiir das beliebig vorgegebene & > 0. O]

Nun sind wir in der Lage, die am Anfang dieses Kapitels skizzierte direkte Methode fiir
den Beweis eines Existenzsatzes anzuwenden.
Satz 3.6 |[EXISTENZSATZ VON TONELLI]
Sei I = (a,b) mit —o0o < a < b < +00, ¢ € (1,00) und o, B € RN. Auflerdem gelte
(E1) F,F, € C%I x RN x RY);
(E2) es gibt Konstanten ¢y > 0 und ¢1 > 0, so dass

colpl? —c1 < F(z,2,p) V (z,2,p) €T x RN x RY;

(E3) F(x,z,-) ist konvex (in p) fiir alle (z,z) € I x RY.
Dann ¢ibt es eine Funktion u in der Klasse
Cla, B) = {v € WH(I,RY) : v(a) = a, v(b) = B},

welche das Funktional F in C(a, ) minimiert:

F(u) = /F(:c, u(z),d' (z))dz = inf F(.).
I Cla.B)

Beweis. Ohne Einschrinkung fiihren wir den Beweis fiir den Fall ¢; = 0, ansonsten kann
man zuerst das Hilfsfunktional F(-) := F(-) + £ (I)c; betrachten, dessen Integrand nach
Voraussetzung (E2) nichtnegativ ist. Der fur F gefundene Minimierer minimiert dann auch
das urspriingliche Funktional F. Wir diirfen also ohne Einschriankung davon ausgehen, dass
infc(aﬁ) F 2 0.

Zunéchst ist die Klasse zuléssiger Funktionen C(«, /) nicht leer, zum Beispiel liegt die die
Randwerte verbindende Gerade, also die affin lineare Funktion / : R — R~ mit /(a) = o und
I(b) = B, in dieser Menge. Es gilt also inf¢(, g) F € [0, 00) und es existiert eine Minimalfolge,

d.h. eine Folge {ug}ren C C(a, B) mit F(uy) LN infe(a,3) F(+). Aus Voraussetzung (E2)
(fiir ¢; = 0) folgt die Abschétzung

co/I\u;c(:Uﬂq dz < F(ug) koo, C%gfﬁ) F(-) < oo,

was bedeutet, dass |[u}|lpe;r~y) unabhéngig von k beschrinkt ist. Auferdem folgt aus
|u(2)| < |ug(a)| + |ug(z) — ug(a)], dass

Jup ()] < 297" | |ug(a) |7 + Jug(2) — ug(a)|?|.
——

=«
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Aus dieser Ungleichung folgtﬂ mit Hilfe der POINCARE-Ungleichung (siehe Bemerkung nach
Satz [2.15|)

/|uk($)\qd$ < c+c/|uk(x) — ug(a)|?dz
I 1
< c—i—c/]u;(x)\qda: <e,
1

also ist |ug||pe(s gy und damit insgesamt [|uglypiarryy gleichméig beschrénkt. Da fiir
q € (1,00) der Raum W14(I,R"N) ein reflexiver BANACHraum ist, gibt es nach Satz
im Anhang eine Funktion v € W4(I, RY) und eine in W4(I, RY) gegen u schwach kon-
vergente Teilfolge {uy, }iew. Nach Satz [2.15] ist HU;]{;HCO’I_l TRN) gleichméafig beschrankt,

womit man mit Hilfe des Satzes von ARZELA-ASCOLI auf die Existenz einer weiteren Teil-
folge schlieft, die wir ebenfalls mit {ug, };ex bezeichnen, welche in C°(T, RY) ebenfalls gegen
u konvergiert. Deshalb gilt u(a) = lim;_,o ug, (@) = o und u(b) = lim;_,o0c ug, (b) = B, so
dass u € C(a, ). Damit und mit der Unterhalbstetigkeit von F, die Satz garantiert,

folgt, dass u ein Minimierer von F ist:

inf F()<F < liminf F(ug, ) = lim F(ug) = inf F(-).
et () < F(u) < liminf F(uy,) = lim F(uy) ot ()

O

Bemerkung: 1. Die erste Bedingung in Satz lasst sich durch die Forderung ersetzen,
dass F' eine CARATHEODORY-Funktion ist, vergleiche mit der Voraussetzung von Pro-
position Dann sind auch die Voraussetzungen (E2) und (E3) nur fiir .#!-fast alle
x € I zu fordern.

2. Die zweite Bedingung des Satzes kann auch durch die eines superlinearen Wachstums-
verhaltens ersetzt werden (siehe Ubungsaufgabe):

F(z,z,p) > 60(p) >0 mit lim @—oo V (z,2) € I x RN,

lpl—o0 [P

Allerdings bendtigt man dann fiir den Existenzbeweis ein Kompaktheitsresultat fiir
den nichtreflexiven BANACHraum W11(I, RY), vel. [7, Theorem 3.7 & 2.12].

3. Anstelle von C(a, ) kann zum Beispiel auch eine der folgenden Mengen als Klasse
zuléssiger Vergleichsfunktionen gewahlt werden, denn auch dann ist die POINCARE-
Ungleichung anwendbar, vgl. mit der Bemerkung nach dem Beweis von Satz

Cla) == {veW"(I,RY):v(a) =a},

C(B) = {veWh"(I,R"):v(b) =},

C(zo) = {veWh(I,RY):v(xg) =0} fiir beliebiges z € T,
C(M) = {v e Wh(I,RN) : M(v) ::]{v(:n) dr = 0} :

3Hier und im Folgenden bezeichnet ¢ oder C' eine generische Konstante, deren Wert sich zwar von Zeile
zu Zeile dandern kann, die aber nicht von k sondern nur von den Daten ¢, F), I, co, c1, o, 8 abhéngt.
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Beispiel

Wir betrachten fiir ¢ € (1,00) das Variationsintegral
Fw) = [ W@ da,
I
welches zu gegebenen Randdaten «, 8 € RY in der Klasse

Cla, B) == {v e WH(I,RY) : v(a) = a, v(b) = B}

minimiert werden soll. Man priift leicht nach, dass alle Voraussetzungen des Existenz-
satzes, Satz erfiillt sind. Insbesondere zum Nachweis der Konvexitdt der Abbildung
p > F(x,z,p) = |p|? reicht die Beobachtung, dass die Verkettung einer konvexen Funktion
g : RN — R mit einer konvexen und monoton wachsenden Funktion f : R — R wieder
konvex ist; denn aus

gz + (1= N)y) < Mg(z) + (1 = Ng(y) fiir z,y € RY und X € [0, 1]
folgt dann mit der Monotonie von f

fAg(@) + (1= Ng(y))
Afog(x)+(1—=A)fog(y),

(fog)(Az+(1-Ny) <
<

wobei in der zweiten Ungleichung die Konvexitdt von f zum Tragen kommt. In unserer
Anwendung ist g(p) := |p| und f(s) := s9.

Also ist das Existenzresultat Satz anwendbar, und es existiert ein Minimierer u €
C(a, B) mit

F(u) = inf F.
C(a,B)

Fiir hohere Raumdimensionen n > 2 nennt man die Minimierer der zugehorigen Variations-
integrale

Flo) ::/ Vo(@)|?de, QcCC R,
Q

auch g-harmonische Abbildungen. Von besonderem Interesse sind hier g-harmonische Ab-
bildungen, die auf RIEMANNSCHEN oder FINSLERSCHEN Mannigfaltigkeiten definiert sind,
und die in eine andere RIEMANNSCHE oder FINSLERSCHE Mannigfaltigkeit abbilden. Der
Fall ¢ = 2 mit RIEMANNSCHEM Urbild und RIEMANNSCHER Zielmannigfaltigkeit ist hier
am besten untersucht, man nennt die 2-harmonischen Abbildungen einfach harmonische
Abbildungen. Einblicke in diese mittlerweile sehr breite Forschungsrichtung gewéahren z.B.
die Monographien von EELLS und FUGLEDE [26] und von HELEIN [41], siche auch [38], [34]
und die aktuelleren Arbeiten [62] [63], 64], [81], [86, 85, 87, 88, 89], [9I] zu harmonischen
Abbildungen zwischen FINSLERmannigfaltigkeiten.

Beispiel
Wir betrachten fir N =1, I = (0,1), # € R und ¢ € (1,00) das Funktional F, , definiert
durch

1
Fu,q(v) ::/ oMo' (x)|? dx
0
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und damit fiir gegebene Randdaten «, 8 € R das Variationsproblem
Fuq(w) — min! in  C(a,B) = {v e WH(I):v(0) = a, v(1) = B}.

Zuerst untersuchen wir den auf WEIERSTRASS zurilickgehenden Spezialfall u = 2 = ¢.
Dann existiert kein Minimierer in C(«, 3), falls o # 3, was wir durch ein Widerspruchs-
argument beweisen: Offensichtlich ist F,, > 0 fiir alle ¢ € (0,00) und ¢ € R, und es

gibt Folgen {up}ren C C(a, ) mit Fao(ug) LimiN 0, wie unten gezeigt wird; also ist
infe(q,8) F2,2(-) = 0. Gébe es nun ein u € C(a, ) mit Foo(u) = infe, ) Fo2(-) = 0, so
wiire notwendig v/ = 0 #!-fast {iberall in (0,1). Nach Lemma wére u dann aber kon-
stant auf [0, 1], was sich nicht mit u(0) = a # = u(1) vereinbaren liefe.
Eine mégliche Folge {ux} C C(a, B)NC>*(IR), entlang derer die Energiewerte gegen Null
konvergieren, ist gegeben durch
arctan kx
= —a)———  fii .
up(z)  =a+ (f—a) ctenk ir zeR
Tatséchlich sind wegen ux(0) = «, ux(1) = 8 diese Funktionen in C(«, 3) fiir alle k& € N.
Weiterhin berechnet man

L (8- a)? 2,2
Faalur) = /0 (arctan k)? (1 + k222)? de

(B —a)
_WPTY aretank —
2k(arctan k)2 arctant

k k—o0
1+ k2

Nun wenden wir uns allgemeineren Betrachtungen des gegebenen Variationsproblems zu und
beweisen folgende Aussagen:

1. Falls p < 0 und ¢ > 1, dann gibt es genau eine Losung u € C(a, 3) fiir gegebene
Randdaten «a, 8 € IR. Es wird sich herausstellen, dass diese Losung dariiberhinaus
mindestens von der Klasse C°°((0,1]) N C1([0,1]) ist.

2. Falls 1 > 0 und ¢ > g + 1, dann gibt es genau eine Losung u € WH4(I) mit u(0) = «
und u(1) = B fiir gegebene Randdaten «, 8 € R, wobei ¢ € (1, #) beliebig gewihlt
werden kann. Hier ist die Losung dariiberhinaus von der Klasse C*°((0, 1]) aber nicht

in C*([0,1]).
3. Falls p > 0und 1 < ¢ < p+ 1 sowie a # 3, dann gibt es keine Losung in C(a, 3).

1. Fall: £ <0
Wir behaupten: Es gibt einen eindeutigen, explizit bestimmbaren Minimierer von F 4.

Mit z# = g~ I# > 171t = 1 fiir alle 2 € (0, 1] ist
F(x,z,p) = F(x,p) = «"|p|? = |p|?  fiir alle 2 € (0,1], p e R,

was die Bedingung (E2) aus Satz zumindest fiir fast alle = € [0, 1] liefert. F(-,p) ist
messbar auf I fiir alle p € R und F(z,-) stetig in R fiir alle z € (0,1]. Wegen ¢ > 1 ist

Fy(a,p) = qz[p|"?p  fiir 2>0
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strikt monoton wachsend in p, und damit ist F' strikt konvex in p fiir alle z € (0, 1], was

Bedingung (E3) fur fast alle x € [0, 1] liefert. Deshalb lasst sich der Existenzsatz, Satz ,

in Kombination mit der sich daran anschlieffenden ersten Bemerkung anwenden, d.h. es gibt
ein u € C(a, B) mit

F = inf F, (). 3.4

u,q(u) C&l,ﬁ) u,q( ) (3.4)

Die Eindeutigkeit von u folgt aus der strikten Konvexitét von F'(z,-) in der Variablen p und

der Tatsache, dass F' = F(x,p) nicht von z € R abhéngt: Fiir uj,us € C(a, 8) und A € [0, 1]

ist nadmlich auch
Mg+ (1=Nug € Cla, ). (3.5)

Dann ist fiir A € (0,1) und u; # ug

FrugAur + (1 = MNug) = /F(az, A+ (1= Nub) de
I

< [Pread) + 0 - VF@ag)] o (36)

= AFug(ur) + (1 = X)Fpq(us).

Wairen nun u und v zwei unterschiedliche globale Minimierer von ¥, , auf C(«, 3), dann
ergibe sich fiir den Fall A = § fiir u # v wegen Fq(u) = Fuq(v) aus (3:4)-(3:6) ein
Widerspruch:

1 1 1 1
Fugu) = =F,q(u)+ =Fpuqv > Fuqlzu+zv > u).
() 5 (1) 5 nq(v) B9 u,q(2 5 ) 63 .63 (u)

Die Funktion u ist also der eindeutige Minimierer von F, ,.

Alternativ kann man fiir den Beweis der Eindeutigkeit auch das folgende stérkere Resultat benutzen (siehe die zuge-
horige Ubungsaufgabe, deren Losung mit einem &hnlichen Schluss gefunden werden kann):

Behauptung: Jeder schwache kritische Punkt eines Variationsintegrals mit einem in p strikt konvexen Integranden
F = F(z,p) ist strikter globaler Minimierer (und damit eindeutig). Genauer gilt fir alle u € C(a, B) mit F (u, ) =0
fiir alle o € Wy (I, RN) die Identitit F(u) < F(v) fir alle v € C(ev, 8) \ {u}.

Beweis. Man testet die schwache EULER-LAGRANGE-Gleichung
[ Foai @) ¢ (@) dz =0
mit p:=u—v € V[/(}‘q(l7 RYN) und erhilt mit der strikten Konvexitdt von F(zx,-)
Fv) = /1 F(z,0/(2)) dz > /1 [P, (@) + Fple,w () - (0 (@) — o (2))] dz = Fu).

O

Zur expliziten Bestimmung dieser eindeutigen Losung konnen wir die indirekten Methoden
des ersten Kapitels anwenden; denn wenn wir eine glatte Losung in C(«, 8) finden, so ist dies
die eindeutige Losung. Fiir eine Losung v € C2%(I) (oder auch nur v € C*([I), vgl. Korollar
lautet die EULER-LAGRANGE-Gleichung

% (a:“q]u’(a:)\qﬂu’(m)) = 0. (ELG32)
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Es gibt also ein ¢ € R mit

al ()72 (&) = ca .
Mit einem noch zu bestimmenden Exponenten ¢ > 0 machen wir den Ansatz

u(z) = ezt +az, dh W(z) = arta’™?
und

qlay |72 ]t!qﬂa}(qu)(tfl)altxtfl =cx M.

Man folgert mit Exponentenvergleich (¢ — 1)(t —1) = (¢ —2)(t — 1)+ (t — 1) = —p, also

t=——+1= 1.

—H —ptg—1
q—1 g—1 =

Aus den Randbedingungen folgt

az =u(0) =«

und

ar +a=u(l) = p,

also
q—1—p

u(x) = (f—a)r =1 +a.
Als Ergebnis lasst sich festhalten:

q—1—p

uwz) =B —-a)z =1 +a €Cla,B)NC>®((0,1])NCH([0,1])

ist der gesuchte kritische Punkt und damit auch der gesuchte eindeutige Minimierer, da
diese Funktion auch in W14((0, 1)) ist, also in dem Raum, in dem der Eindeutigkeitsbeweis
gefiihrt wurde. Die Parameter sind hier

—1-
—V“ == _1e0,1) dap<o.

J und o :=

Falls q_ql%l” € N, dann ist u € C*°(IR), sogar reell analytisch, man schreibt dann v € C¥(RR).

2. Fall: p > 0.

In diesem Fall lasst sich folgende Aussage zeigen: FEs gibt einen eindeutigen Minimierer
u € WY(I) fiir jedes G € (1, ﬁ) mit den gegebenen Randwerten o, 8 € R, wenn u+1 < ¢
gilt. Falls o # 8 und p+ 1> q > 1, dann existiert kein Minimierer in C(a, 3).

Beweis der Existenz fir p + 1 < q: Satz ldsst sich nicht direkt anwenden, da es kein
cop > 0 mit F(x,p) > co|p|? gibt, also die zweite Bedingung des Satzes verletzt wird. Diese
Schwierigkeit kann aber folgendermafen umgangen werden:
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Sei g € (1, ﬁ) Dann schéatzt man mit der HOLDER-Ungleichung ab
' (z)|fde = o (2)|iz'd 27 da
I I

</I:z:“|u’(a:)]qu>

Q
(=)

|

b

IN

Fiir Minimalfolgen
{urtren C Cla, B) == {v € WH(I) 1 v(0) = a, v(1) = B}
gilt also
/ 1 koo . 1
HukHLé(I) < cFuqug)s ——c _inf Fi,.
Mit der POINCARE-Ungleichung folgt

luellwraay < e,

und wegen ¢ € (1,00) liefert der Satz im Anhang in Kombination mit Satz eine
Teilfolge {ug, }k,en C {uk ren mit up, — w in WH4(I) und uy, — u in C°(I) fiir i — oo,
womit u € C (o, ) folgt. Mit der Unterhalbstetigkeit von F,, ; auch beziiglich der schwachen
Konvergenz in W14(I) (vgl. Satz ist u ein Minimierer in der Klasse C(a, ).

Die Eindeutigkeit folgt wie im ersten Fall aus der Konvexitit von F'(x,-) fiir ¢ > 1, also ist
der gefundene Minimierer der einzige kritische Punkt von F, ;. Die explizite Gestalt dieses
kritischen Punktes ermittelt man mit dem gleichen Potenzansatz wie in Fall 1. Dann gilt
wie dort
q=1—p
u(z) = (B —a)z T +a,

allerdings ist diese Funktion zwar in C*°((0,1]), hat aber wegen p > 0 eine unbeschrinkte
erste Ableitung auf (0, 1]. Gliicklicherweise ist diese Funktion wegen der Wahl von ¢ aber in
Wh4(T). Tatséichlich ist

~ _pnq
W7 = Cla, B, p, q)|z| a1,

und wegen 0 < pund ¢ < ¢/(p+1)

w9 H
g—1 p+1 pu—-1

und fiir die Integrabilitit von |u/|? geniigt damit der Nachweis, dass der letzte Bruch strikt
kleiner als 1 ist. Dazu reicht die Giiltigkeit der Ungleichung

1
¢ _prtl
q—1 1

)
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was aber wiederum wegen p < ¢ — 1 aus der allgemeineren Ungleichung

S t
— U t>1
s—1<t—1 ur s >t >

folgt. Tatséchlich ist die Funktion f(7) := 7/(7 — 1) streng monoton wachsend auf (1, c0).
Wir bemerken, dass der Exponent ¢ und die Funktionenklasse C (o, B) nur aus technischen
Griinden eingefithrt wurden, um die Kompaktheit einer Minimalfolge in C(«, ) zu sichern.

Bei der expliziten eindeutigen Losung u € C(«, 3) taucht der Exponent ¢ nicht mehr auf.
Beweis der Nichtexistenz fiir o = 6 und p+ 1> q > 1.

Tatséichlich werden wir infe(, g) Fuq(+) = 0 zeigen, aber fiir jedes u € C(a, 8) mit F(u) =0
ist u' = 0 L'-fast iiberall auf I = (0,1). Daraus wiirde aber u = konst. auf I folgen. Im
Falle von a # 3 ist dies ein Widerspruch (vgl. das WEIERSTRASS-Beispiel fiir = g = 2).

Um zu beweisen, dass tatséchlich infe(o g) Fpuq(-) = 0, kdnnen wir ohne Einschrinkung
annehmen, dass 4 + 1 = ¢, d.h. es reicht, die kleinstmogliche z-Potenz p zu betrachten;
denn fiir ¢ > v > 0 ist

0< Foqlv) = /Ix"|v'(x)|qu < /]x7|v'(x)|qu = Fyqv) Yvel(a,p)

und deswegen

0< inf Foq() < inf Fy ().

C(a.p) C(e.B)

Wenn also fiir den kleinstmoglichen Wert = ¢ — 1 die Beziehung infe(, g) Fpu,q = 0 gezeigt
wird, dann folgt auch infe(, gy Fjuq = 0 fiir alle grokeren p, oder anders ausgedriickt fiir
ge (1, p+1].

Die Folge
log(1+ 2 _
us(z) = (B8 — )1Z§E1 i ’i; +a €Cla,B)nCHI)
mit
e
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leistet wegen u = ¢ — 1 und ¢ > 1 das Gewiinschte:

_ B-a)r [t 1
Fuglue) = logq(Hi)/qu (H:U)qu

—a)d 1 -1 4
= (8 oz)l / < x > dz
log?(1+2) Jo \e+z e+

(B-a) [' 1
= logq(l—i—i)/o €+xdm
(B—a)
= g1l (log(e 4 1) —loge)
_ (Bay e+
© log?(1+ 1) e
_ (B-a) 1
~ logi(1+ 1) log(1 + 5)
_ (B-ay
logd=1(1 + %)
=0

Beispiel

Wir betrachten fiir / = (0,1) und N = 1 das Variationsproblem

F(v) = /01 ((1 — [V (2)]?)* + v2(x)) dz — min!

in der Klasse

€(0,0) := {v € WH(I) : v(0) = v(1) = 0}.

= 2(1—p*)(=2p) = —4(p — 1°),

—4+12p* <0 fiir |p| < 2z
V3

Folglich ist der Existenzsatz, Satz[3.6] nicht anwendbar. Tatséchlich werden wir zeigen, dass

das Minimierungsproblem in C(0,0) nicht 16sbar ist.

Die Struktur des Integranden bevorzugt offensichtlich Losungen v mit v’ = +1, dadurch
besteht hier eine gewisse Analogie zur Eikonal-Gleichung |Vu| = 1. Solche Losungstypen
tauchen auch in den Materialwissenschaften unter dem Stichwort Mikrostrukturen auf, siehe
z.B. [68] [69) 18] und dortige Referenzen.

Sei nun

(0,0)
Der Integrand F = F(z,p) = (1 — p?)? + 22 ist nicht konvex in p; denn
Fp(Z,p)
Fpp(z,p)

1 1
B(a)i= 5 —le— 5], wel0,1]

Dann ist ¢ LipscHITZstetig, und ¢ € C%1(R) = W1H°(R) sei die periodische Fortsetzung
von ¢ auf R, so dass ¢’ = +1 und ¢’ = +1 fast iiberall gilt. Wir setzen

1
i(x) = %go(kx) fir ke N.
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Abbildung 3.2: Zackenfunktion.

Dann ist ¢} (z) = £1 fiir £!-fast alle z € (0,1) und ¢ (0) = px(1) = 0. Also ist {pg}ren C
C(0,0) N Whee(I), und mit der Substitution z = kxr mit dz = kdx und 2((0,1)) = (0, k)

berechnet man

1
Floo = / z< )d
1 1
= 2k, g02(z) dz
_ 1 /
¢ periodisch
k—o00 0.

Mit F > 0 folgt infe(g ) F = 0. Fiir einen Minimierer u € C(0,0) miisste also fo (x)dz

verschwinden, d.h. u = 0 zunichst .#!-fast iiberall in (0,1), dann wegen u € WhH4(I) C
Co’l_i(f) (nach Satz D auch u = 0 {iberall in I. Dann ist aber auch «/ = 0 auf (0, 1),

was andererseits aber .
F)= [ (0~ W@ de =1
0

impliziert, Widerspruch.

Beispiel
Wir betrachten fiir I = (0,1), N = 1 und gegebene Randwerte o, € R das gegeniiber
Beispiel [3.3] leicht modifizierte Variationsproblem

Fv) = /01 ((1 — [ (x)]?)* + v(x)) dz — min!

in der Klasse
Cla, B) = {v € WH(I) : 0(0) = a, v(1) = B} £,

das nun allerdings losbar ist, obwohl F'(z, ) wie in Beispiel nicht konvex in p ist. Satz
ist daher auf dieses Problem ebenfalls nicht anwendbar. Wir behelfen uns mit der konvezen
Einhiillenden ¢ des Ausdrucks f(p) := (1 — p?)?, also dem punktweisen Supremum aller in
p € R konvexen Funktionen, deren Werte noch unterhalb denen von f(.) liegen. Hier ist
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diese Funktion explizit gegeben durch

(1-p?)?  fir [p| > 1,
o(p) = Ny
0 fir |p| < 1.

Wir betrachten das neue Variationsproblem
G(v) = /01 (p('(2)) +v(z)) dz — min! in C(a,p).
Noch ist aber die Wachstumsbedingung (E2) in Satz nicht erfiillt. Aus der Abschéitzung
(1-p)t=1-2p2+p*> %p4 fiir p? > 4

folgt aber fiir beliebiges v € C(a, 3) # @ und € > 0

1
/|v’(1‘)|4dx _ / |v'(:v)|4dx+/ /()| dar
0 In{|o'[2>4} In{lv'[2<4}

< 2/ (1 — [o'(2)[2)2 dz + 16.2"(I)
In{jv’|2>4}

< 2G(v) — 2/11(.%‘) dr + 16
I T
< 2G(v) + 2(.,%1([))1_% (/!v(m)\4 dx) + 16 (HOLDER-Ungleichung)
I
< 2G(v) + cl[v/|| pagry + ¢ (POINCARE-Ungleichung)
< 2G(v) +c(e) + 8”1]’”%4(1) (YounaGsche Ungleichung).

Wir wahlen nun ¢ = % und erhalten

1
0< §|’U/||4L4(1) <2G(v) +¢ (3.7)

mit einer von v unabhingigen Konstanten ¢/, so dass infe(a8 G > — /2 > —o0 ist. Sei nun
{vk }ken eine Minimalfolge fiir G, d.h.

G(v) <= nt G() < oo

Dann ist die Zahlenfolge {|G(vy)|} C R beschrénkt, somit wegen (3.7) auch v} | z4(;) und
mit der POINCARE-Ungleichung folgt sofort, dass

vk llwiacn < c.

Nach Satz im Anhang und Satz gibt es ein u € W14(I) und eine Teilfolge vy, — u
in WA(I) mit vy, ~— u in C°(T) fiir i — oo. Nach Satz[3.5|ist G schwach unterhalbsteti,
und daher ist

G(u) = C(i(rxl,fﬁ) g(), (3.8)

*Priziser gesagt besteht G aus einem wegen der Konvexitéit von p — ¢(p) nach Satz schwach unter-
halbstetigen und einem linearen also schwach stetigen Zusatzterm und ist deshalb schwach unterhalbstetig.
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denn u € C(a, B), da {vg, }ienw in C°(I) gegen u konvergiert. Mit Hilfe der ersten Variation
und einer partiellen Integration lisst sich zeigen (vgl. Ubungsaufgabe), dass

[ (i)~ 2 a=o

1

fiir alle n € C§°(I) gilt. Nach Lemma gibt es also ein ¢ € R mit
¢ (U (7)) —x=c fiir L fast alle z € 1. (3.9)

Da ¢ aber so gewiihlt war, dass ¢/(p) = 0 fiir [p| < 1 gilt, muss |[u/| > 1 Z!-fast {iberall auf
I seinﬂ Dann ist wegen o(p) + 2z < (1 —p?)? + 2 = F(z,p)

022,% F(-) < Flu) = /I (e(u/ () + u(z)) de = G(u) = ngg) G() < ngﬁfﬁ) F(),

also

F(u) = inf F(-).
(u) ot ()

Es bleibt noch die Eindeutigkeit des Minimierers zu zeigen. Nehmen wir an, es gebe ein
v € C(a, ), u# v, mit F(v) = infe(, gy F(-). Dann ist

cggfﬁ) F()=F) >G(v) > Gu) = ngfﬁ) G()=F(u) = cggfﬁ) F(),

und damit

G(v) = int G().

so dass wie zuvor aus der DUBOIS-REYMOND-Gleichung (3.9) |v/| > 1 £-fast iiberall auf
I folgt. Da ¢ auferhalb von [—1, +1] strikt konvex ist, gilt fiir A € (0,1)

Ap(v'(x)) + (1 = Np(u'(2)) > p(M' () + (1 = Nu'(2)) (3.10)

fiir £ '-fast alle x € I mit v'(x) # /(x). Das ist auch dann war, wenn | \v'(2)+(1-\)u/(x)| <
1, also diese Konvexkombination nicht im Bereich der strikten Konvexitdt von ¢ liegt, was
z.B. nicht ohne Weiteres auszuschliefien ist, wenn u/(z) < —1 und v'(z) > 1. Gébe es dann
tatséchlich ein A € (0,1) mit Gleichheit in (3.10)), dann wiirde wegen der Konvexitét von ¢
auf R folgen, dass der Graph von ¢ auf dem Intervall [u/(z),v'(y)] ein geradliniges Segment
ist. Das widerspricht aber der strikten Konvexitdt von ¢ in einer offenen Umgebung des
Punktes u/(z) < —1, da mit ¢/(p) = —4p +4p> die zweite Ableitung " (p) = —4 +12p* > 8
erfiillt fir alle p < —1.

SWire |u/| = 0 auf einer Menge E C I mit .Z"(FE) > 0, dann wire nach (3.9) und nach Definition von ¢
die Gleichung 0 = ¢ + = fiir .#'-fast alle x € F giiltig. Damit konnte man schreiben E = {—c} U N fiir eine
Menge N C I mit .Z*(N) = 0, so dass im Widerspruch zur Voraussetzung . (E) = 0 folgen wiirde.
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Aus folgtﬁ
AG) + (1= NGw) = A [ o(@(2))dz + A/U(a;) dz
I I

+(1-2X) /I (U (z))dz + (1= N) /u(x) dz

I
> /Igp()\v () + (1 = Nu'(z)) dz
+ /I (Av(z) + (1 — Nu(x)) dz
=G(A\v+ (1= XNu).

Wihlen wir nun A\ = %, so folgt wie in Beispiel wegen %u + %v € C(a, B) aus (3.8))

G(u) = 5(6(u) + () > GlGu+ 30) > Gu).

Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

Dieses Beispiel mit dem Hilfsfunktional G zeigt gewisse Parallelen mit der erstmals von
MORREY eingebrachten Idee allgemeiner Dominanzfunktionen fiir Integranden von geome-
trischen Variationsintegralen, vgl. [65, Chapter 9]. Die zugehorigen Hilfsfunktionale haben
oft bessere Wachstumsbedingungen und Regularitatseigenschaften, die fiir Existenztheorie
und Regularitétssitze benutzt werden kénnen, vgl. z.B. [19, Chapter 4] fiir die Existenz von
Minimalfldchen und [48] fiir die Anwendung bei CARTAN-Funktionalen.

Das folgende Beispiel ist die eindimensionale Variante einer typischen Problemstellung
der konformen Geometrie, einem Teilgebiet der Differentialgeometrie. Hier erweist sich die
Variationsrechnung als ein sehr niitzliches Mittel zur Losung. Weiterfithrende und grund-
legende Arbeiten zu diesem Thema sind u.a. von KAZDAN-WERNER [51], MOSER [60] fiir
den Fall zweidimensionaler Mannigfaltigkeiten und von S.-Y. A. CHANG, P. Youna [9]
BRANSON [5] oder PANEITZ [72] fiir vier- und hoéherdimensionale Mannigfaltigkeiten er-
schienen, siehe auch die Referenzen in diesen Arbeiten und die Monographie von CHANG
[8]. Auch heute noch ist dieser Teilbereich der Differentialgeometrie ein Gebiet mit hochster
Forschungsaktivitét.

Beispiel [Vorgeschriebene GAuss-Kriimmung in konformen Metriken]
Zur Motivation beschreiben wir kurz das Problem der vorgeschriebenen GAUSS-Kriimmung
auf zweidimensionalen Mannigfaltigkeiten. Dazu betrachtet man eine zweidimensionale, ori-
entierte, kompakte, geschlossene Mannigfaltigkeit .# mit einer RIEMANNschen Metrik gg,
und man bezeichnet mit Ky die GAUSssche Kriimmung von .. Fiir w € C?(.#) ist dann
g = e“gp eine zu gg konforme Metrik.

Es stellt sich folgende Frage: Gegeben sei eine Funktion K : # — R. Gibt es ein
w: M — R, so dass (M ,g) die GAUSSsche Kriimmung K hat?

Eine Lésung muss die Gleichung vorgeschriebener GAUSS-Kriimmung

Agow = Koy — Ke"

SWire v/ (x) = /() fiir £'-fast alle 2 € I, dann gibe es nach Lemmaeine Konstante ¢ € R, so dass
v(z) = u(x) + ¢ fiir alle z € I, woraus sofort ¢ = 0 und damit v = v im Widerspruch zur Voraussetzung
folgt, da v(a) = o = u(a) ist.
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erfiillen, wie man nachrechnen kann. Dies ist eine partielle Differentialgleichung mit einer ex-
ponentiellen Nichtlinearitdt, wobei der Hauptteil durch den LAPLACE-BELTRAMI-Operator
Ay, beziiglich der RIEMANNschen Metrik go gegeben ist. Der LAPLACE-BELTRAMI-Operator
hat Divergenzgestalt. Integrieren wir diese Differentialgleichung iiber .#, so erhalten wir
deswegen mit dem GAUSSschen Divergenzsatz und dem in der Differentialgeometrie behan-
delten Satz von GAUSS-BONNET

0:/ Agow dug

M
:/ Kodvo—/ Kewd’t)o
M M
:277)(,%/—/ Ke" duvy,
M

wobei x_y die EULER-Charakteristik, also eine topologische Invariante der Mannigfaltigkeit
M bezeichnet. Diese Identitét liefert uns also eine fiir die Losbarkeit des Problems notwendi-
ge Bedingung an die vorgegebene Funktion K, die die vorzuschreibende GAUSS-Krimmung
mit der Topologie der Mannigfaltigkeit verkniipft.

Im Folgenden beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf das eindimensionale Mo-
dellproblem

w'=Ky—Ke* inl=(0,1)
{ w'(0) = w/(1) = 0,

bei dem wir auch notwendige Bedingungen fiir die Losbarkeit des Problems beachten miissen.
Diese Aufgabe ldsst sich zunéchst auf das Problem reduzieren, in dem Kj konstant ist: Sei
z die Losung von

7" = Ky —]{Ko(:v) dr mit 2/(0) =2'(1) = 0. (3.11)

Falls w bekannt wére, so kann u := w — z definiert werden. Daraus resultiert nun zum einen
u'(0) = u/(1) = 0 und aukerdem

u =w" -2
=Ko — Ke” — Ky —f-]{Ko(a:)dx
:]{Ko(x) de — Ke“t*
:]{Ko(x) dz — Ke*e".
Das eigentliche Problem ist es also, die folgende Differentialgleichung zu l6sen:

' =c—he* mit +(0)=1d'(1) =0, (3.12)

wobei ¢ € R und h € CY(I) gegeben sind. Hat man u als Losung von (3.12) gefunden,
dann ermittelt man z als Losung von (3.11) durch einfache Integration und erhélt durch
w := u + z die Losung des urspriinglichen Problems.

1. Fall: ¢ =0. ‘ Die Gleichung (3.12)) vereinfacht sich zu

u” = —he* mit u'(0) =4/ (1) =0. (3.13)
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Der triviale Fall h = 0 fiihrt sofort zu u(z) = az + b und wegen a = /(0) = 0 zu
u(z) = b fir alle z € I. Wir wollen also den Fall weiter untersuchen, in dem h nicht
identisch verschwindet. Als erstes finden wir durch Integration die notwendige Bedingung

0=1u'(1) —u/(0) = — /01 h(z)e"® da. (3.14)

Das bedeutet, dass h in I mindestens einmal sein Vorzeichen wechseln muss. Weiterhin ergibt
sich aus (3.13]) durch Multiplikation mit der Funktion e~ und nach partieller Integration

1 1
—/ h(x) dx:/ u (2)e™®) dg
0 0

+/01(u'(33))26_“($) dz > 0. (3.15)

Das letzte Integral ist strikt positiv, da sonst v/ = 0 und was den trivialen Fall h = 0
impliziert.
Nun machen wir einen Variationsansatz zur Losung von (3.13)):

1
D(v) := 2/|1/(:c)|2d33 — min!
1
in der Klasse

1 1
Cr:={ve WH(I) : / v(xz)dx =0, / h(z)e’™ dz = 0}.

0 0
Zur Motivation dieses Ansatzes bemerken wir, dass das DIRICHLET-Integral mit der EULER-
LAGRANGE-Gleichung den Hauptteil der Differentialgleichung erzeugt, und die na-
tiirlichen Randbedingungen sind nach Proposition [L.12] genau v/(0) = /(1) = 0. Da das
Mittelwertintegral iiber v verschwindet, kann die POINCARE-Ungleichung genutzt wer-
den, so dass [[v]|2(py < c[|v'[|p2() fiir alle v € C;. Die LAGRANGE-Multiplikator-Regel in
Verbindung mit der zweiten Nebenbedingung in der Klasse C; wird auf die richtige Form

der Differentialgleichung (3.13)) fithren.

(i) Cp ist nicht die leere Menge. Um zu zeigen, dass die Klasse C; nicht leer ist,
konstruieren wir durch die Linearkombination zweier Funktionen ein w € W12(I),
das den Nebenbedingungen geniigt. Dazu sei v; = 0, so dass wegen der notwendigen

Bedingung (3.15) an A gilt

/h(m)e“l(x) dz = /h(w) dz < 0.

1 I

Nun suchen wir ein v € W2(I), fiir welches [ h(x)e’2®) dz > 0 ist. Hierfiir fixieren
wir g € I und r € R, so dass

By (w0) C Ba(o) C {x € I h(z) > ;sgphc)} C{zel:h(x)> 0}
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was moglich ist, da h nach (3.14)) irgendwo auf I positiv sein muss, und wéihlen ein
Vg € CSO(BQT(.%())) mit

2 [;|h(2)|dz +1
2@ > oL YV x € B(x9).
sup () 2By (w) o)
Daraus folgt
/h(x)e”(x) dr = / h(z)e?(®) da:+/ h(z)e?@ dg
I {h<0} {h>0}NB;(z0)
—_——
=B, (z0)
+ / h(z)e?@ dg
{h>0}\Br(z0)
>0
2.72Y(B(70)) 1 [;|h(2)|dz +1
> h(x dx+—fsuph( ]—21>O.
/{hgo} supy h(-) 2 21 (B (x0))
Wir definieren die stetige Funktion f durch
f) = /h(m)etvl(x)ﬂl_t)”?(@ dz firt € [0,1].
I
Es gilt also f(0) > 0 und f(1) < 0, so dass der Zwischenwertsatz garantiert, dass es
ein t* € [0, 1] gibt mit f(¢*) = 0. Jetzt kénnen wir setzen
w* = o+ (1=t e WH(I) = / x =0,
w o= w —][w*(m) dz,
I
wobei nun w auch die Nebenbedingungen erfiillt:
/w(:c) dz =0 und /h(x)e“’(x) dz = e T1w W dy / h(z)e® @ dz = 0,
I I I
also w € Cr.
(ii) Existenz. Fiir eine Minimalfolge {vi}ren C Ci,

D) = 5 [ Iok(@) do 22 inf D) € 0, D(w)]

ergibt sich sofort, dass [lv} || p2(s glelchmafélg beschrénkt ist. Da [, vx(x) dz = 0, kann
auch die POINCARE- Unglelchung, Lemma angewandt werden, so dabs vk llw2cn
gleichmafig beschrankt ist. Dann existiert nach Satz eine Teilfolge {v, } und ein
v € WH2(I) mit

i—

v, v in WHA(T)

7

Uk, 2% 0 in c(T),
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(iii)

so dass v € (y, denn|Z|

/h(:p)e”(m) dz = lim [ h(z)e”® dz =0
I k—oo J1

=0
und nattirlich auch

/U(x) dz = lim [ vg(z)dz =0.
1

k—o00 I

Da aber D schwach unterhalbstetig in W12(I) ist, gilt schlieRlich D(v) = infe, D().

LAGRANGE-Multiplikatoren. Um die Nebenbedingungen

Gi(v) = /]U(LE) dz =0,
Ga(v) = /h(:c)e”(m) dz =0

mit Hilfe der Regel der LAGRANGE-Multiplikatoren (Proposition und zugehorige
Ubungsaufgaben) zu beriicksichtigen, muss folgendes gelten:

Fip1,4p9 € CF(I) : (5gi(va¢j))i,j € GL(2).
Wire 6Go(v, 1)) = 0 fiir alle ¢p € C*°(T), dann bedeutete dies

d

T legP 0T e¥) = /Ih(x)w(x)e“@) dz =0 vy e ().

Nach dem Fundamentallemma [1.5 folgt dann aber h(z)e’®) = 0 auf I, also h = 0 auf
1, was wir aber schon anfangs ausgeschlossen haben. Folglich gibt es mindestens ein
Y € C°°(I) mit 6Ga(v, 1)) # 0. Damit setzen wir

. W -
Py = 3G 0) = 6G2(v,12) =

o = 1,1)2—][7#2

und es folgt

Gu(vbe) = [ o) - [ <I¢2<y>dy) dr =0,
Ga(vbe) = [ hla) <u?2<x>— fiaw dy> @ dg

= 5521)1#2 ( wg dy)/ ()e”(x)dmzl.
—_—

=0

"Der Nachweis, dass diese hochgradig nichtlineare isoperimetrische Nebenbedingung fiir die Grenzfunk-
tion v erfiillt ist, erfordert in hoheren Dimensionen n > 2 erheblich mehr Aufwand, siehe z.B. [8, Chapter

9.
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Wihlen wir nun noch ein ¢; € C°°(I) mit fl Y1(x) dz # 0, also §G; (v, 1) # 0, kénnen

wir die Matrix in der Form
_( G (v,91) O
(0Gi(v, ), ; = ( 8Ga(v, 1) 1 >

schreiben, aus der sofort ersichtlich ist, dass ihre Determinante nicht verschwindet.

Ahnlich wie in Proposition zeigt man in einer Ubungsaufgabe die Existenz von
Zahlen A1, Ao € R mit

D(v ga) + )\1591(@ ©) + XA20Ga(v,0) =0 YV p € C®(I) (3.16)
& / x)dx + M\ /cp(x) dz + )\g/h(m)go(x)e”(x) dr =0 VpeC>®().
1 1

Da wir aber eine starke Form der Differentialgleichung herleiten wollen, muss nun
gezeigt werden, dass v € C2(I). Dazu fithren wir in der letzten Gleichung zwei partielle
Integrationen aus:

/ [v'(a:) - Mix — )\2/ h(y)e’™) dy] Px)de=0 VpeCI)cC=).
I 0
Nach dem Lemma von DUB0OI1S-REYMOND, Lemma gibt es ein c3 € R, so dass
V(@) — Mz — A / h(y)e?W dy = ¢5  fiir £ -fast alle z € I; (3.17)
0

hier stehen nun neben v’ ausschlieflich C'-Funktionen von z, so dass auch v’ selbst

aus C1(I) sein muss, also v € C?(I). Also haben wir (3.17) fiir alle z € I, und wir
konnen in (3.17) differenzieren und erhalten die EULER-LAGRANGE-Gleichung

0" () = AL — Aoh(x)e?™ =0 fiir alle z € 1. (ELG335,)
(iv) Natiirliche Randbedingungen. Da ) fiir alle p € C>°(I gll‘l konnen wir
Proposition [1.12] anwenden und finden, dass das gestellte Varlatlonsproblem wegen

F,(0,v(0),v'(0)) + A1 G1,(0,v(0),0'(0)) + A2G2,(0,v(0),2'(0)) = 0,
EFy(L,0(1), /(1)) + MG p(L,0(1), /(1)) + AaGap(L,0(1), (1)) =

auch die NEUMANN-Randbedingungen
v'(0) =2'(1) =0
liefert.

Um den Existenzbeweis fiir eine Losung von (3.13)) abzuschlieften, betrachten wir jetzt
noch die LAGRANGE-Multiplikatoren genauer. Aus (ELGs 5,|) folgt durch Integration

tiber I = (0,1):
V(1) = 1(0) = A1 — Ao / h(z)e'® dz = 0,
S———— I
—
=0

8Man beachte dabei, dass die Klasse Cr neben den beiden isoperimetrischen Bedingungen keine Rand-
bedingungen enthilt, weswegen Storungen ¢ € C‘f([ ) zuléssig sind. Dies hatten wir auch schon im Schritt
(iii) genutzt, als wir die Funktionen 1,12 € C°°(I) gewahlt haben.
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also A\; = 0. Multiplizieren wir (ELGzs,) mit e *(®) und integrieren abermals, so

finden wir mit einer partiellen Integration

/v”(x)e_”(x) dz — Ao / h(z)dz =0
I I
1
s V(2)e @ 0+/(U’(m))26_”(x) dz _>\2/h(l') dz =
I I
<0

—_——
=0 >0

Der erste Integralausdruck ist grofer Null, da h nicht identisch verschwindet und
damit lineare (und damit wegen der Randbedingungen konstante) Losungen v bereits
ausgeschlossen sind. Das zweite Integral ist nach kleiner als Null. Also ist auch
Ao < 0, und wir schreiben Ao =: —e? und definieren u := v + . Dann folgt aus

(ELG3.5,)

" "
u' =v" = —e"he’ = —he'T? = —heY,

und natiirlich gilt auch u/(0) = «/(1) = 0.

|2. Fall: ¢ = 1.| Auch fiir das Problem

v =1—he* mit «(0)=4'(1)=0 (3.18)

finden wir durch Integration eine notwendige Bedingung an h:

0=1- /h(x)e“(m) dz,
I
h muss also zumindest auf einem gewissen Teilintervall Iy positiv sein. Speziell wissen wir
damit, dass h = 0 ausgeschlossen werden kann.
Der Variationsansatz lautet nun

F(u) = D(u) —I—/u(:n) dz — min! in der Klasse
I
Cu = {ve WD) /h(x)e”(m) dr =1}
I

(i) Crr ist nicht die leere Menge. Wie im ersten Fall zeigt man, dass die Klasse nicht
leer ist, da es ein vy gibt mit [, h(2)e?2(® dz > 0. Dann ist

1
9 1= log <f1 ev2 y) + v € Cry.

ii) Beschranktheit. Sei v € Cy; und w := v — x) dx. Dann gilt z)dz = 0 und
v 1w
D(v) = D(w), und wir schreiben

L= /h(x)ev(x) dmz/ (z)elr W) dytw@) qg — efrvly y/h(x)ew(x) dz,
I I

I
-1
elrv@)dy — [/ h(z)ev®) dx]
I

so dass
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beziehungsweise

/I v(y)dy = —log [ /I h(z)e®® daz} .

Das Funktional F lasst sich also auch folgendermafisen schreiben:
F(v) =D(v) — log [/ h(z)ev®) dx} .
I

Um zu untersuchen, ob F nach unten beschrankt ist, gilt es nun zwei Félle zu
unterscheiden. Ist das Argument des Logarithmus kleiner oder gleich eins, so ist
F(v) > D(v) > 0.

Falls aber [; h(z)e®® dz > 1, so kénnen wir mit Hilfe von Satz und der
POINCARE-Ungleichung abschiitzen, da 2 (I)~! [, w(z) dz = 0:

||wHCO(7) < CIHWHWM(I) < C”Hw/HL2(I) < CHU/HLQ(I)'

!
eIVllezay g6 dass fiir beliebiges v € Cyy

Es ist also [|he”|[coq) < [l copy
F) = D) = foglhllgom| = clvllzz

D(v) = [log||hll go7)| = e(e) — ellv'll72()

v

v

1 -
ZHUIH%Z(I) -G (3.19)

wobei im zweiten Schritt die YOUNGsche Ungleichung benutzt und im dritten e := 1/4
gesetzt wurde.

Insgesamt folgt also
inf F(-) € [—¢, F(Da)].

Cir

(iii) Existenz. Wir kénnen nun eine Minimalfolge {vg}ren wéhlen mit F(vg) LmiN
infe,, F(-) und sehen aufgrund der Abschétzung (3.19)), dass v} | r2(r) < ¢ unabhén-
gig von k ist. Um auch die gleichméfige Beschrénktheit von [|vg | z2() und somit von
vk |lyw.2(ry einzusehen, schitzen wir fiir beliebiges x € I = (0, 1) ab:

ok (2))]

vk () —]{vk(y) dy + /Ivk(y) dy|
= Ju(e) ]ll o(y) dy + F(og) — Do)

< Jop(e) - ][ ok(y) dy| + | F(og)| + Do)
I —_——  —\

<c <c

Auf den ersten Summanden koénnen wir die POINCARE-Ungleichung, Korollar 2.11]
anwenden, so dass

J ) az

IN

2
c/ ‘vk(:z) —][vk(y) dy‘ dz +c¢
1 1
c/|v§c(x)\2dx+c,
I

IN
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womit ||vglp1.2(ry < ¢ unabhéngig von k folgt. Nach Satz Satz und dem
Satz von ARZELA-ASCOLI gibt es also eine Teilfolge {vy, }ien und ein v € Wh2(I) mit

o, 2w in Wh2(I),

K3

o, 2% in (1),

(3

wobei auch v € Cyy, da fI h(x)e”(l’) dr = lim; o f[ h(x)e”’“i(z) dz = 1.

Nun ist D schwach unterhalbstetig und [; u(x) dz sogar schwach stetig in W12(I), so
dass F schwach unterhalbstetig ist. Folglich gilt

F(v) =it F().

(iv) LAGRANGE-Multiplikator. Ahnlich wie in Proposition und in einer Ubungs-
aufgabe konnen wir auf die Existenz eines LAGRANGE-Multiplikators A € R mit

SF (0, 0) +X6G(v,0) =0 V€ C°(I)

schliefen, wobei G(u) := [, G(z,u(z), v/ (z))dz := [, h(z)e"® dz. Dazu ist dhnlich
wie im ersten Fall zu zeigen, dass es ein ¢ € C*°([) gibt, so dass 0G(v, ) # 0, was in
diesem Fall wegen h # 0 moglich ist. Auferdem ergibt sich aus Regularitétsbetrach-
tungen wie im ersten Fall, dass v € C?(I), so dass wir wegen

FZ(I',Z,p) :17 Fp(x7zap) :pa Gz(x,z,p) :h($)€z, Gp(.fU,Z,p) :0
die EULER-LAGRANGE-Gleichung in ihrer starken Form erhalten:
v —1— Xhe' =0. (ELGs335,)

(v) Natiirliche Randbedingungen. Wir wenden nun erneut Proposition an und
finden so die natiirlichen Randbedingungen

des Variationsproblems. Durch Integration von (ELGs 5,)) iiber I = (0, 1) ergibt sich

0=12'(1) =2 (0)—1— )\/h(m)e”(x) dz =-1-— )\/h(a:)e”(x) der=—-1- )\,
I I

also A = —1, womit v die gegebene Differentialgleichung (3.18]) 16st:

v =1—he’ mit '(0)=2'(1) =0.

3. Fall: ¢ = —1. ‘ 7Zu l6sen ist das Problem

' =—-1—he* mit «'(0)=/(1)=0.

Auch hier gilt h # 0, da sonst v/(z) = —z+d, was wegen 0 = «/(0) zunéchst auf d = 0 fiihrt,
woraus aber wegen 0 = /(1) = —1+d ein Widerspruch folgt. Durch Multiplikation mit e=*
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und anschliefsender Integration werden wir auch hier auf eine notwendige Bedingung an h
gefiihrt (fir den Fall, dass h nicht identisch verschwindet), denn es gilt

0< /(u’(x))Qe_“(x) da:+/e_“(z) dz = —/h(x) dz.
I I I

Jedoch lésst sich das Problem nach bisherigem Erkenntnisstand nicht mit einem Variati-
onsansatz 16sen. Stattdessen fithrt die PERRONsche Methode zum Erfolg, siehe [51l Section
9.

Bemerkung:

Die direkte Methode der Variationsrechnung erfordert im Allgemeinen, dass man das Mi-
nimierungsproblem auf gréfere Funktionenrdume ausdehnen muss, etwa von C! auf den
SoBoLEVraum W14 fiir einen geeigneten, dem Variationsintegral angepassten Integrabili-
tatskoeffizienten ¢q. Damit ist aber nicht ausgeschlossen, dass das Infimum iiber dieser grofie-
ren Funktionenklasse echt kleiner ist als das Infimum iiber dem klassischen Funktionenraum,
in dem man eigentlich die Losung sucht. Dieser Effekt heifft LAVRENTIEV-Phénomen und
kann tatséchlich eintreten, wie das folgende Beispiel von MANIA zeigt. Das LAVRENTIEV-
Phénomen kann sogar dann auftreten, wenn man eine polynomiale Schranke in p von unten
fiir den Integranden hat, wie wir beispielsweise in Proposition [£.7] sehen werden. Polynomia-
les Wachstum in p nach oben verhindert das LAVRENTIEV-Phénomen, was wir in Satz
beweisen werden.

Beispiel [Mania [59]]

Die Funktion
z = u(z) =2 eC0,1) := {v e WH((0,1)) : v(0) = 0, v(1) = 1}
gentigt der Identitat

F(u)=0= inf F
c(0,1)

fur .
F) ::/0 (0(2))? — 2)2 (W' (2))0 dz, v € C(0,1).

Andererseits kann man zeigen (siehe z.B. [7, Chapter 4.3]), dass es eine Konstante o > 0
gibt, so dass F(w) > o fiir alle w € C*([0,1]) N C(0,1).

Lemma 3.7
Sei q € [1,00) und

(i) F e C%I xRN x RY) (oder alternativ F eine CARATHEODORY-Funktion,).

(ii) Es gebe c1,c0 € R mit 0 < ¢1,0 < ¢g, so dass

|F(z,2,p)] <ecilp|?+ e ¥ (z,2,p) €I x RN x RV,

Falls dann eine Folge {uy,}ren C WHI(I,RN) gegen u € WHI(I,RYN) konvergiert, uy, LN
u, so gilt auch
Fur) #= Flu),

d.h. F ist stetig beziiglich der (starken) W14-Topologie.
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Beweis. Wir wahlen eine Teilfolge mit

U, Doy, Z-fast iiberall in I,

7

uy, 120 W #fast diberall in T,
so dass wegen der Stetigkeit von F(z,-,-)
F(x,up, (x), uy, (x)) oo, F(x,u(x),u (x)) fiir £'fast alle z € I. (3.20)

Nun lésst sich die Wachstumsbedingung (ii) anwenden, um zu schliefen, dass mit dem
Konvergenzsatz von Vitali [3, Satz 1.21] wegen uj — v’ in LI(I, RY) fiir i — oo

sup/ |F (2, ug, (), uy, (x))] dz < sup/ [cl\u;ﬂi(:ﬂ)|q+02 dr — 0 fir EcI,ZY(F)—0.
IENJE iENJE

Zusammen mit (3.20)) ergibt dies wieder mit dem Satz von Vitali, dass F'(-, ug, (), up, (-)) —
F(-,u(+),d(+)) in LY(I) fiir i — oo, und es folgt mit dem Teilfolgenprinzip fiir die ganze
Folge {uy}

k—00

Flug) —— F(u).

Satz 3.8 [AUSSCHLUSS DES LAVRENTIEV-PHANOMENS|
Sei q € (1,00) und

(i) F,F, € C°I x RN x RY).

(ii) F weise ein polynomiales Wachstum auf, d. h. es gebe Konstanten cy,c1,c2,c3 € R
mit 0 < cog <cy, 0<co,c3, so dass

colp|? — 3 < F(z,z,p) < clplf+¢c2 ¥V (z,2,p) € I x RN x RV,

(iii) F(z,z,-) sei konvex (in p).

Dann gibt es fir alle u € WYL, RY) eine Folge {ug}rex C C(I,RN) mit up(a) =
u(a), ux(b) = u(db) fir alle k, so dass

gk — ullwrarmyy 2250 und  Flug) 2% Flu).

Auferdem stimmt F mit seiner Relaxation dberein, d.h. es gilt

F(u) = inf {hkm inf F(vg) : vp € CHI,RY), vp(a) = u(a), vp(b) = u(b), v "2 4 in whay
—00

und schlieflich fiir o, B € RN und C(a, B) := {w € WHI(I,RY) : w(a) = o, w(b) = B}

i =in v) v YT, RY),v(a) = a,v(b) = BL.
Cég;)f(-)— f{F():veC(I,RY),v(a) = a,v(b) = 5}
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Bemerkung:

Das Infimum auf der linken Seite der letzten Identitdt wird aufgrund von Satz angenom-
men. Falls man zeigen kann, dass der zugehérige Minimierer von der Klasse C! (I, RY) ist,
dann weiff man auch, dass das Infimum auf der rechten Seite angenommen wird. Dies ist
also eine Fragestellung der Regularitéitstheorie, die wir in Kapitel [4] behandeln.

Beweis. Fiir die Approximation von u betrachtet man die Funktion % := u—1, wobei [ linear
ist mit [(a) = u(a),l(b) = u(b). Nach dem Resultat einer Ubungsaufgabe ist @ € Wol’q(I, RM)
und wird demnach nach Definition durch eine Folge {i}rex C C5°(I,RY) beziiglich
der W19-Norm approximiert. Die Funktionen uy, := @ig + [ € C*°(I, R") bilden dann eine
Folge mit den vorgegebenen Randwerten und den gewiinschten Konvergenzeigenschafterﬂ.
Lemma liefert wegen der starken Konvergenz in W14(I, RY) dann F(uy) LiniN F(u).
Die Ungleichung
F(u) = lim F(ug) = liminf F(uy)
k—o0

k—o00

> inf {lign inf F(vy,) : v € CHIL,RY), v (a) = u(a), v (b) = u(b), v, koo "
—00

folgt damit sofort, da stark konvergente Folgen auch schwach konvergent sind, vgl. Lemma

im Anhang.
Umgekehrt sind die Voraussetzungen von Satz [3.5] erfiillt, so dass F schwach unterhalb-
stetig ist, d.h.

F(u) <liminf F(vy) fir alle {0y }ren mit 0y F2e° 4 in Wl’q(I,]RN).

k—o0

Daher gilt auch

Flu) < inf {liminf F(3) : o P20 in (I, RN)}
—00
< inf {liminf F(3) : 0 € CYI,RM), 5y (a) = u(a), 0k (b) = u(b), v — u in WHI(I,RN)}.
—00

Schlieflich gibt es nach Satz ein u € C(a, B) mit F(u) = infe(q 5 F(+), und nach dem

schon bewiesenen Teil existiert eine Folge {ug}rexn € CH(I,RY) mit {up}ren C Cla, )
und uy, E2% 4 in Wha(I,RN), fiir welche nach Lemma auch F(uy) LmiN F(u) gilt.
Durch die Abschétzung

inf F(-)=F(u) = lim F
eint () (u) Jim (ug)

>inf {F(v):v e CHI,RY),v(a) = a,v(b) = } > c(infﬁ) F()
ergibt sich

C(igfﬁ) F(-) = inf {F(v) :v € CYT,RN),v(a) = a,v(b) = 5}

O

9Mit diesem Argument haben wir auch einen Alternative zur zweiten Bemerkung nach dem Hebbarkeits-
resultat Lemma [2.I7, um Sobolevfunktionen global durch glatte Funktionen zu approximieren, ohne die
Funktion zuvor fortzusetzen. In héheren Dimensionen ist das allerdings nicht so einfach moglich.
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Unter gewissen Umstdnden kann die schwache Konvergenz (z.B. von Minimalfolgen)
zusammen mit der Konvergenz der Werte des Funktionals die starke Konvergenz implizieren.

Proposition 3.9 [RESHETNYAK|
Sei g € (1,00) und

(i) F,F, € C°(I x RY x RM).
(ii) Es gebe cp,c1,c2,c3 € R mit 0 < cg < ¢1,0 < ¢, ¢3, so dass

colp|? — 3 < F(z,z,p) < cilp|! +¢c2 ¥V (z,2,p) € T x RN x RV,

(iii) Es gebe ein po > 0, so dass p — F(x,z,p) — po|p|? konvex ist.

Dann gilt fir alle Folgen {uy}ren mit uy "2 0 in Wha(I,RN) und F(uy) LN F(u),

dass diese Folgen auch stark konvergieren:
we 222 i in wha(r, RN).

Die obere Schranke in Voraussetzung (ii) ist nicht n6tig, wenn man der Konvention folgt,
dass die vorausgesetzte Konvergenz F(uy) — F(u) insbesondere beinhaltet, dass alle dort
auftretenden Werte des Funktionals wohldefiniert und endlich sind. Y.G. RESHETNYAK
konnte das Resultat ohne Voraussetzung (iii) beweisen [74], der Einfachheit halber haben
wir aber diese Bedingung einer gleichmdjfig strikten Konwvexitdt hier eingefiigt. Doch vor
dem Beweis betrachten wir

Beispiel

Vergleichbare Voraussetzungen wie in Proposition fithren fiir parametrische Variations-
probleme fiir Flichen im R? zur Existenz konformer Losungen, wobei man beim Existenz-
beweis ausnutzt, dass schwach konvergente Folgen mit speziellen Eigenschaften tatséchlich
auch stark konvergieren. Zur Erlduterung unternehmen wir nun einen kurzen Ausflug in
die Flichentheorie. Sei also u € WH2(B,R3) die Parametrisierung einer Fliche iiber der
Einheitskreisscheibe B := B;(0) C R2 Man betrachtet dann sogenannte parametrische
Funktionale oder CARTAN-Funktionale

Fp(u) == /BF(u(x),uxl(x) Ay (z)) dzt dz?

mit
F(z,tv) =tF(z,v) firallet>0,2z<cR3 veR> (3.21)

Wegen der Bedingung (3.21)) an F' folgt (siehe z.B. [65, Ch. 9.1] und vgl. mit der zugehorigen
Ubungsaufgabe)

Fp(u) = Fo(uor) fiir alle C*-Diffeomorphismen 7: Q — B.
Man betrachtet das Variationsproblem
Fp(u) — min! in der Klasse C(T):={uec W"*(B,R®)nC"(0B,R?): u(dB) =T},

wobei I eine vorgegebene geschlossene Jordankurve in R? ist. Fiir den Fall, dass F' = F(z) =
|2| gilt, ist F = A mit A(u) := [pluz Auge|da? da?, das klassische Flichenfunktional.
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Die Idee zur Losung des allgemeinen Falls ist es nun, vorerst zu versuchen, das Funktional
F¢€ := F 4+ €D zu minimieren, und dann spéter den Grenzwert ¢ — 0 zu bilden. Hierbei
bezeichnet D wie schon im eindimensionalen Fall das DIRICHLET-Integral (vgl. z.B. mit der
zugehorigen Ubungsaufgabe)

D(u) :== Dp(u /]Vu )|? dat da?.

Dabei zeigt sich, dass es u® € C(T') gibt mit F*(u®) = infery F°(:), und es gilt u® 20y,
wobei u € C(I') und F(u) = infe(r) F(+). Dariiberhinaus iibertragen sich ,schéne* Eigen-
schaften von u® auf u; so ist u® zum Beispiel konform fiir alle ¢ > 0, d.h. |[uf,| = [ul,]
und uS, - uf, =0 P2 fast {iberall auf B, was man mit Hilfe innerer Variationen beweisen
kann, vgl. Abschnitt Hierbei spielt das DIRICHLETintegral D die entscheidende Rolle,
da F als parameterinvariantes Funktional unter inneren Variationen invariant ist. Aus einer
Voraussetzung an F dhnlich wie in Proposition (iii) ergibt sich die starke Konvergenz
u® — uin WH2(B,R3) fiir ¢ — 0, und damit auch |uy1| = |uy2| und uz - uze = 0, also die
Konformitat des Minimierers, vgl. [47]. (Tatséchlich kann man mit einem Trick auf diese der
Voraussetzung (iii) vergleichbare Annahme verzichten, siehe dazu die Verschérfung in [4§]
und Kapitel wo wir das in einer Dimension vorfithren werden.)

Beweis zu Proposition[3.9. Ohne Einschrankung diirfen wir annehmen, dass ug € (0, col;
denn ware ug > cg, dann ware schon

p = F(x,z,p) —colp|! = F(x, z,p) — polp|” + (o — co) [p]?
0
>

als Summe zweier konvexer Funktion selbst konvex.
Nach Voraussetzung (ii) wissen wir also

F(z,2,p) — polp|” = (co — po)lp|? — c3 > —cs,

und F(z,z,-) — up|-|? ist konvex in p und geniigend glatt. Nach Satz (fiir die in
diesem Satz zugelassene Variante mit der L'-Funktion g(z) := —c3) ist also das Funk-
tional u — F(u) — po [;]v/(x)|?dx schwach unterhalbstetig in Wl’q(l RY), so dass fiir

{ug}p € WH(I,RN) mit ug "2 4 in Wha(I,RN) und F(uy) LmiN F(u) gilt
- ,uo/]u’(x)\qu < liminf [J—"(uk) —,uo/|u§€(:v)|qd:c]
I

k—o0

= lim F(ur) — po hmsup/\uk )9 dx
k—o0

= F(u)— o limsup/]u%(:cﬂqu.
1

k—o0
Da pg > 0, folgt also
limsup/]uz(xﬂqu < /|u’(w)|qu < liminf/]uﬁg(xﬂqu;
k—oo JI I k—oo J1

denn auch die L¢-Norm ist schwach unterhalbstetig, vgl. mit der zugehorigen Ubungsaufga-
be. Es ergibt sich somit

hm ]uk )1da = /|u )|?de,
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und da LI(I,RY) fiir ¢ € (1,00) uniform konver ist (vgl. Ubungsaufgaben), gilt mit dem
Resultat einer Ubungsaufgabe

/ k—o0

uf =%/ in LY(I,RY). (3.22)

Auberdem ist [Juglly1.q¢ myy beschrinkt, da uy "2 4 in Wha(I,RY), und aufgrund von

Satz

2.15

gilt dann auch HukHCm,

1 < ¢ unabhéngig von k. Nach dem Satz von
4 (I,RN)

ARZELA-ASCOLI existiert also eine Teilfolge mit wy, 12w in C%T,RY), und nach

dem Teilfolgenprinzip ist sogar uy k2w in CO(I, RN ), also insbesondere wuy LY
in LY(I,RY). Zusammen mit (3.22)) folgt schlieflich

we 2% 4 in wha(r, RM).
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Kapitel 4

Regularitatstheorie und
Singularitaten

Wir beginnen zunéchst mit einem einfachen Beispiel, bei dem man die Regularitat direkt
nachweisen kann.

Beispiel
Sei I = (a,b) C R ein beschrinktes Intervall, ¢ € C°(I) mit Werten in [0, c0) und o, 3 € RY
vorgegeben. Wir betrachten das Funktional

F(v) ::/[F(:L',v(x),v'(:r))d:r ::/I[]v’(x)|2+c(3:)|v(:c)6] de,

fiir welches man mit den Techniken aus Kapitel [3| die Existenz eines Minimierers « in der

Klasse
Cla, B) :={v € W1’2([, RN) tv(a) = a, v(b) = B}

nac}iweisen kann. Wir nutzen die Minimalitdt von u nun aus, um zu zeigen, dass u €
C?(I,RN). Tatsichlich folgt aus der Beziehung
F(u) < Flu+ep) firalle e € R, p € CUI,RY),

dassf'_-] 0F (u, ) = 0 und damit die schwache EULER-LAGRANGE-Gleichung
/ [Fp(x, u(z), v (z)) - @' (z) + Fo(z,u(z),u (x)) - @(x)} de =0 fiir alle ¢ € C3°(I,RY)
I

und damit durch partielle Integration (vgl. mit der Herleitung der DuBoOI1S-REYMOND-
Gleichung in Proposition firdel

/ [Fp(:c,u(a:),u’(ac)) - /m F.(y,u(y), v (v)) dy} @' (z)dz =0 fiir alle ¢ € C5°(I,RY).
1 d

Nach Lemma existiert demnach ein konstanter Vektor cq € R, so dass

Fy(z,u(z),u/'(z)) = cq +/ F.(y,u(y),v (y))dy fiir £ -fast alle 2 € I.
d

'Bei der Herleitung der schwachen EULER-LAGRANGE-Gleichung und der DuBoi1s-REYMOND-Gleichung
muss man lediglich beachten, dass fiir dieses Beispiel sdmtliche Integralausdriicke existieren, was mit u €

w21, RN) c ¢*V2(1,RY) (Satz ) leicht nachzuweisen ist.

111
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Mit F, (-, u(-),u/(-)) = 6¢(-)|u(-)[*u(-) € C°(I,RYN) folgt
2u/(z) = Fp(x,u(x),u (z)) € C*(I,RY),

also u € C%(I,RY). Die Regularitiit folgt also in diesem Beispiel aus der Tatsache, dass
der Ausdruck Fj(z, z,p) die Isolation der p-Variablen explizit (und hier in sehr einfacher
Weise) erlaubt. Der nun folgende Regularitétssatz gibt allgemeinere Bedingungen an, unter
denen eine solche Schlussweise noch moglich ist. Diese Bedingungen koénnen in vielerlei Weise
noch abgeschwicht werden, worauf wir spéter noch eingehen werden, ohne Beweise dieser
schérferen Aussagen hier anzugeben.

Satz 4.1
Seien I = (a,b) mit —0o < a < b < +00,q € (1,00) und o, B € RN, auferdem gelte:

(R1) F e C*(I x RN x RM).
(R2) Es gebe cp,c1,c2,c3 € R mit 0 < cg < 1,0 < ¢9,c3, so dass
colp|? — 3 < F(z,z,p) < cilp|? + 2 fir alle (x,2,p) € T x RN x RN

(polynomiales Wachstum,).
(R3) Zﬁfk:l Foipe(x,2,p)6€F >0 V (z,2,p) € IxXRN xRN, ¥V ¢ € RV\{0} (Elliptizitit).

(R4) Es gebe eine Funktion M = M(R) > 0, so dass fiir alle (z,z,p) € I x RN x RN mit
22+ |2|* < R? gilt

|F.(z,2,p)| + | Fp(2, 2,p)| < M(R) (1 + |p|?).

Dann gilt fir alle
we Cla, ) = {u € WH(L,RY) : u(a) = a,u(b) = 5}
mit f(u) = infc(a,ﬁ) f()

_ d _
we CHIL,RN)  und d—Fp(m,u(x),u’(a?)) — F(z,u(x),v'(z)) =0 Vazel.
T
Falls F € CH(I x RN x RN) fir k > 2 bzw. F € C¥(I x RYN x RY), dann ist auch
u € C*(I,RN) bzw. u € C¥(I,RY), wobei C¥ (I, RN) die Klasse der auf I reell analytischen

Funktionen mit Werten in R bezeichnet, die sich analytisch iiber I hinaus fortsetzen lassen.

Auf den Beweis der Analytizitdt verzichten wir hier, den Beweis der Differenzierbar-
keit fiihren wir in mehreren Schritten: Zuniichst beweisen wir, dass aus C'-Regularitit
die C?-Regularitét folgt, dann aber auch hohere Regularitét, falls F' geniigend glatt ist,
und schlieRlich beweisen wir die C'-Regularitéit fiir schwache kritische Punkte von F. Ab-
schliefsend bleibt dann nur zu zeigen, dass unter den Voraussetzungen von Satz jeder
Minimierer ein schwacher kritischer Punkt ist.

Proposition 4.2 [* Cct = C? B
Seiw € CY(I,RYN) ein schwacher kritischer Punkt von F, wobei F, F; € C'(I x RN x RY)

firi = 1,...,N, und Fop(z,u(z), v/ (z)) fir alle x € I invertierbar sei. Dann ist u €
C*(I,RN).
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Beweis. Zuerst bemerken wir, dass nach den Regularitdtsvoraussetzungen an F' und an u
ein € > 0 existiert, so dass F,F, € CYB:(I) x RY x RN fiir alle ¢ = 1,..., N, und
u € CYB.(I),RYN), wobei B:(I) := (a — &,b + ). Wir betrachten die Abbildung ¥ :
R x RY x RY = R x RN x R" definiert durch

W('%'7 z7p) = ('CU7 z? Fp(.l" Z7p))7
mit der Jakobischen Matrix

Idgysr | O

DVY(x,z,p) =

FPI | FPZ Fpp

Nach Voraussetzung ist die Funktionaldeterminante
det DV (z0, u(xo), v (x0)) = det Fpp(z0, u(xo), v (x0)) # 0 fiir alle z¢ € 1,

so dass es nach dem Satz iiber Inverse Funktionen zu jedem solchen Punkt zg € I ei-
ne offene Umgebung Vo C R2V*! des Punktes (wg,u(wo), v (z0)) € R2VN*! gibt, so dass
Uly, « Vo — ¥(V) ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere ist die Umkehrabbildung
Ul e CHU(Vp), R®VNH1) und erfiillt ¥~ (¥(v)) = o fiir alle v € Vo. Nun ist wegen
u € CY(B.(I),R") fiir alle z hinreichend nah an x¢ auch (x,u(z),v'(z)) € Vp, so dass
fiir alle solchen x gilt:

(z,u(2),u'(2)) = THE((z,u(z),4'(2))))
= U (2, u(@), Fyo, u(@), v/(2)))
.

You(e)cot [ "y, u(y), o/ () dy), (4.1)

fiir einen konstanten Vektor ¢, € RY, da u als schwache Extremale nach Proposition die
DuBoI1s-REYMOND-Gleichung erfiillt. Die Abbildung ¥~! und das Argument von ¥~ in
(4.1)) ist als Funktion von x (nahe x() in allen Komponenten einmal stetig differenzierbar,
damit auch die gesamte rechte Seite in . Insbesondere ist die dritte Komponente dieser
Vektorgleichung von der Klasse C! nahe x, und damit auch die dritte Komponente u’'(-).
Das impliziert, dass u € C? nahe zg, und da zy € I beliebig gewihlt war, folgt u €
C?(I,RN). O

Proposition 4.3 [ C! = C*7)|

Seiu € CYI,RN) ein schwacher kritischer Punkt von F, wobei F € C*(I x RN x RN) mit
k>2bxw FeCI xRN xRY), und Fyp(x,u(x), v (z)) sei invertierbar fiir alle x € I.
Dann ist u € CF(T,RN) bzw. u € C¥(I,RN).

Beweis. Fiir k = 2 folgt u € C%(I,R") aus Proposition Fiir & = 3 verfahren wir genauso
wie im Beweis von Proposition und beobachten, dass die Funktion ¥ von der Klasse
C2(]R2N 1 R2N +1) ist, so dass der Satz iiber Inverse Funktionen in diesem Fall impliziert,
dass U lokal sogar ein C2-Diffeomorphismus ist. Da mit der nun verbesserten Regularitét von
F und der nach Proposition nun schon bekannten Regularitit v € C2(I,RY) auch die
Ausdriicke im Argument von U~ in selbst C?-Funktionen sind, folgt fiir die linke Seite
in die C?-Regularitit. Insbesondere ist also u/ € C?, und damit folgt v € C3(1, RY).
Die Aussage fiir alle groferen k € N beweist man analog. O
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Proposition 4.4 [ W1 = C17)
Seiq e (1,00), I = (a,b) C R ein beschrinktes Intervall und u € WH4(I,RN) ein schwacher
kritischer Punkt von F. Zusdtzlich gelten die folgenden Bedingungen:

(i) F,F; € C'(I xRN xRY) firi=1,...,N.
(ii) Es gibt Konstanten co > 0, cg > 0, so dass

colp|? — 3 < F(x,2z,p)  fir alle (z,z,p) € I x RY x RY,

(iii)
N .
> Fppelw,2,p) €€ >0 fiir alle ¢ € RN\ {0}, (z,2,p) € T x RN x RV,
ik=1

(iv) Fir alle R > 0 gibt es eine Konstante M = M(R) > 0, so dass

|E. (2,2, p) |+ Ep(x, 2,p)] < M(R) (L+[pl?) ¥ (2,2,p) € IXRYXRY mit a>+|2[* < R%.

Dann ist u € CY(I,RY).

Beweis. Ohne Einschrinkung sei c3 = 0; denn sonst wére w auch ein schwacher kritischer
Punkt fiir das modifizierte Funktional F mit dem Integranden F'(z, z,p) := F(z, z,p) + cs,
und F wiirde dann auch alle anderen Voraussetzungen dieser Proposition erfiillen.

Nach Satz gilt WH(I,RY) C 00’1_5(7, RY) (d.h. es gibt HOLDERstetige Repri-
sentanten in W14(I,R"N)), also existiert ein R > 0 mit

2 +|u@)*<R* Vael
Wegen Voraussetzung (iv) gilt dann
|F. (2, u(z), ' (z)] < M(R) (1+ |o/(z)|9) fiir £ -fast alle z € I,

so dass F,(-,u(-),u'(-)) € LY(I,RY). Damit ist die Funktion
f@)i= [ Flat)dy, el

in WH(I, RY) mit schwacher Ableitung f/(-) = F,(-,u(-),u'(:)) € L*(I,RY) (vgl. Ubungs-
aufgabe). Nach Definition [2.1| hat man also

/IFZ(a:,u(x),u'(x)) o) da = —/I (/ Fz(ir,u(;i),u’(;%))d;ﬁ> H)yds (42)

fiir alle ¢ € C°(I,RY). Da u schwach F-kritisch ist (vgl. Definition und die sich dort
anschlieflende Bemerkung), gilt

0= /Fp(a:,u(a:),u’(m)) < (z) dx + /Fz(:c,u(x),u’(m)) ~p(x)dr Vo € C(I,RY),
I I
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wobei die Existenz aller auftretenden Integrale durch Voraussetzung (iv) gesichert ist. Unter
Ausnutzung von (4.2) folgt aus dem Fundamentallemma von DuBOIS-REYMOND (Lemma
1.10) die Existenz eines Vektors ¢ € RY, so dass

Fy(z,u(z),u/(z)) = ¢ —|—/ F.(y,u(y),u'(y))dy fiir £!-fast alle z € I.

Da aber u a priori nicht gentigend glatt ist, konnen wir an dieser Stelle den Satz {iber Inverse
Funktionen nicht ohne Weiteres anwenden. Wir definieren also

mo) = ot [ Fpulp) ) dy sel
a E‘il
€Cco
o(x) = (z,u(z),u(x)) fiir L-fast alle x € I,
e(r) = (z,u(z),n(z)) fir zel,
U(z, 2,p) = (z,2,Fp(x,2,p)) fir (z,z,p) €1 x RN x RY,
woraus
Y(o(z)) = e(z) fir L -fast alle z € T (4.3)

folgt. Nun gilt es, den Ausdruck o(z) in dieser Relation freizustellen, um am Ende des
Beweises schliefilich einzusehen, dass o (und damit auch u') fast iiberall mit einer stetigen
Funktion iibereinstimmt. Dazu werden wir die Existenz einer stetigen Umkehrfunktion 4!
von v zeigen. Zunéchst miissen wir die Bijektivitat von ¢ einsehen.

Um zu zeigen, dass 1 injektiv ist, betrachten wir zwei Vektoren (z1, 21, p1) # (22, 22, p2).
Dann gilt auch 9 (x1, z1,p1) # (22, 22,p2), denn selbst wenn (x1,21) = (x2, 22) folgt aus
der Elliptizitat von F' (Voraussetzung (iii)) fiir die dritte Komponente von 1

VP (a1, 21,p1) — V3 (w2, 20,p2) = Fplwn,21,p1) — Fpla1, 21,p2)
1
d
= / T ip(T 2oy + (L= t)pe) dt
0 t

1
= (/0 Fop(x1, 21,tp1 + (1 — t)p2) dt) (p1 — p2),

und damit, falls p; # po,

(p1 — p2) - [1/13(1'1,21,111) - ¢3($2,22,p2)}

1
= (p1—p2)- (/O Fpp(x1, 21, tp1 + (1 — t)p2) dt) (p1 —p2) >0,

also (x1, 21, p1) =Y (22, 22, p2) # 0 fiir (21, 21) = (22, z2) und p1 # pe. Fiir (1, 21) # (22, 22)
ist offensichtlich ¥ (z1, 21, p1) # ¥ (x2, 22, p2).

Fiir den Nachweis der Surjektivitdt beachten wir, dass nach Voraussetzung (ii) (mit
c3 = 0 wie zu Beginn des Beweises angenommen) F'(x,z,p) > co|p|? gilt, und nach einer
Ubungsaufgabe gilt dann Fy(z, 2, RY) = RY fiir alle (z,2) € I x RY. Daraus folgt (I x
RY x RN) =T xRN x RY.
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Wir kénnen nun also in der Gleichung v (o(x)) = e(x), die nur fiir £-fast alle x € I
gilt, den Ausdruck o(z) fiir diese x freistellen, was uns aber noch nicht direkt zum Ziel fiihrt.
Mit u € C°(I,RY) ist die Menge

(cr,0)I) =1 x u(I) c R x RN

zwar kompakt, aber die dritte Komponente o3(I) ist im Allgemeinen keine kompakte Teil-
menge des RV, womit die Stetigkeit von 1)~ noch nicht gesichertﬂ ist. Deswegen betrachten
wir 9 auf der 1-Punktkompaktifizierung

(T % IR,N % IR,N) U {OO} o~ $2N+1 C R2N+2

durch die Fortsetzung ¢ (0c0) := 0o, womit v als bijektive (also umkehrbare) Funktion stetig
fortgesetzt ist; denn wegen der Voraussetzungen (ii) und (iii) gilt nach einer Ubungsaufgabe
tatsiichlich |F,(z, 2,p)| — oo (gleichmiRig in (x, 2) € T x RY) fiir |p| — oo und damit auch

‘1/1($,Z,p)| = |(z,z,Fp(x,z,p))] — Q.

|(z,2,p)| =00

Damit ist die Umkehrfunktion
wfl : w($2N+l) — @2N+1 __, q2N+1

stetig (vgl. z.B. [46, Satz 4, S. 147]).
Wenden wir nun die Umkehrfunktion ~! auf die x € I an, fiir die (4.3) gilt, so erhilt
man

Durch Vergleich der letzten N Eintrdge dieser vektoriellen Gleichung erkennt man, dass
u’ fast iiberall auf I mit einer auf I stetigen Funktion iibereinstimmt, so dass wir diese
Funktion als stetigen Vertreter fiir v’ wihlen diirfen. O

Nach diesen vorbereitenden Propositionen konnen wir nun den Beweis von Satz
abschliefsen. Im Wesentlichen geht es um den Nachweis, dass die minimierende Funktion
u € C(a, f) ein schwacher kritischer Punkt von F ist.

Beweis von Satz[{.1 Zuerst bemerken wir, dass F(v) wegen der Voraussetzung (R2) des
Satzes fiir alle v € C(a, 3) nicht nur wohldefiniert (vgl. Proposition [3.1)) sondern auch endlich
ist. Sei u ein Minimierer von F, dann hat man fiir eine beliebige Funktion ¢ € C§°(I, R")
die Inklusion

u+ep € Cla,B) firalle ¢ € R,

2Da die Funktion e stetig auf T ist, ist e(T) nach (4.3) immerhin im Abschluss von ¥(7 x R x RY) und
damit in der Kompaktifizierung $*¥ ! = (R x R x RY) U {oc} von R x R™ x R" enthalten. Man priift
zwar leicht nach, dass det DU # 0 in T x RY x R", so dass mit dem Umkehrsatz sofort folgt, dass ¥~*
stetig differenzierbar auf ¥ (T x R x R") ist, nicht aber notwendig auf dem Abschluss des Bildes von W.
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und wir setzen Q := [[¢[| g1 (7 gv)- Nach Satz ist u + e beschrénkt, und zu g > 0 gibt
es eine Zahl R > 0 mit

2?4 Ju(z) +ep(z)?> < R?  firalle z €1, |¢] < .
Wegen Bedingung (R4) gilt
|Fx(2,u(z) + ep(x), v (z) + e’ (2))] +  |Fp(z,u(z) +ep(x), v (z) + e¢'(2))]
< M(R)(1+ [/ (z) + ¢ (2)]%),
und weiterhin kénnen wir abschétzen

| (z) + e ()|

IN

217 (Ju (@) + e (2)])
24—1 (]u'(x)]q + ngq),

IN

so dass wir erhalten

|Fx(z, u(@) +ep(a), v () + e/ (2))| + [ Fp (@, u(z) +ep (@), v (z) +e¢(2))] < (1 + [/ (2)[7).
Daraus folgt die Ungleichung

1
/0 (Pl u(a) + stiole) ' (2) + et (2) - pa)

+Fy(@,u(@) + etip(@), o' (2) + et (2)) - ' (2)) dt]
< @+ (@) (4.4)

Jetzt konnen wir zeigen, dass der Minimierer v € W14(I, RY) auch ein schwacher kriti-
scher Punkt von F ist. Fiir € > 0 gilt wegen der Minimaleigenschaft

Flu+ep) — F(u)

0

IA

- 1[/ (F(z,u(z) + ep(x),u' (x) + e¢'(x)) — F(z,u(x),v'(z))) dx
B // z) + etp(z),u'(z) + ety (z)) dt da
— // z) + etp(x),u' (x) + ety (2)) - ep(x)

+ Fp(z,u(x) + eto(z), v/ (z) + ety (z)) - e’ (x)] dt du.
Da fiir #'-fast alle « € I die Funktion

£ Faz,u(z) + §p(2),u (2) + €0/ (@) - () + Fy(z, u(z) + Ep(2), u'(2) + £¢'(2)) - ¢ (2)
stetig ist, erhalten wir mit der Substitution { = et mit d§ = edt, £(0) = 0 und £(1) = € aus

dem Mittelwertsatz der Integralrechnung
1

lim [ [F. (2, u(x) + ete(x), u'(x) + et (z)) - ()

e—0 0

T Fy(z,ulz) + eto(x), o' (@) + et (1)) - ' (2)] dt
= lim L [ [Fa(aue) + @), (@) + 67 (@) - o(2)
)

e=0¢€ Jo
+ Fy(z, u(x) + (@), v/ (x) + £ (2)) - ¢' ()] A€ (4.5)

= F(z,u(x),d(x)) o(x) + Fp(z,u(z),u'(z)) - ¢ (x) fiir L -fast alle z € I,
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némlich fiir alle LEBESGUE-Punkte = der nach Voraussetzung integrablen Funktion
z = Fa(z,u(z),d'(x)) - o(x) + Fp(z, u(z),v'(2)) - ¢ ().
Wegen (4.4) folgt dann nach dem LEBESGUEschen Satz iiber dominierte Konvergenz, dass
/[Fz(% u(@),u'(x)) - p(x) + Fpa, u(x), ' (x)) - ¢ ()] dz > 0. (4.6)
I

Die Beziehung (4.6) gilt fiir alle ¢ € Cee(, RY), insbesondere auch wenn wir von ¢ zu —¢
iibergehen, so dass wegen der Linearitét des Ausdrucks in ¢ tatséchlich Gleichheit gilt:

/1 (e, u(e), o (2)) - pla) + Fyle,u(@), o (@) - ¢/ (@) dz =0,

d.h. u ist ein schwacher kritischer Punkt von F. Die Aussage des Satzes folgt nun sofort
durch Anwenden der vorherigen Propositionen: Nach Proposition ist u € C(I, RN ),
nach Proposition ist dann u € C2(T,RY), und falls F € C*(T x RN x RV) fiir k > 2,
gilt nach Proposition 4.3 auch v € C*(I, RY). O

Die beiden folgenden Beispiele illustrieren die Schérfe der Voraussetzungen von Satz [4.1}

Beispiel

Wir betrachten fiir NV = 1 das Variationsproblem
1
Flu) = / (W (2))2 — 1]* dz — min!
0
in der Klasse

C(0,0) := {v e WH(I) : v(0) = v(1) = 0}.

Offenbar ist infe(g gy F(-) = 0, und die Zackenfunktion ¢ ¢ C?(I) aus Beispiel ist ein
Minimierer. Dies widerspricht jedoch nicht der Aussage des Regularititssatzes, Satz [4.1}
denn F' ist nicht konvex in p:

1
Fop(z,p) =12p* —4 <0 fiir |p| < —=.

V3

(Ein nur leicht modifiziertes Variationsproblem in einer Ubungsaufgabe besitzt sogar gar
keine Losung in C(0,0).)

Beispiel
Wie in Beispiel (und Ubungsaufgabe) betrachten wir fiir N = 1 das Variationsproblem
+1
F(u) ::/ u?(z)(2z — ' (z))? dz — min!,
-1

jedoch nun in der Klasse
C(0,1) := {v € WH2(I) : v(=1) = 0, v(+1) = 1}.

Dann ist

u(z) =

0 fiirz e (~1,0)
x?  fiir x € [0,1)
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ein Minimierer, F(u*) = infe( 1) F(-) = 0, und nach dem Hebbarkeitssatz (Lemma [2.17)
ist u* € WhH2((=1,+1)). Aber auch hier ist u nicht aus C?([—1,+1]). Satz ist nicht
anwendbar, weil hier die strikte Konvexitat nicht gegeben ist:

Fpp(z, 2,p) = 222 # 0.

Ahnliche Beispiele haben wir im Kapitel 3| kennengelernt. In Beispiel konnten wir Nicht-
existenz von Minimierern nachweisen, wihrend in Beispiel [3.4] zwar die Existenz von eindeu-
tigen Minimierern u € WH#(I,RY) bewiesen wurde, ohne allerdings Aussagen iiber hohere
Regularitit zu gewinnen. Auch die Tatsache, dass man dort mit |u/| > 1 fast iiberall au-
tomatisch im Bereich strikter Konvexitdt des Integranden landete, reicht nicht, weil dessen
zweite Ableitungen nach der p-Variablen entlang der Losung u nicht gleichméfig nach unten
abschétzbar sind.

Im Rahmen dieser Vorlesung begniigen wir uns mit dem Beweis dieses einen zentralen
Regularitétssatzes, Satz wollen aber zum Abschluss dieses Kapitels einen Ausblick auf
weitere Resultate und Phanomene der Regularitétstheorie geben, allerdings ohne Beweis.

Die Voraussetzungen des Satzes [£.I]konnen in der folgenden Weise abgeschwécht werden,
um trotzdem noch die volle Regularitdt des Minimierers zu garantieren. Diese Bedingungen
koénnen in der folgenden Weise abgeschwécht werden, um doch noch volle Regularitét des
Minimierers zu garantieren.

Korollar 4.5 [VOLLE REGULARITAT)]
F € C*(I x R x R) wachse superlinear, d.h.

F
hm (;U?Z?p) :OO,
lpl—soo [P

und es gelte Fyp(x,z,p) > 0 fir alle (z,2,p) € I x R x R, sowie
Fo(u(-),u'(-) € LY(I)  oder Fy(-u(-),/(-)) € LY(I),

und es existiere u € C(a, B) mit F(u) = infeq gy F mit der Klasse C(a, B) wie in Satz .
Dann gilt w € C°°(I) und u erfiillt die (starke) EULER-LAGRANGE-Gleichung in 1.

Selbst in einer Dimension muss man mit singuldren Losungen rechnen, wie Beispiel
zeigt. Tatséchlich kann man aber zeigen, dass unter geeigneten milden Voraussetzungen die
Singularitdtenmenge eines Minimierers sehr klein ist, was man unter dem Begriff der partiel-
len Regularitdt zusammenfasst. Das Phdnomen partieller Regularitdt und die tatséchliche
Grofke der singuldren Menge von Lésungen von Variationsproblemen ist insbesondere in
der Theorie harmonischer und biharmonischer Abbildungen in mehreren Dimensionen auch
heute noch Gegenstand zahlreicher Untersuchungen, siehe z.B. [83], [56], [67], [75] und die
jingeren Arbeiten [76], |[84], [78]. Hier beschrinken wir uns auf nur einen solchen partiellen
Regularitétssatz, bei dem im Unterschied zu Satz die Voraussetzungen des polynomia-
len Wachstums und die Strukturbedingungen (Voraussetzungen (R2) und (R4) von Satz
fehlen, die uns die Herleitung der schwachen EULER-LAGRANGE-Gleichung ermoglicht
haben.

Satz 4.6 |PARTIELLE REGULARITAT|
Seien N =1, q € [1,00) und I = (a,b) C R ein beschrinktes Intervall, o, B € R gegebene
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Konstanten und F € C®(I x R x R) mit F,,(z,2,p) > 0 fiir alle (z,z,p) € I x R x R.
Dann gilt fiir

u € Cla,B) = {ve WhH(I) : v(a) = a, v(b) = B}
mat
Fu) = c%ﬁ,fg) F()
(i) Die Ableitung v’ existiert mit Werten in R U {—o00, 00} dberall auf I und ist stetig.

(ii) u € C*°(I'\ Sing(u)), wobei die singulire Menge Sing(u) := {x € I : u/(z) = £oo}
abgeschlossen ist und £ (Sing(u)) = 0 gilt.

Der Satz tiber die partielle Regularitét, Satz [£.6] garantiert die Kleinheit der singuléren
Menge: .#!(Sing(u)) = 0. Die in der folgenden Proposition beschriebene Konstruktion ver-
deutlicht, dass man diese singuldre Menge beliebig vorschreiben kann. Mit anderen Worten,
zu beliebig vorgegebener .#!'-Nullmenge gibt es ein Variationsintegral, dessen Minimierer
genau diese Menge als singuldre Menge haben.

Proposition 4.7 [VORGESCHRIEBENE SINGULARITATEN UND LAVRENTIEV-PHANOMEN]
Sei I = (a,b) mit —co < a < b < +oo, E C I abgeschlossen mit L1 (E) =0,E # 0 und

C(0,1) := {w € WY(I) : w(a) = 0, w(b) = 1}.
Dann existieren v € C(0,1), ¢, € C°(R) und € > 0 mit

P, " >0 auf R und pove CP(I),

so dass fiir
F(z,2,p) == [p(2) — p(v(x))]” ¥ (p) + ep”
und
F(w) = /IF(x,w(x),w’(x))dx
gilt:

(i) Es gibt ein u € C(0,1) mit F(u) = infe(g 1) F(:).
(ii) Sing(u) = E, d.h.u € C®(I\E), v’ : I — RU{zxo0} und E = {x € I : v/ (x) = +o0}.

(iii) infe(o,1) F(+) <infeiqynerr F()  (LAVRENTIEV-Phénomen).

Bemerkung:

Die Existenz des Minimierers aus C(0, 1) folgt sofort, denn die Voraussetzungen von Satz
[3:6] sind erfiillt. Um die Regularitét zu zeigen, kann der Satz von TONELLI tiber partielle
Regularitdt, Satz benutzt werden. Das Konstruktionsprinzip fiir den Beweis dieser
Proposition ist in [7, Prop. 4.11] dargestellt. Zur Beweisidee bemerken wir hier nur, dass
die SOBOLEVfunktion v so gewahlt wird, dass sie auf der gegebenen Menge E unendliche
Steigung hat. Die glatte Funktion ¢ blendet dann durch Verkettung mit v gerade diese
Singularitdtenmenge aus. Die konvexe Funktion 1) sorgt fiir eine positive untere Schranke
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o9 > 0 des Funktionals F(w) fiir glatte Funktionen w € C'(I), und ¢ > 0 wird so klein
gewahlt, dass

Flo) = E/f W (2)|2 dz < oo,

um das LAVRENTIEV-Phénomen (iii) nachzuweisen. Der Term ep? sorgt einerseits dafiir,
dass wir eine polynomiale untere Wachstumsschranke haben, womit die Existenz eines Mi-
nimierers nach Satz gesichert ist. Andererseits fithrt dieser Term im Zusammenwirken
mit der konvexen Funktion 1 zur strikten Konvexitdt des Integranden in p, so dass der
Regularitétssatz Satz anwendbar ist.
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Kapitel 5

Anwendungen

5.1 Hindernisproblem
5.2 Variationsprobleme fiir CARTAN-Funktionale

5.3 Periodische Losungen von Differentialgleichungen
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Anhang A

Resultate aus der Funktionalanalysis

Im Folgenden werden wir einige Definitionen und Resultate aus der Funktionalanalysis und
verwandten Gebieten angeben, die im vorliegenden Skript benutzt werden. Fiir Details der
nachstehenden Sétze verweisen wir, soweit nicht anders vermerkt, auf [3], wobei wir uns hier
bei linearen Rdumen auf R-Vektorrdume beschranken.

Definition A.1 [BANACHRAUME, DICHTE UND SEPARABLE TEILMENGEN| (i) Ein  [li-

(i)

(iii)

(iv)

nearer normierter Raum X heif$t BANACHraum, wenn er vollstindig ist, d.h. wenn
alle Cauchy-Folgen in X konvergieren.

Sei X ein BANACHraum. Eine Teilmenge A C X heifit dicht in X, wenn der beziiglich
der Norm || - || x gebildete Abschluss von A mit X iibereinstimmt, d.h. A= X.
X heif$t separabel, wenn eine abzdhlbare, dichte Teilmenge A C X existiert.

FEin BANACHraum X heifst uniform konvex, wenn es zu jedem € > 0 ein §(g) > 0
gibt, so dass gilt: Fir u,v € X mit ||ullx = |Jvllx = 1 und mit |lu —v|x > ¢
gilt lu +v||x < 2(1 —9); siehe [54, Kapitel 5, $26.6]. (Gleichbedeutend ist: Aus
lukllx = |lvkllx = 1 und ||ug, + vil|x — 2 folgt ||ur, — vgl|x — 0 fir k — c0.)

Ein linearer Raum X mit einem Skalarprodukt (inneren Produkt) (-,-) : X x X —
R, welcher beziglich der von dem Skalarprodukt induzierten Norm || - ||x = +/(-,*)
vollstindig ist, heiffit HILBERTraum.

Definition A.2 |[LINEARE ABBILDUNGEN]| (i) Seien X und Y lineare normierte Riume.

(i)

(iii)

Dann heifft L : X —'Y eine lineare Abbildung, falls L(axy + fx2) = aL(x1)+ BL(x2)
fir alle x1,x2 € X und o, B € R.

Fine lineare Abbildung heifst stetig (oder beschréankt oder ein beschriankter linearer
Operator), wenn es eine Konstante C' € R gibt, so dass | Lz|ly < C|z||x fir alle
x € X. Mit L(X,Y) bezeichnen wir den Raum der stetigen linearen Abbildungen von
X nach'Y, der mit der Operatornorm

Ll r(x, vy == sup |[[Lz|y < oo
flz|lx <1

ein normierter linearer Raum ist.

Der Raum X* := L(X,R) heifit der Dualraum von X, die Elemente von X* nennt
man auch lineare Funktionale .
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(iv) FEine injektive lineare stetige Abbildung L € L(X,Y") heifst Einbettung.

(v) Eine bijektive lineare stetige Abbildung L € L(X,Y") heifst invertierbar oder ein steti-
ger Isomorphismus .

(vi) Eine Abbildung L € L(X,Y) heifst Isometrie oder isometrisch , wenn | Lz|ly = ||z| x
fiir alle x € X.

(vil) Falls X und Y BANACHrdume sind, und wenn fir eine Abbildung K € L(X,Y) jede
Folge {K(x)} C Y eine in Y konvergente Teilfolge besitzt, solange die Urbildfolge
{zr} C X beschrinkt ist, dann heiffit K kompakt. Ist diese Abbildung K zusditzlich
eine Einbettung, dann spricht man kurz von einer kompakten Einbettung.

Bemerkung:

Falls der Zielraum Y ein BANACHraum ist, dann ist auch L(X,Y’) ein BANACHraum. Falls X
und Y BANACHraume sind und falls L € L(X,Y) eine invertierbare lineare stetige Abbildung
ist, dann kann man zeigen, dass L~ € L(Y, X), wobei L™! : Y — X die Inverse von L
bezeichnet.

Satz A.3 [FOLGERUNG AUS HAHN-BANACH]
Sei X ein normierter linearer Raum und xo € X \{0}. Dann ezistiert ein lineares Funktional
lo € X*, so dass ||lp||x+ =1 und lp(zg) = ||zol|x-

Bemerkung:
Mit der Abbildung Jx : X — (X*)* =: X**, definiert durch
(Jxz)(l) :=1(z) fir = € Xundallel € X¥,

ist jeder BANACHraum X in natiirlicher Weise isometrisch in X** eingebettet.

Definition A.4 [REFLEXIVE BANACHRAUME]
Ein BANACHraum X heifit reflexiv, wenn die oben genannte isometrische Einbettung Jx :
X — X™** surjektiv, also ein isometrischer Isomorphismus ist.

Satz A.5 [DARSTELLUNGSSATZ VON RIESZ FUR HILBERTRAUME]

Jeder HILBERTraum X ist isometrisch isomorph zu seinem Dualraum X* mittels der Abbil-
dung J : X — X* definiert durch

x = J(x) = (x,-) € X*.

Korollar A.6 [HILBERTRAUME SIND REFLEXIV]|
Jeder HILBERTraum ist reflexiv.

Definition A.7 [SCHWACHE KONVERGENZ|
Sei X ein BANACHraum.

(i) Eine Folge {xr} in X konvergiert schwach fir k — oo gegen ein x € X, wenn
l(zg) — U(z) fiir k — oo fir alle l € X*. Wir schreiben dafir xy — x fir k — oo.

(ii) Eine Folge {li.} im Dualraum X* konvergiert schwach* fir k — oo gegen einl € X*,
wenn ly(z) — 1(z) fir k — oo fiir alle x € X. Wir schreiben dafiir lj, = 1 fiir k — oc.

Lemma A.8 [EIGENSCHAFTEN SCHWACHER KONVERGENZ|
Sei X ein BANACHraum, dann gilt:
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(i) Der schwache und auch der schwach* Grenzwert einer Folge in X bzw. einer Folge in
X* ist eindeutig bestimmt.

(ii) Falls ||z — z||x — O fiir k — oo (also falls xj, stark gegen x konvergiert), dann gilt
auch zj, — x fir k — oco. Falls ||l — l||x+ — 0 fiir k — oo, dann gilt auch I, = 1 fir
k — oo.

(iii) Falls I, =1 in X* fir k — oo, dann gilt

1]+ < Timinf [|1]| x
k—o0

(iv) Falls xp, — x in X fir k — oo, dann gilt

[z x < liminf [z x.
k—o0

(iv) Schwach konvergente Folgen in X und auch schwach® konvergente Folgen in X* sind
beschrdnkt.

(v) Falls zy, stark gegen z in X, d.h. ||z — 2| x — 0, und ly = 1 in X* fiir k — oo, dann

folgt
lg(zg) — U(z)  fir k— oc.

Falls x, — x in X und ||lx — || x+ — 0 fiir k — oo, dann gilt ebenfalls

lg(zp) = U(x)  fir k— oc.

Satz A.9 [SCHWACH* FOLGENKOMPAKTHEIT]

Fiir einen separablen BANACHraum X ist jede abgeschlossene Kugel tm zugehdorigen Dual-
raum X* schwach® folgenkompakt, d.h. zu jeder in X* beschrankten Folge {lx,} C X™* gibt es
eine Teilfolge {Iy,} und ein 1 € X*, so dass l, — 1 fiir i — oo.

Satz A.10 [SCHWACHE FOLGENKOMPAKTHEIT IN REFLEXIVEN BANACHRAUMEN]

Sei X ein reflexiver BANACHraum. Dann ist jede abgeschlossene Kugel in X schwach fol-
genkompakt, d.h. zu jeder in X beschrinkten Folge {x} C X gibt es eine Teilfolge {xy,}
und ein x € X, so dass x, — x fiir i — o0.

Satz A.11 [STARKE KONVERGENZ AUS NORMKONVERGENZ UND SCHWACHER KONVER-
GENzZ |25, KAPITEL 11.4.28]|

Sei X ein uniform konvexer BANACHraum. Dann folgt aus ||zk||x — ||z||x und z — x
auch die starke Konvergenz ||z — z||x — 0 fir k — occ.

Satz A.12 [MAZUR]|

Sei C' C X eine konvexe und abgeschlossene Menge eines linearen normierten Raumes X,
dann ist C schwach folgenabgeschlossen, d.h. falls xy, € C fiir alle k € N und xp — x fir
k — oo, dann ist x € C.

Definition A.13 [HOLDERRAUME]|
Seien n € N, k € NU {0} und o € (0,1]. Fiir eine nichtleere offene Menge @ C R™ sei
Ck(Q,R) = C*(Q) der Raum der auf Q k-mal stetig differenzierbaren Funktionen und

C*(Q,R) = C*(Q) := {u € C¥(Q) : & u besitzt eine stetige Fortsetzung auf Q fiir alle || < k},
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wobei v ein Multiindex ist. Die Riume C*°(§2) und C*>°(2) bestehen aus allen Funktionen,
die in C*(Q) bzw. in C*(Q) fiir alle k € N sind. Weiterhin definieren wir die HOLDERraume

CP(Q) == {u € C*(Q) : Holgo(0Mu) < oo fiir alle |y| = k},
wobei die HOLDERkonstante einer Funktion v : Q — IR durch

v(x) —wv
Holg qv := sup 7’ (z) W)l

z,yeN |ZB — y|a

Ty
gegeben ist. Funktionen mit endlicher HOLDERkonstante nennt man auch HOLDERstetig.
Falls o = 1 nennt man diese Konstante auch LIPSCHITZkonstante und bezeichnet sie auch
mit Lipqu. Funktionen mit endlicher LIPSCHITZkonstante heiflen LIPSCHITZstetig.

Mit CE(A) bzw. C'g’a(A) oder C§°(A) bezeichnen wir Funktionen u der entsprechenden

Funktionenklasse, deren Trdger

suppu = {z € A : u(z) # 0}

kompakt in A enthalten ist, wobei Q@ C A C Q zugelassen ist, etwa wenn A = QUT
fiir eine Teilmenge I' C 0Q. (Der Raum C*(A) ist die Menge aller auf Q k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen, deren simtliche Ableitungen stetige Fortsetzungen auf A D Q
besitzen. )

Bemerkung: (i) Man kann zeigen, dass der Raum C*(Q) versehen mit der Norm

HUHck(Q) = Z HmuHCO(Q)
[vI<k

ein BANACHraum ist. Hierbei bezeichnet [[v]lcoqy = sup,eq [v(2)| die Supremums-
norm einer Funktion v :  — R. Desweiteren ist auch der Raum C*®(Q) versehen
mit der Norm
lull ooy = lullon@y + D Holg.a(07u)
lvI=F
ein BANACHraum.

(i) Fiir Q@ cC R"™ (d.h. Q ist eine kompakte Teilmenge des R") und 0 < 8 < o kann man
mit dem Satz von ARZELA-ASCOLI beweisen, dass die Inklusionen

c% Q) c ¢%P(Q) c C'(Q)

durch kompakte Einbettungen realisiert werden, was zum Beispiel bedeutet, dass jede
beschrinkte Folge in (C%*(Q), || - |cha(e)) eine in (COB(Q), || - k() konvergente
Teilfolge besitzt. Falls zusitzlich der Rand des Gebietes 2 von der Klasse C%! ist, was
bedeutet, dass sich der Rand 92 lokal durch den Graphen einer LIPSCHITZstetigen
Funktion darstellen ldsst, dann ist fiir k,1 € NU{0}, k > [, o, 8 € (0, 1] mit k+a > I+
die Inklusion C**(Q2) ¢ C"5(Q) eine kompakte Einbettung.

Definition A.14 [LEBESGUERAUME]|
Sei ) #Q C R"™ offen, q € [1,00]. Dann ist der LEBESGUEraum L(Q) definiert durch

LY(Q) :={u:Q— R messbar : |lu|rqq) < oo},
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wobel 1
iy = { U A2 S 1 0o

ess supq |u fir q = oo.
Q

Dabei ist
esssup |ul ;== inf  sup |u(x)|.
Q ZM(N)=0geQ\N

Es gilt w = v in LY(Q) genau dann, wenn u = v ZL"-fast dberall in Q, d.h. u(x) = v(z)
fiir alle x € Q\ N mit £"(N) = 0. In diesem Sinne ist eine Funktion u € L(Q) eine
Aquivalenzklasse aller Funktionen, die £ -fast iiberall in Q mit u ibereinstimmen. Weiterhin
setzt man

Lq

loc

Q) :={u: Q= R:ue LYQ) firale & ccC Q},

und up, — u in LL _(Q) bedeutet, dass umy, — w in LY(Q') fiir m — oo fiir alle Q' CC Q.

loc

Ein Punkt zo € Q heifit LEBESGUE-Punkt der Funktion u € LL (Q), falls

loc

1
lim ————— u(x) — u(xg)| dxr = 0.
5550 g”(Bg(l’o)) /B(;(:co)| ( ) ( 0)’

Bemerkung: (i) Fiir u € L{ _(Q) sind #"-fast alle Punkte aus Q LEBESGUE-Punkte;

loc
siehe z.B. [T7, S. 138ff].

(ii) Sehr niitzlich ist die (verallgemeinerte) HOLDERungleichung: Fir ¢; € [1,00], i =

1,...,m, mit
1 1 1
- 4+ - 4= =1
Q1 q2 Qm
und Funktionen u; € L%(Q) gilt die Ungleichung
/Qul(x)uz(x) o um (@) do) < luallpa ) - lluzllpe@) -« - lumllpon @)-

(iii) Sei 2 C R™ eine nichtleere offene Menge. Dann sind die Raume L4(2) fiir ¢ € [1, 00)
separabel, da der Raum C§(€2) dicht in L9(f2) liegt, und stetige Funktionen mit Poly-
nomen nach dem WEIERSTRASSschen Approximationssatz approximierbar sind. Diese
Polynome wiederum kann man durch solche mit rationalen Koeffizienten annéhern, da
@Q = R, also die rationalen Zahlen in R dicht liegen. Falls Q zusétzlich beschrinkt ist,
sind auch die Rdume C*(2) separabel.

Der Raum L*°() hingegen ist nicht separabel.

Satz A.15 [FISCHER-RIESZ]
Sei Q C R™ eine nichtleere offene Menge. Dann sind fir alle ¢ € [1,00] die Ridume L1(2)
vollstindig.

Bemerkung:
Der eigentliche Satz von FISCHER-RIESZ bezieht sich auf den Fall endlicher Exponenten ¢,
fiir ¢ = oo reicht ein direktes und elementares Argument.

Satz A.16 [DUALRAUM VON LY FUR ¢ < 00|
Sei Q C R™ eine nichtleere und offene Menge und 1 < q < oo. Dann ist der Dualraum
(L9(Q))* isometrisch isomorph zu dem Raum LY (Q) fiir den zu q konjugierten Ezponenten
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q € (1,00] mit % + % = 1. Dieser isometrische Isomorphismus J : L7 (Q) — (L9(Q))* ist
gegeben durch

v J()(-) = /Q v(z)dx € (LP(Q))*  fir ve L7 (Q),

also J(v)(u) = [qu(z)v(x)dz firue LI(Q).

Satz A.17 [RIESZ RADON: DUALRAUM VON C°(Q) [25, BAND I, KAPITEL 1V.6.3] |

Sei Q C R™ eine nichtleere und offene Menge. Dann ist der Dualraum (C°(2))* isome-
trisch isomorph zu dem Raum ZB(Y) aller requldren BORELmafe auf Q). Dieser isometrische
Isomorphismus I : B(2) — CO(Q) ist gegeben durch

b I(u)() = /Q Cdpe (@) fir pe BQ),

also I(p = [ u( x) fiir u € C°(Q). Auflerdem gilt fiir requlire BORELmafe p,v €
AB(0) mzt ,u(E) > ( ) fur alle BORELmengen E C 2 dann auch, dass I(p)(u) > 1(v)(u)
fiir alle w € CO()) mit u > 0.

Korollar A.18 [POSITIVE FUNKTIONALE AUF C{(Q) [3, UBuNG 4.8] |

Sei @ C R™ eine nichtleere und offene Menge, und es gebe eine lineare Abbildung T :
C(Q) = R, so dass T(u) > 0 fiir alle u € C§(Q, Ry, wobei Ry := {z € R:z > 0}. Dann
existiert ein nichtnegatives lokal beschranktes regulires BORELmaf p € B(Q), so dass

T(u) = /Qu(x) du(x)  fir alle u € C(Q).

Satz A.19 [REFLEXIVITAT|

Sei Q@ C R™ eine nichtleere offene Menge. Dann sind fir q € (1,00) die LEBESGUE-RdGume
LY(Q) und die SOBOLEVriume W*4(Q), k € N reflexiv. Dagegen sind L' (), L>®(2) nicht
reflexiv. Auch der Raum C°(Q) der auf Q stetigen Funktionen ist nicht refleiv.

Definition A.20 |[FALTUNG UND DIRAC-FOLGE]
Fiir w € LY(R"™) und ¢ € L*(R™) definiert man die Faltung o x u € LY(R™) von ¢ mit u
durch

prule)i= [ ple = puly)dy
Eine Folge {¢r} C L*(R™) heifit Dirac-Folge, falls
vr >0, / or(x)de =1, / or(x)de =0 fir k— oo Vr > 0.
" R™\B;(0)
Bemerkung: (i) Fiir ¢ € L'(R™) mit ¢ > 0, [ ¢(2) dz =1 bilden die Funktionen
1 T

eine DIRAC-Folge.

(ii) Fur ¢ € C§°(B1(0)) ist . € C5°(B:(0)) und damit die Faltung u. := ¢, * u auch fiir
u € L (Q) erklirt. Es gelten dann die folgenden Eigenschaften:
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(a) ue € C*°() fir alle ' CC Q mit dist(Y,002) > e.

b) Falls v € LY(), dann ist u. € C®°(R"™), wenn u = 0 auf R" \ Q gesetzt wird.
( : g

(c) Falls suppu CC Q, dann ist u. € C§°(Q) fiir alle € < dist(supp u, 012).

(d) Fiir die charakteristische Funktion u := xor{| mit Q' cC Q" CC Q und

e < min{dist(’, 9Q"), dist (", 9Q)}

gilt: us € C§°(R2), 0 < wue <1, und ue. = 1 auf Q.

Satz A.21 [APPROXIMATION DURCH FALTUNG [37, KAPITEL 7.2]]
Sei 2 C R™ eine nichtleere offene Menge.

(i) Firuw e LL (Q), 1 < ¢ < o0, gilt ue — w in L{ (Q) fir e — 0. Ist @ = R™ und

loc

u € LYR"), 1 < g < oo, dann hat man die Konvergenz ue — u in LY(R™) fir e — 0.
(i) Fiir u € C*(Q) und alle ¥ CC Q gilt u. — u in CO(Y) fiir e — 0.

(iii) Firue CP(Q),0<B<a <1, ke NU{0} gilt u. — u fire — 0 in C*B(QY) fiir
alle Q' CcC Q. Zusdtzlich gilt fir alle ' cC Q" cC Q die Abschitzung

Huchk,a(@) < ||UHck,a(W) fiir e < dist(Q',09").

Korollar A.22

Der Raum C3°(Q2) liegt dicht in L1(Q) fir alle 1 < g < oo, d.h. zu einer Funktion v € L9(2)
und o > 0 gibt es eine Funktion u, € C§°(S2), so dass [|u — ug||fa() < 0. Fiir ¢ = oo ist
diese Aussage nicht richtig.

'Die charakteristische Funktion xa einer Menge A ist definiert durch ya(z) = 1, falls z € A, und
xa(z) =0, falls z ¢ A.
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-partielle, -von SOBOLEV, [59]
-quasilinear, [9] Einheitsnormalenvektor, [7]
-STURM-LIOUVILLE Typ, Einheitstangente,
Differenzenquotient Eins-Graph
-von SOBOLEVfunktionen, -einer Funktion,
DirAc-Folge, elastischer Balken, 29
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elastischer Faden,
Elliptizitat,
ERDMANN-Gleichung, [T7]
Erhaltungssatz, [12]
erste (&ufere) Variation,
EULER-LAGRANGE

-Gleichung,
EULER-LAGRANGE-Gleichung,
Extremale

_F-,B

-schwache,

Faltung,
Faltungskern,

FINSLERSCHE Mannigfaltigkeit,
FISCHER-RIESZ

-Satz von, [129]
Flachenformel,
Flachenfunktional,
folgenabgeschlossen

-schwach,
folgenkompakt

-schwach, [127]

schwach*,

FRENET-Gleichungen, [7]
Fundamentallemma,
-erweitertes, [4]
Funktion
-CARATHEODORY-, [73], [80] [L04]
-HOLDERstetige, [128
-LipscHITZstetige, |128
Funktional
-Relaxation des, [I05]
-lineares,
-parametrisches, [6] [107]
-CARTAN, [71] [80] 05} [107]

Funktionen
-SOBOLEV-, [46]

GAUSS-BONNET
-Satz von, [06]
GAUss
-Divergenzsatz von, 00|
GAuUss-Kriimmung,
geometrische Randwertprobleme
-hoherer Ordnung,
gewichtetes Langenfunktional, [0]

gleichméfig absolutstetige Mengenfunktio-

nen, [66]

héngende Kette, 25
HAMILTON

-Funktion,
HAMILTON

-Gleichungen,
harmonische Abbildungen, [85]
HILBERTraum, [125
HOLDERkonstante, |128
HOLDERraum, 128
HOLDERstetigkeit,
HOLDERungleichung, [129]

homogen, [I§]

Impulsvariable, [A0]
innere Variation,
Integration
-diskrete partielle,
invertierbare lineare stetige Abbildung, [126
Isometrie,
isometrische lineare stetige Abbildung, [126
Isomorphismus

-stetiger, [126]

Katenoid,
Kettenlinie, [27]
Kettenregel

-fiir SoBOLEVfunktionen, [60]
kompakte Einbettung,
kompakte lineare stetige Abbildung, [126]
konforme

-Metrik, [95]

-Parametrisierung,

-von Fléchen,
konforme Geometrie,
konforme Parametrisierung, [108
konjugierter Exponent, [129]
Konvergenz

-schwache, [75] [126]
schwach*,
-starke, [127]

konvex
-lokal stark, [35]
-uniform,
konvexe Einhiillende,
Kriimmungsgleichung
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-fiir kritische Punkte gewichteter L#n- nicht-parametrisches Langenfunktional, [f]

genfunktionale, NOETHER-Gleichung,
kritischer Punkt, Norm
-schwacher, -Operator-, [125
3 _ -Supremums-,
Langenfunktional Normalenvektor
-gewichtetes, [f] Einheits-, []
-nicht-parametrisches, [6]
-parametrisches, [20] Operator
LAGRANGE -beschrinkter linearer,
-Funktion, [I] Operatornorm, [125
-Multiplikator
-Regel, 1] Parametervariation
LAPLACE-BELTRAMI-Operator, -zuldssige,
LAVRENTIEV-Phanomen, [I04] parametrische Funktionale, [6]
-Ausschluss des, parametrische Variationsprobleme,
LEBESGUEraum, [123 parametrisches Funktional,
LEBESGUE-Punkt, parametrisches Langenfunktional,
LEGENDRE Parametrisierung
-Transformation, -konform, [108
LINDELOF-Eigenschaft, -konforme von Flachen, [I9]
lineare Abbildung, [125] partielle Differentialgleichung,
lineare Funktionale, Partielle Integration
LipscHITZkonstante, [128] -diskret,
LIPSCHITZstetigkeit, partielle Regularitét
lokaler Minimierer, [J] -Satz von TONELLI iiber,
Li-Raum, [T28 partielle Regularitét
LusiNeigenschaft, - von Minimierern, [119
PERRON
Mannigfaltigkeit -Methode von,
-FINSLERSCHE, PLATEAU
-RIEMANNSCHE, -verallgemeinertes Problem von,
Menge POINCARE-Ungleichung, [60]
-singulére, [120 Polykonvexitét, [76]
Mengenfunktion polynomiales Wachstum, [T05] [I12]
-absolutstetig, Produktregel
Minimalfléchen, [95] -fiir SOBOLEVfunktionen,
Minimalflache Profilkurve,
-rotationssymmetrische, [27]
Minimalfolge, [45] [74] g-harmonische Abbildungen,
Minimierer quasikonvex,
-lokaler, Quasikonvexitat,
MORREYscher Einbettungssatz, quasilineare

-Differentialgleichung,
natiirliche Randbedingungen, [I0]

NEWTON Randbedingungen
-Bewegungsgleichung, -natiirliche,

NEwTONsche Bewegungsgleichung, [6] Randwerte
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-schwache, [47]
reflexiver BANACHraum, [126]
reguldre Kurve,
Regularitéatstheorie, [L11
Regularitat

- partielle von Minimierern, [119
Regularitét

-partielle,
Relaxation des Funktionals, [I0F]
RIEMANNSCHE Mannigfaltigkeit,
Rotationsflache,

RUDIN, 129

Satz

-von GAUSS-BONNET, [96]
Satz von

- FISCHER-RIESZ, |129

- ToNELLI, Unterhalbstetigkeits-, [80
schwach

- F-kritisch,
schwach folgenabgeschlossen, [127]
schwach folgenkompakt,
schwach stetig, [79]
schwache Ableitung, [46]
schwache Extremale, [2]
schwache Konvergenz,
schwache Nullrandwerte, [A7]
schwache Topologie

-in SOBOLEVraumen,
schwacher kritischer Punkt,
schwach* folgenkompakt,
schwach* Konvergenz, [126]
separabel,
singuldre Menge, [120]
Singularitéten, [T1]]
SoBOLEVfunktionen, [16]
SoBOLEVscher Einbettungssatz,
starke Konvergenz, [127]
stetig

-schwach, [79]
stetige Einbettung, 59|
stetige lineare Abbildung,
stetiger Isomorphismus, [126
Stiitzgerade, [23]
Stiitzmannigfaltigkeit, [IT]
STURM-LIOUVILLE

-Differentialgleichung,

-Eigenwertproblem,
superlineares Wachstum,
Supremumsnorm,

Tangente
-Einheits-, [7]
TONELLI
-Satz uber partielle Regularitat,
-Unterhalbstetigkeitssatz von,
Trager
-einer Funktion, 2]

uniform konvex, [109] [125]
Unterhalbstetigkeit, [74]

-schwache,
Unterhalbstetigkeitssatz
-von TONELLI,

Variation

-erste, 2]

-innere, [14]

-zuldssige innere, [14]
Variationsansatz, [97]
Variationsprobleme

-parametrische,
Variationsvektorfeld, [I4]

Wachstum
-superlineares, [119
WEIERSTRASS
-Approximationssatz von,
-Beispiel von,
WILLMORE
-Funktional,
Wirkungsfunktional, [6] [31]
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