Rheinisch-Westfilische Technische Hochschule Aachen
Institut fiir Mathematik

Prof. Dr. Heiko von der Mosel

Alexandra Gilsbach

Ubungen zur Vorlesung
Variationsrechnung I
Serie 2 vom 16.10.2017
Abgabedatum: 25.10.2017

Aufgabe 5  [Sturm-Liouville-Operator]
Fiiru € C2(1)NC°(I), I = (a,b), gelte

—u"(x) +e(ulx) = flx),

ula) = a, (1)
ub) = B,

wobei @, 8 € R und ¢ : I — R eine beschriinkte Funktion ist. Weiterhin gebe es Konstanten
0 < cp <cq,sodass
co <c(x) <c firalle x € 1. 2)

(a) Beweisen Sie:

u(x) < max{a,B,c, sup|f(y)|} fiiralle x € 1.
yel

(b) Diein (a) zu beweisende Aussage stellt eine a priori Abschitzung fiir die Losung von
(1) dar, d.h. eine Abschitzung von u(x) durch Konstanten, die nur von den Daten
o, B,c, f in (1) abhingen. Zeigen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass eine solche a
priori Abschitzung fiir Lésungen von (1) i.A. nicht mdglich ist, falls 0 > ¢ > ¢(x) >
co fiir alle x € I anstelle von (2) gilt.

Aufgabe 6 [Fundamentallemma DUBOIS-REYMOND II]
Beweisen Sie die folgende Variante des Fundamentallemmas:
Sei I = (a,b), —o < a<b < oound f € CO(T) erfiille

/f(x)n(x)dxzo firalle n € CO(T) mit /n(x)dx:O,
I I

dann gibt es eine Konstante ¢ € R, so dass f(x) = c fiir alle x € I.

Hinweis: Nehmen Sie das Gegenteil an. Konstruieren Sie zu zwei Punkten mit unterschied-
lichen f-Werten eine stetige Funktion M mit Tréiger in hinreichend kleinen, disjunkten, aber
gleichgrofien Umgebungen dieser beiden Punkte, so dass die Werte jeweils entgegengesetz-
tes Vorzeichen auf diesen Umgebungen haben.




Aufgabe 7 [Innere Variationen fiir Variationsprobleme hiherer Ordnung]

Sei

F(u) = /I)F(x,u(x),u/(x),u”(x))dx

ein Variationsintegral 2. Ordnung. Wir nehmen an, dass F € C'(R x RN x RN x RV),
u € C*(I,RY) und setzen A := %Lg:o, wobei {&(., 8)}86(780,89) eine zulédssige Parameter-
variation im Sinne von Definition 1.14 von der Klasse C3 auf I x (—&, &) ist. Berechnen
Sie analog zur Vorlesung (Proposition 1.16) die innere Variation 0.% (u, 1).

Aufgabe 8 [Parameterinvariantes Variationsintegral = C ARTAN-Funktional]
Sei
Fi(u) = /F(u(x),b/(x))dn = (a,b),
1

mit F € CO(RY x RV) ein Variationsintegral definiert auf der Funktionenklasse u €
C!(I,RN). Zeigen Sie, dass die beiden folgenden Aussagen Aquivalent sind:

(i) ZF is parameterinvariant, d.h. es gilt Z;(u) = Z;(uo o) fiir alle u € C' (I, R"), und
fiir alle C'-Diffeomorphismen ¢ : J — I von J := [c,d] auf I mit o (7) > O fiir alle
Tel.

(ii) F(z,.) ist positiv homogen 1. Ordnung, d.h. es gilt
F(z,tp) =tF(z,p) firalle t >0, z,p € RY. (H)
Hinweis: Fiir den Beweis von “(i) = (ii)” wéihle fiir beliebige (z,p) € RN x RN eine Kurve
u€ CHIL,RY) (mitI = (—&o,&), & > 0) mit u(0) = z,u'(0) = p, und den Diffeomorphismus

o :|—&/t,€0/t] — I definiert durch o(t) :=1t -7, fiir T € [—&y/t,€0/t] und fiir beliebiges
(aber festes)t > 0.




