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Aufgabe 25 [Beispiele von Sobolevfunktionen]

(i) Zeigen Sie, dass die Funktion
u(x):=|x|, xeR"
in W= (B1(0)) liegt.
(i) Sein = 2. Zeigen Sie, dass die Funktion
loglog & fiir x € B1(0)\ {0}
u(x) = bl
0 fiir x=0
fiir 0 < R < 1in W'?(Bg(0)) liegt.
(iii) Sein = 1. Ist die Heavyside-Funktion
1 fir x>0
u(x) = i}
0 firx<O
eine Sobolevfunktion? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(iv)* Sei g € [1,0). Konstruieren Sie eine Funktion u € W'4(B(0)), die unbeschrinkt
auf jeder offenen Teilmenge des Einheitsballes By (0) C R" ist. Hinweis: Bauen Sie
in eine abzdhlbar dichte Teilmenge (& )x C B1(0) jeweils die auch in der Vorlesung
diskutierte Punktsingularitiit x — |x|~% fiir geeignetes o = o(n, q) ein.

Aufgabe 26

[Beispiele zu den Einbettungssitzen]

(i) Sei Q C R" offen. Zeigen Sie, dass keine stetige Einbettung des Raumes W'4(Q) in
L= (Q) existiert falls ¢ = n, (vgl. mit dem Sobolevschen Einbettungssatz, Satz 2.9 (i)
der Vorlesung).

Hinweis: Betrachten Sie dazu z.B. die Funktion
u(x) :=log(1+|loglx||) fiir x € B;(0) C R".

(ii) Zeigen Sie, dass die Funktion u : R\ {0} — R gegeben durch u(x,y) := xlog|logr|
mit 7 := /x> +)? von der Klasse W>%(B 5(0)) ist, dass aber der Gradient Vu auf
By, unbeschrinkt ist, und vergleichen Sie mit dem Morrey-Sobolevschen Einbet-
tungssatz, Satz 2.9 der Vorlesung. Zeigen Sie dariiberhinaus, dass der Einheitsnor-
malenvektor v, des Graphen von u im R3,

- 1 <—w>
I+ vup 1)

andererseits einen wohldefinierten Limes besitzt, wenn r — 0.




Aufgabe 27

[Nichtkompakte Einbettung] Zeigen Sie an einem Beispiel, dass die Einbettung
W12(R") — LI(R") fiir 1 < g < 2n/(n— 2) nicht kompakt ist.

Aufgabe 28 [Punktweise Konvergenz (fast iiberall)]

(i) Sei {vx} C WI=(R") eine beschrinkte Folge. Beweisen Sie die Existenz einer Teil-
folge {vi,} C {v}, die fiir i — oo lokal gleichmiBig gegen eine Grenzfunktion
u € W= (R") konvergiert.

(ii)* Sei {w} C WI4(R"), g € (1,0] eine beschrinkte Folge. Beweisen Sie die Existenz
einer Teilfolge {vy, } C {vi}, die fiir i — co Z"-fast iiberall gegen eine Grenzfunktion
u € W9 (R") NLY(R") konvergiert.
Hinweis zu (ii)*: Benutzen Sie auf Biillen Bj(0) CR", j € N, die Kompaktheit der So-
bolevschen Einbettung (Satz 2.9 in Variationsrechnung I) W'9(B;(0)) < L9(B;(0)).




