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Aufgabe 29

[Eine Kettenregel fiir Sobolevfunktionen]

Beweisen Sie: Sei Q C R” offen und nichtleer. Dann ist fiir u € W4(Q), 1 < g < o0, und
f€C'(R) mit £(0) =0und f" € L*(R), die Komposition fou € W4(Q), und es gilt

D(fou)= f'(u)Du.
Hinweis: Approximieren Sie u zundiichst mit glatten Funktionen uy,,.

Aufgabe 30

[Poincaré Ungleichungen]

Sei Q CC R" offen und 1 < g < . Beweisen Sie:

(i) Falls Q zusammenhingend ist und dQ € C%!, dann gibt es eine Konstante C =
C(n,q,Q), so dass

/|”*ﬁQ\qu§C(na6],Q)/|Vu|qu fiir alle u€W1"](Q),
Q Q

wobei wir

1770) ::][Qu(x)dx:jnl(g)/gu(x)dx

gesetzt haben.

(i) Sei a € (0,1],  zusammenhingend und dQ € C%!, dann gibt es eine Konstante
C=C(n,q,Q,a), so dass

/Q lu|?dx < Cn,q, Q. @) /Q IVul? dx fiir alle «e W'4(Q) mit 2" ({u=0}) > 0.2"(Q).
(iii) Es gibt eine Konstante C = C(n,q,Q), so dass
/Q lul? dx < C(n,q,sz)/Q Vuldx fiiralle ue W 9(Q).

Zeigen Sie abschlieBend, dass man fiir @ = Bg(xg) C R" die Konstanten C = C(n,q)R? in
(i) und (iii), bzw. C = C(n,q, ®)RY in (ii) wihlen kann.




Aufgabe 31
[Schwache Konvergenz]

Sei X ein Banachraum mit seinem Dualraum X*, dann heiBit eine Folge (x;) C X schwach
konvergent gegen x € X (“x; — xin X fiir k — ), wenn

<l,xk>x*><x = l(xk) — l(x) = <l,x>X*><X fiir alle [ € X*.

Die Konvergenz x; — x beziiglich der Norm in X nennen wir im Folgenden auch starke
Konvergenz — sie wird oft auch als Normkonvergenz bezeichnet.

Zeigen Sie:
(i) Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.

(i) Die Norm in X ist schwach unterhalbstetig, d.h. es gilt

X —x = |lx[|x <liminf ||xg||x.
k—yoo

(iii) Sei B:X x X — R eine symmetrische, positiv-semidefinite und stetige Bilinearform.
Zeigen Sie: Falls x; — x in X, dann gilt

B(x,x) < liminf B(xg,xx).
k—ro0

Hinweis: Fiir den Beweis der Aussage (ii) konnen Sie (ohne Beweis) eine Folgerung aus
dem Satz von Hahn-Banach benutzen: Zu jedem Element x in einem normierten linearen
Raum X gibt es ein lineares stetiges Funktional | aus dem Dualraum X* von X, so dass
l]|x* =1 und I(x) = ||x]||x-

Aufgabe 32

[Klassische Nullrandwerte]

Seil <g<ooundl=(a,b) CR, —0o<a<b<oo.
Zeigen Sie: Fiir u € WH4(I) mit u(a) = u(b) =0 giltu € Wol’q(l).




