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Einleitung

Literatur: Alligood, Sauer, Yorke: Chaos [ASY96]
Dynamische Systeme modellieren zeitabhéingige Prozesse, z.B.

e Bevolkerungsentwicklung (von Jahr zu Jahr) [diskret] t=1,2,3,...

e stetige Anderung von Konzentrationen
bei einer chemischen Reaktion [kontinuierlich] ¢t >0, teR

Situation: (diskret) X = Menge der zuldssigen Zusténde (R,R", Teilmengen U von R",...)

»Phrasenraum®
xr : Zustand des Systems zur Zeit k

f(zg): Zustand des Systems zur Zeit k + 1

X und f: X — X erzeugen ein diskretes dynamisches System.

Die Folge xg,x1,22,... mit zp 1 = f(zg)
k € Ny
oder x5, = f®) () (0.1)

heift Bahn (Orbit)  des System mit Startzustand z .

Beispiel 0.0.1 (Bevdlkerungswachstum)

X = [0,00)
xr = Grifie der Bevélkerung im Jahr k

o Modell mit konstantem Wachstum: Tkl = C- Tk

d.h. f(x)=c-x, mit ¢>0 fest.

Start bei xo € X — Bahn xj = ¢ - ¥
Ziel: Studiere asymptotisches Verhalten der Bahnen (in Abhdngigkeit von xo) insbesondere

lim x, =7
k— o0
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Beispiel 0.0.2 (Logistische Abbildung)
beschrinkte Resourcen — Wachstumsgrenzen (Modell fir ,,Erde*)

e Logistisches Modell:

Ty = dog - (0 — 23)

mit X = [0, p] und Parametern 0 < d < %.

M st eine obere Schranke z.B. fir die Bevolkerung. Damit ist hier f(z) =d -z (u — x).

Beispiel 0.0.3 (Fibonacct Folge)

o Modell fiir Hasenvermehrung

Yk = Yk—1 T Yr—2 Yo =y = 1

Erklirung der Formel

e y. = Anzahl der Hasenpaare im Jahr k

e Hasen sind das erste Jahr unfruchtbar; danach bekommen sie jedes Jahr ein
weiteres Paar als Nachwuchs.

(0.2)
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Diskrete Dynamische Systeme






Kapitel 1

Eindimensionale Abbildungen

1.1 Allgemeine Definitionen

Definition 1.1.1 (Dynamisches System)

Sei T die Menge der mdglichen Zeitpunkte (T =Ny, Z, R, R sind mb’glich) und M eine beliebige
Menge, genannt Phasenraum.

e Fin dynamisches System (DS ) auf M ist eine Funktion ¢: T x M — M mit den folgenden
FEigenschaften:

DS(1) | ¢(0,2) =z fir alle € M (,Identititseigenschaft”)

DS(2) | ¢(t, ¢(s,x)) = p(t+s,z) fir alle t, s €T, € M (,Halbgruppeneigenschaft)

o Fir xo € M heift {z = ¢(t,z9) : t € T} =: v(z0), die Bahn oder der Orbit durch x,.

o Falls T= Ny oder T = Z heifit das dynamische System diskret, sonst kontinuierlich.

Lemma 1.1.2 (diskretes dynamisches System <— Iteration von Abbildungen)

(i) Sei ¢ dynamisches System auf M, T = Ny oder Z.
Setzen wir f: M — M, f(x) :=¢(l,z), x € M, dann gilt

o(k,z) = f¥(x) firale keT, zeM (1.1)

(d.h. ¢ hat eine Darstellung als Iteration einer Abbildung; insbesondere ist f invertierbar
falls T=17.)



4 KAPITEL 1. EINDIMENSIONALE ABBILDUNGEN

(i) Sei f: M — M eine Abbildung. Setzen wir

o(k,x) = f*¥(x) firale keNy, x€ M, (1.2)

dann st ¢ ein diskretes dynamisches System auf M.

Zusatz: Falls f invertierbar, macht (1.2) fir k € Z Sinn, was ein dynamisches System
tiber T = 7Z ergibt.

Bemerkung 1.1.3 Fine dhnliche Verbindung gibt es zwischen kontinuierlichen dynamischen
Systemen (']I' =Ry oder T = R) und Losungsbahnen von Differentialgleichungen.

1.2 Graphische Darstellung von Orbits

Ab jetzt erstmal 1-dim Abbildungen, d.h.

o M C R ist ein Intervall

o f: M — M ist reelle Funktion

Beispiel 1.2.1 (Newton Verfahren als DS)

Aufgabe: suche positive Nullstelle von g(x) = x? —2 mit Newton Verfahren.

Iteration:
o gley) o wp—2
Tk+1 = Tk g’(l‘k) = Ty 2y
d.h.
) 1 2
T = f(xr) mit f(z) = 5 T + 2

Die Iteration entspricht einem hin— und herlaufen zwischen Graph G¢ und der
Winkelhalbierenden.

Beispiel 1.2.2 (Logistische Abbildung)

flz) = 2z(1 —2) (entspricht Beispiel 0.0.2 mit, d.h. p=1 wund d=2).



1.3. FIXPUNKTE UND IHRE STABILITAT )

1.3 Fixpunkte und ihre Stabilitéit

generelles Ziel: Dynamik des dynamischen Systems verstehen, d.h. das Langzeitverhalten der
Bahnen des dynamischen Systems.

dazu sinnvoll: zunichst spezielle (einfache) Bahnen auszeichnen.

Definition 1.3.1 (Fixpunkte)
Ein Punkt xq € M heifst Fixpunkt des dynamischen Systems, falls

o(t, z9) = xo VieT

Lkeine Dynamik”.

Offenbar gilt:

xq ist Fizpunkt von ¢ <= f(xg) = xg, d.h. xo ist Fizpunkt der Abbildung f . (3.1)

Dabei wurde ¢ und f vermoge Lemma 1.1.2 identifiziert.

Beispiel 1.3.2 (Logistische Abbildung)

o f(r)=2x(1—=x) (vgl. Beispiel 1.2.2)

Fizpunkt x¢ = % ; Bahnen nahe xq werden von xy angezogen (xq ist ,attraktiv* ).
o f(z)=4z(1—2x)

Fixpunkt xo = % 1st aber nicht attraktiv.

Im folgenden sei M topologischer Raum, so dass wir von Umgebungen sprechen konnen.

Definition 1.3.3 (attraktiver Fixpunkt; Senke)

Ein Fixpunkt xq € M eines diskreten dynamischen Systems heifst attraktiv, falls eine Umgebung
U von xq existiert, so dass

€U = lim @(k,z) = zo. (3.2)
k— oo

Ein attraktiver Fixpunkt heifst auch Senke.

Definition 1.3.4 (abstoflender Fixpunkt; Quelle)

Fin Fizpunkt xqg € M eines diskreten dynamischen Systems heifit abstoflend oder Quelle,
falls eine Umgebung U von xq existiert, so dass

20 €UN\{xo} = FEk>0 sodass ¢(k,z) ¢ U. (3.3)
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Beispiel: (Fixpunkt, welcher weder Quelle noch Senke ist):

M = [-1,1], f(x) = —x = z9 = 0 ist Fixpunkt, aber weder Quelle noch Senke.

Satz 1.3.5 (Charakterisierung Senke; Quelle)

Sei M C R und f € CH(M) mit Fizpunkt xo € M, also o innerer Punkt von M. Dann gilt:
(i) Falls ‘f’(mo) ‘ < 1, dann ist xq eine Senke fir das zu f assoziierte dynamische System.

(ii) Falls ‘f’(xo) ‘ > 1, dann ist xg eine Quelle fir das zu f assoziierte dynamische System.

Beispiel: Nochmal M =[—-1,1], f(z) = —=.
Fiir o = 0 ist | f/(zo) | = 1, d.h. keine Aussage mit Satz 1.3.5 méglich.

Beispiel 1.3.6 (Logistische Abbildung)
gesucht: Fixpunkt von

fox) =cz(l—z), €M =[0,1,0<c<4

-1
fc(x):m@cx—c:ﬁ:a:(:)cm(x—c ):O
c

Damit
Fall0 <c<1: xo = 0 ist einziger Fixpunkt in M. Es ist eine Senke.
Fall 1 <ec<4: 2o=0 und z; = 1 — 1 sind (alle) Fixpunkte in M.

x9 =0 ist Quelle fir 1 <c<4

Ty =x1(c) =1 — —

1 Senke fiir 1 < ¢ < 3
ist
c

Quelle fir 3 < ¢ <4

Bemerkung: Bei ¢ = 3 verliert auch der zweite Fixpunkt seine Attraktivitét.

Es entstehen keine neuen Fixpunkte!
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1.4 Periodische Punkte und ihre Stabilitat

Frage: Was passiert in obigem Beispiel fiir ¢ > 0 (Langzeitverhalten der Orbits)

Definition 1.4.1 (periodische Punkte)

Sei k € N\ {1}, z9p € M heifst periodischer Punkt mit Periode k fir ein diskretes
dynamisches System, falls

olk,x9) =xo aber @, xg) #xo fir =1,....;k—1. (4.1)

Kurzsprechweise: 1z, ist Periode—k Punkt.

Falls xq Periode-k Punkt, dann heifst sein Vorwdrts—Orbit

v(xg) = {z = p(t, xo) : t ENO} = {xo,xl,...,xk,l}, x; = (i, o)

ein Periode—k Orbit.

Beispiel 1.4.2 (Logistische Abbildung)
felx) = c-z-(1—2x)
— f2z) = c- <cx(1 —x)) : (1 ~ (1 —x))
= ctr — e+ 1) 2%+ 2323 — Aot
Gesucht: Periode-2 Punkte, also f2(xq) = zo.

fA(z) = 2 — (—x)(chrl—c)-<02x2—c(c+1)x+ (c+1)> = 0.

C

Losungen: 29 =0 Ty =x1(c) =1— % (die Fixpunkte von vorher!)

weitere Losungen erfiillen:

Az — clc+ 1)z + (c+1) =0 (%)

(¥) hat eine Losung fiir ¢ =3 und zwei fiir ¢ > 3:

(c+1)++/(c+1)(c—3)
2c

ry = x4(c) =
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Definition 1.4.3 Sei p ein k—periodischer Punkt fir f: M — M (M C R).
Dann heifst p

(i) periodische Senke, falls p Senke von f*
(ii) periodische Quelle, falls p Quelle von f*
15t.

Problem: Die obige Eigenschaft sollte eigentlich eine Eigenschaft des k—periodischen Orbits

{zo =p, x1,...,2,_1} sein und nicht vom Startpunkt p abhingen.

Das ist aber noch nicht klar!

Lemma 1.4.4 Sei M CR und feCY(M,M) und pe€ M sei k—periodischer Punkt
mit Orbit {zo =p, x1,...,25-1}. Dann gilt:

(%) () = f'(xo) - ['(x1) - ['(@2) - ['(2per) (4.2)

Sofern f differenzierbar ist, erhalten wir also:

f(xo) - f(2-1) ) < 1 == pist periodische Senke

f(xo) - f(wr_1) ) > 1 = p ist periodische Quelle

Bemerkung: Da die Bedingung in (4.3) nicht nur vom Anfangswert p =z, abhéngt,
sondern fiir alle Punkte auf dem Orbit gleich ist, haben wir tatséchlich

eine Figenschaft der Orbits.

Beispiel 1.4.5 (Logistische Abbildung)
Diskutiere die Stabilitit der Periode—2 Punkte

(c+1)++/(c+1)(c—3)
2c

Ty = x4(c) =

der logistischen Abbildung fir ¢ > 3 (vgl. Beispiel 1.4.2).
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Ergebnis:

c=3: |fixy) - fli(z_)] =1 keine Aussage

3<c<14++v6~345: |fi(zy) fizo)| < 1 Senke

c=1+v6: |fixy)-fi(r_)| =1 keine Aussage

1+vV6 <c<4: |filey) filoz )| > 1 Quelle

Das heifit, bei ¢ = 1 4+ v/6 verliert der Periode-2 Orbit durch z, und z_ seine Stabilitiit.
Bemerkung: Was passiert danach?

Man kann zeigen, dass es eine Folge von ,, Verzweigungspunkten® ¢, gibt mit

60:1761:3702:1+\/6,...

so dass:

Fir ¢; < ¢ <¢py1 hat die logistische Abbildung einen
anziehenden 2*—periodischen Orbit, welcher fast alle (4.4)

anderen Orbits anzieht.

Die Folge (¢ konvergiert: ¢, — ¢* =~ 3.5699%4 ...
keNg

Auflerdem lésst sich zeigen, dass

Ci—1 — Ck—
lim ——— "2 — 4669201609 ... (Feigenbaum—Konstante) (4.5)
k—oo Cp — Ck—1

1.5 Unendlich viele periodische Orbits

Bei der logistischen Abbildung ist fiir ¢ > ¢* die Dynamik , kompliziert*.

Dazu ein weiteres Beispiel:
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Beispiel 1.5.1 (Zelt—Abbildung; engl. tent map)

20, 0<z < %
h(z) =
2—-2r, 1<z<1
h hat zwei Fixpunkte xo =0 und x, = %
Periode 2-Punkte: Was ist h??
0<z<i= hx)el0,5] = h(z) = 4z
<o <= hx)elil] = M) =2 - 4z
1< <2 = nx)el;1] = h(z) = 4o — 2
3 < <1 = nz)e0,i] = h(z) =4 - 4z

Teile [0, 1] in 2% Teilintervalle

® V (+1

— _ k
[g— ¢ 2_k’2—k:|’ 4—0,,2 —1

der Breite 27% auf, auf welchen der Graph von A* eine affin lineare Funktion ist
(welche die Werte 0 und 1 verbindet).

— h*(z) = =, x € [0,1], hat 2% Lésungen .

Allerdings sind das noch lange keine Periode—k Orbits (zumindest nicht alle)!

Satz 1.5.2 (Existenz von Periode—k Punkten)
(i) Fiir jedes k € N hat die Zelt-Abbildung (mindestens) einen Periode—k Orbit.

(ii) Die Menge der periodischen Punkte der Zelt-Abbildung ist dicht in [0, 1].

Bemerkung: Derselbe Satz gilt auch fiir die spezielle logistische Abbildung
fa(z) = 4x(1 —x), z € [0, 1], welches , dieselbe Form* hat.



1.6. DIE SATZE VON LI-YORKE UND SHARKOVSKII

1.6 Die Satze von Li—Yorke und Sharkovskii

Die Ergebnisse von Sektion 1.5 sind sehr speziell (benutzen die spezielle Struktur).
Ziel: Satze die fiir grofle Klassen von Abbildungen gelten.

Satz 1.6.1 (Fixpunktsatz; Existenz eines Fixpunkts)
Sei f: M — R stetig, M C R, und ses I C M | kompaktes Intervall | mit

f)y o1

Dann hat f einen Fixpunkt in I.

Korollar 1.6.2 Sei f: M — M stetig, M C R ein Intervall, so dass ein Periode-2 Orbit
existiert. Dann hat f auch einen Fizpunkt.

Korollar 1.6.3 Sei f: M — M stetig, M C R ein Intervall, so dass ein Periode-3 Orbit
existiert. Dann hat f? einen Fizpunkt (und damit hat auch f einen Fizpunkt).

Ein Periode-3 Orbit hat aber viel mehr Konsequenzen:

Hauptsatz 1.6.4 (Li—Yorke [LY75], 1975)
Sei M C R ein Intervall und f: M — M stetig.
Fulls f einen Periode-3 Orbit hat, dann hat f Periode—k Orbits fir jedes k € N.

Originalartikel ,Period Three Implies Chaos“

Zum Beweis brauchen wir noch 2 Lemmata.

Lemma 1.6.5 Sei F': I — R stetig mit I C R Intervall.

I, CF(I) | seiein kompaktes Intervall.

Dann ezistiert ein kompaktes Intervall Iy C I mit | F (Iy) =1,

Lemma 1.6.6 Sei F': J — J stetig mit J CR, n € N, und seten Iy, Iy,..., 1,
kompakte Intervalle mit

I,CcJ, k=0,....,n und ]k—i-lCF(]k) fir k=0,....,n—1
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Dann existieren Mengen Qy, . .., Q, mit

(1) Qk+1CQkCIO fU,T’ k:O,,TL—l
(3) Qy ist kompaktes Intervall fir k=0,...,n.

Zusatz: Fiir jedes x € Q, = [| Qk gilt:
k=0

EINDIMENSIONALE ABBILDUNGEN

F*(x) eI, firalle k =0,

ce T (6.1)

Der Satz von Li—Yorke hat noch eine wesentliche Verallgemeinerung:

Ordne dazu die natiirlichen Zahlen wie folgt:

Definition 1.6.7 (Sharkovskii Ordnung)

3 < 5 <« 7T o<1« 9 <« 11
< 2392527929211
< 4-3 29452047249 <411
< 83 € 8-5 <8789« 8-11

Q2.3 q2k.5 2.7 g 2F.0 g 2F.11

G e 2 g2l g oo g8

Damit gilt:

Satz 1.6.8 (Sharkovskii) (1964)

(ungerade Zahlen)

A A A A

14 4 <24l

Set f: M — M stetigy, M C R ein Intervall und es existiere ein Periode—n Punkt von f.

Dann hat fiir beliebiges m >n die Abbildung f auch einen Periode-m Punkt.

Beweis: (vgl. Buch [ASY], Seite 135 ff).
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1.7 Reiserouten (Itineries) und dichte Orbits

e wesentliches Hilfsmittel im letzten Paragraph:

Folge von Intervallen I mit f (I}) D Iry1.
Damit war die Konstruktion eines Orbits mit f*(z) € I}, fiir alle k moglich.

Das ist die Grundidee fiir sogenannte ,, Reiserouten‘.

Beispiel 1.7.1 (Zelt—Abbildung h)
Setze

Dann gilt

hL) =[0,1 = LUR
hR) =[0,1] = LUR

f ¢ >

L. R

Abbildung 1.1: Zelt—Abbildung

Start in L kann nach L oder R fihren; Start in R ebenso.

Definition 1.7.2 (Reiserouten)
Sei g € [0,1] beliebiger Anfangswert fir die Zelt-Abbildung h mit Orbit (zy);_ -
Die Reiseroute dieses Orbits ist eine Folge (Sy),_, von Symbolen L oder R, mit

Sk =

L, wenn h*(zy) €L
R, wenn h¥(zo) € R

Beachte, dass Sy nicht eindeutig ist, falls f*(x) = 3.

13
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.. . } 2
Beispiele: Reiseroute fiir xq = £ €L: LRLR LR ...
. . 2
Reiseroute fir zg = 9 €eL: LLR LLR LLR ...

Problem: Lisst sich sagen, welche Teilmenge von [0, 1] auf Reiserouten fiihrt, die mit einer
vorgegebenen (endlichen) Symbolsequenz beginnen?

Satz 1.7.3 Sei I}, C [0,1] ein Intervall, welches aus allen Punkten besteht, deren Reiseroute
(fiir die Zelt-Abbildungen h) mit einer (festen) k—Symbolfolge Sy, ..., Sk_1 startet

(mit S; € {L,R}). Dann gilt:
(i) [l =27

(ii) Zu jeder solchen Symbolfolge gibt es genau ein Intervall.

Satz 1.7.4 (Unterteilungsalgorithmus fiir Zelt—Abbildung):

Sei I, = [a,b] ein Intervall aus Satz 1.7.3, welches mit der k—Symbolsequenz Sy, . .., Sk_1
wdentifiziert wird. Sei n := #R in der Sequenz Sy, ..., Sk 1.

(i) Falls n ungerade, dann gilt

[a, 2] <— So,...,S-1, R

(42 b] +— So,...,Sk-1, L,

das heifst, diese Teilintervalle entsprechen den angegebenen Symbolsequenzen.
(ii) Falls n gerade, dann gilt
[a,‘%b} — S(),...,Sk_l,L

[a_er’b} —— So,..., S, R.

2

Zu jeder Reiseroute finden wir wenigstens einen Orbit:

Satz 1.7.5 Betrachte die Zelt-Abbildung h und eine beliebige Symbolsequenz {Sk}keNo
mit Sy, € {L, R}. Dann existiert genau ein xo € [0, 1], so dass

hn(fﬁo) S Sn Vne N().

Definition 1.7.6 (dichte Orbits)

Sei M C R Intervall und f: M — M eine Abbildung. Ein Orbit {x,}._, von f heifit dicht,
fallsN pe M Ve >0 einng€ Ny existiert mit

Tny = ["(20) € B:(p).
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D.h. dichte Orbits kommen jedem Punkt beliebig nahe.

Satz 1.7.7 Die Zelt-Abbildung h hat dichte Orbits.
Zusammenfassung 1.7.8 (Eigenschaften der Zelt—Abbildung h; vgl. Beispiel 1.7.1)

Die Zelt-Abbildung hat
e periodische Orbits fir jede maogliche Periodenlinge (Satz 1.5.2)

o dichte Orbits (Satz 1.7.7)

e Zu jeder Reiseroute existiert ein eindeutiger Orbit mit dieser Reiseroute (Satz 1.7.5)

1.8 Sensitive Abhingigkeit von den Anfangswerten

Beispiel 1.8.1 Am attraktiven Fizpunkt: Seixg mit f(xg) = xo und |f'(zo)| < 1. Fir To # xo,
aber nahe bei xqy, konvergiert der Orbit von To gegen xo, d.h., kleine Fehler/Abweichungen im
Anfangswert haben keine wesentlichen Konsequenzen.

Ahnlich: Logistische Abbildung mit ¢ < ¢*
(¢* war der Grenzpunkt der Periodenverdopplungen, vgl. (4.4) in Sektion 1.4)
Dort gibt es immer einen attraktiven periodischen Orbit!

Beispiel 1.8.2 (Zelt—Abbildung)

> in jeder Umgebung von xy = 0 finden wir Punkte, welche nach Iteration nach
% oder 1 kommen, also weit weg von xg.

> kleine Abweichungen im Anfangswert haben schliefilich grofe Effekte.

Definition 1.8.3 (Sensitive Abhingigkeit vom Anfangswert)
Sei f: M — M.
(i) Wir sagen ein Punkt xo € M hat sensitive Abhéngigkeit vom Anfangswert

fur f, falls
3d >0, so dass in jeder Umgebung N vonxy dJx € N JdkeN mit

|5 (@) = fF(zo)| = d.

(ii) Hat jedes xy € M obige Figenschaften, dann sagen wir f hat sensitive Abhingigkeit
vom Anfangswert.

Satz 1.8.4 Die Zelt—-Abbildung hat sensitive Abhdngigkeit vom Anfangswert.



16 KAPITEL 1. EINDIMENSIONALE ABBILDUNGEN

1.9 Devaneys Definition von Chaos

Ziel: Fixiere was chaotisches (oder kompliziertes und nicht vorhersagbares) Verhalten fiir

Abbildungen bedeuten soll. Dazu brauchen wir noch eine weitere Struktur.

Definition 1.9.1 (topologisch transitiv)

Eine Abbildung f: M — M heifit topologisch transitiv, falls fir alle nichtleeren offenen
Mengen U,V C M ein k € N existiert mit

O NV £0.

Damit l&sst sich M nicht in zwei disjunkte invariante Mengen mit nichtleeren Inneren zerlegen,
d.h. M = M, U M, mit f(M;) = M; und M, # () ist nicht moglich.

Satz 1.9.2 Sei f: M — M eine Abbildung mit M C R.
Falls f einen dichten Orbit hat, dann ist f topologisch transitiv.

Definition 1.9.3 (Chaos nach Devaney [Dev03])

Sei f: M — M eine Abbildung (M metrischer Raum,).
Dann heifit f chaotisch (im Sinne von Devaney), falls gilt:

(1) f hat sensitive Abhdngigkeit vom Anfangswert
(2) f ist topologisch transitiv
(3) periodische Orbits sind dicht in M.

Bemerkungen 1.9.4 Chaotische Abbildungen haben folgende Eigenschaften:
(1) Unwvorhersagbarkeit

(2) Unzerlegbarkeit

(8) Periodische Orbits als regqulires Element
Satz 1.9.5 Die Zelt-Abbildung h ist chaotisch.

Satz 1.9.6 Die Abbildung
f: 10,1 — [0,1]
f(x) = 2xmod1.

1st chaotisch.
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1.10 Konjugation von Abbildungen

Ziel: Auch f(z) = 4x(1 — z) ist chaotisch; verwende ,, Ahnlichkeit“ zur Zelt-Abbildung.
Definition 1.10.1 (konjugiert; semikonjugiert)

(a) Seien f und g Abbildungen, f: M — M, g: N — N.
Dann heiffen f und g semikonjugiert, wenn eine stetige, injektive Abbildung C: M — N
existiert, so dass

Cof =goC aufM. (10.1)

(b) Ist C zusdtzlich surjektiv, dann heiffen f und g konjugiert

(c) und topologisch konjugiert, wenn C~1 auch stetig ist (d.h. C ist Homdomorphismus).

Beispiel 1.10.2 Die Zelt-Abbildung
20, x € [O, %}
h(z) = und g(x) = 4x(1 —x), = € [0,1]
2 — 2z, z€[5,1]

sind vermdge

1—
C(z) := w, z € 0,1] kongjugiert.

Satz 1.10.3 Seien f: M — M, g: N — N vermdge C: M — N semikonjugiert.
Dann gilt:

(i) C bildet Orbits von f auf Orbits von g ab.

(i) C: M — C(M) = im (M) ist bijektiv und C~': C(M) — M bildet Orbits von g
auf Orbits von f ab. Genauer gilt:

Zum Orbit yry1 = g(ye) € C(M)

ceCM) =
Yo (M) { ist C~(yx) ein Orbit von f

(iii) Fir jedes k € N gilt:
ff=CloghoC auf M, g¢"= CoffoC™ auf C(M)

Welche Eigenschaften von Abbildungen bleiben bei Konjugation erhalten?
Gilt etwa ,, f chaotisch = ¢ chaotisch“?



18 KAPITEL 1. EINDIMENSIONALE ABBILDUNGEN

Lemma 1.10.4 Seien f: M — M, g: N — N konjugierte Abbildungen.
Falls f topologisch transitiv ist, dann ist auch g topologisch transitiv.

Lemma 1.10.5 Seien f: M — M, g: N — N konjugierte Abbildungen.
Dann gilt:
(i) C bildet Periode—k Punkte von f auf Periode—k Punkte von g ab und umgekehrt.

(i) Sind die periodischen Punkte von f in M dicht, dann sind die periodischen Punkte
von g dicht in N.
Beispiel 1.10.6 (sensitive Abhingigkeit bleibt bei Konjugation ,,nicht*“ erhalten)
Sei M = (1,00), f(z) = 2z und
N = (0,00), g(x) =2 + In2
Dann sind f und g konjugiert vermoge der Abbildung
C:M — N, C(z) :== Inx.

Problem dabei: f hat sensitive Abhéngigkeit von Anfangswerten, aber g nicht.

Satz 1.10.7 (Banks, Brooks, Carius, Davis, Stacey, 1992, [BBC92])

Sei f: M — M stetig, M ein metrischer Raum mit unendlich vielen Elementen (d.h. |M| = c0).
Fulls f topologisch transitiv und falls periodische Orbits dicht liegen, dann hat f auch sensitive
Abhdingigkeit von den Anfangswerten. D.h. in Definition 1.9.3 von Chaos nach Devaney ist fiir
solche metrische Riume M der Punkt (1) redundant.

Korollar 1.10.8 Sei f: M — M, g: N — N stetige Abbildungen mit M, N C R Intervalle.
Falls f und g konjugiert sind, dann gilt:

[ ist chaotisch (nach Devaney) = g ist chaotisch (nach Devaney)

Korollar 1.10.9 Die logistische Abbbildung f(z) = 4x(1 — x), x € [0, 1], ist chaotisch
(nach Devaney).

Tatséchlich lasst sich Satz 1.10.7 fiir M C R sogar noch toppen:
Satz 1.10.10 (Vellekoop, Berglund, 1994, [VB94])

Seir f: M — M stetig, M C R ein Intervall und f topologisch transitiv.
Dann gilt:

(i) Periodische Orbits von f sind dicht in M
(i) f hat sensitive Abhingigkeit von Anfangswerten

Folglich ist f chaotisch nach Devaney.
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1.11 Lyapunov—Exponenten

Die Definition 1.9.3 (Chaos nach Devaney) ist ein erster Versuch Chaos zu definieren, hat aber
auch gewisse Nachteile (wie die anderen Definitionen auch!)

Beispiel 1.11.1 (gestauchte Zelt—Abbildung):

h:10,1] — [0.1]
0 fir xe [O

ol
| S—
—
[N [OV]

A
M

h(z) = 4z — 1 fir ze (1, 1]

—4x + 3 fir z € (3, 3)

il L

h hat keinen dichten Orbit, aber es hat kompliziertes, ,chaotisches® Verhalten.
Weiteres Ziel: , Lyapunov—Exponenten®, welche auf eine neue Definition von Chaos fiihren.
Definition 1.11.2 (Lyapunov—Nummer und Exponenten)

(a) Sei f: I — I differenzierbar, I CR und (), .y, Orbit von f.

Falls der Grenzwert

L(zo) == lim | f' (o) - f (wn1) "

n— oo

(11.1)

in R ezistiert, dann heift L (zy) Lyapunov—Nummer von (7,), ¢y, -

(b) Der Lyapunov—Exponent \(xg) ist definiert als

A(zg) := lim 1 :g: In| f ()|, (11.2)

n— oo

sofern der Grenzwert ezistiert.

Bemerkungen 1.11.3 (i) \(zg) ewistiert <= L (x) existiert mit L (x¢) # 0
und InL (zg) = A (zo)

(ii) Lyapunov-Exponenten / Nummern lassen sich nicht immer definieren.
(iv) Ist p Fizpunkt von f mit f'(p) # 0, dann ist X(p) = In|f' (p)|. Damit gilt:

p ist abstoflend (Quelle), falls N\(p) > 0

(11.3)
p ist anziehend (Senke), falls A(p) < 0
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(v) Falls p € I Periode-k Punkt von f ist mit
f(ffp) #0 Vi=0,...,k—1,

dann hat p Lyapunov—Nummer

Lip) = {kﬁl ]k (11.4)

und Lyapunov—Exponent

Ap) = & kg ln‘f’(ﬂ(p)) ‘ (11.5)

(vi) Sei jetat (wy,), <y, beliebiger Orbit von f, dessen Lyapunov-Nummer L(xo) existiert.
Dann gilt fiir grofie k

() (@) ~ L)

= |F/(@)

: ‘f’(ﬂfkd) ‘ e )f/(fEO)

Mit dem Mittelwertsatz folgt fir L = L(xo)

To A 1y = ‘f’“(fo) _ fk(%)‘ ~ LT — o] - (11.6)

Bemerkung 1.11.4 Fir jeden Orbit (z,),, <y, (xn = f"(xg)) beschreibt die Lyapunov—Nummer
L(zg) = )
die lokale Streckung der Iterierten, welche nahe bei xo starten (vgl. (11.6)).

Beispiel 1.11.5 (Logistische Abbildung)

Mit dem Matlab Programm Lyapunov. m lassen sich Lyapunov—Exponenten, z.B. fiir die
logistische Abbildung

fe(x) = c-x(l—2z), xz€l0,1],
berechnen.

Definition 1.11.6 (asymptotisch periodisch)

Sei f: M — M C R™ eine Abbildung. Ein Orbit (z,), ¢y, heifit asymptotisch periodisch,
falls der Orbit gegen einen periodischen Orbit konvergiert, d.h. es existiert ein periodischer Orbit
(yn)neNO mit Yo = Yp = Yo - - (also Periode k > 1) und

n— o0
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Satz 1.11.7 Sei f: I — I differenzierbar, I C R.
Falls der Orbit (v,), ¢y, die Bedingung f'(z,) # 0 fir alle n € N erfillt und asymptotisch

periodisch ist mit Grenzorbit (yy) dann sind deren Lyapunov-Ezponenten gleich:

n € Ng’

AMwo) = AMwo)

Beweis: [ASY96], S. 108-109

Bemerkung 1.11.8 Der Lyapunov—Exponent ist i.d.R. nicht stetig (dort wo er definiert ist).

1.12 Chaotische Orbits

Fiir Devaneys Chaos wesentlich:

e sensitive Abhédngigkeit vom Anfangswert

e Existenz von dichten Orbits «— topologische Transitivitdt (Irregularitét).

Beide Konzepte finden sich abgewandelt in:
Definition 1.12.1 (chaotische Orbits, Alligood/Sauer/Yorke [ASY96], S. 110)

Sei f: 1 — 1, ICR Intervall und sei (v,), ¢y, €in Orbit von f.
Der Orbit heifit chaotisch, falls

(i) der Orbit ist beschrdinkt
(ii) der Orbit ist nicht asymptotisch periodisch und

(iii) der Lyapunov—Exponent erfillt X\(xq) > 0.

Beispiel 1.12.2 (Zelt—Abbildung)
Sei (1), ey, €in dichter Orbit der Zelt-Abbildung.
Dann gilt x,, # % V' n €Ny und damit h'(x,) = £2 VYV n €Ny, also

L(zg) =2, Mxo) = In2 >0

Offenbar ist der dichte Orbit auch nicht asymptotisch periodisch.

Folge: | Jeder dichte Orbit der Zelt—Abbildung ist chaotisch.
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Beispiel 1.12.3 (2 mod 1-Abbildung)
Sei f(x) =2xmodl, x € 0,1].
Zu x € [0,1) existieren a; € {0,1} mit © = Z % (nicht eindeutig!).

k> 1
Als Binardarstellung von x = [0, a1, as, as, aa, . . .|, wihlen wir diese endlich (falls mdglich)

und unendlich (falls notig). Dann hat f auf [0,1) die Darstellung
flz) = <[O, ay, s, as, ayg, . . ]2> = [0, a9, a3, Ay, . . .]2. (12.1)

Alle Orbits von f, die weder Fixpunkt, periodisch, oder schlieflich auf einem Fizpunkt oder
periodischen Orbit landen, sind chaotisch.

Beispiel 1.12.4 (Logistische Abbildung f(z) = 4z(1 — z), = € [0,1])
Numerik von Beispiel 1.11.5: Scheinbar fast alle Orbits haben Lyapunov—Exponent In2.
Genauer ldasst sich mit Hilfe der Konjugation zur Zelt-Abbildung h mit f o C = C o h, wobei

1 — cos(mx)

Cla) = — 0,

C:[0,1] — [0,1],

folgendes zeigen:
Lemma 1.12.5 Falls
In|C'(y,)]

- — 0 (n—o00) fiir y,:=C Y x,) # %a

dann hat der Orbit (v,), .y von f Lyapunov—-Exponent \(zg) = In2.
Folgerung 1.12.6 Sei (x,), .y Orbit von [ zuy, = C~'(x,) mit y,, Orbit der Zelt-Abbildung

h zur Reiseroute LRLRR LRRRLRRRRLRRRRRL.... Dann ist der Orbit chaotisch, aber
nicht dicht.



Kapitel 2

Hoher dimensionale Abbildungen

Wir betrachten Abbildungen f: M — M, M CR", n>2.

Zunichst: Dynamik nahe eines Fixpunkts p € M ( flp) = p).

2.1 Affine Abbildungen

Seil
f: R* - R"

flz) = Az +b mit Ae R, beR"”
reM = R"

Lemma 2.1.1 (eindeutiger Fixpunkt)
Fualls A keine Figenwerte =1 hat, dann hat f einen eindeutigen Fizpunkt.

Die Diskussion der affinen Abbildungen vereinfacht sich wesentlich, wenn wir annehmen, dass
f(z) = Az 4+ b (mindestens) einen Fixpunkt p hat.

Lemma 2.1.2 (Konjugation zur linearen Abbildung)
Sei f(x) = Ax 4+ b mit Fizpunkt p € R™. Setze g(z) := Az und C(x) :=x — p.
Dann sind f und g topologisch konjugiert, d.h.

goC =Cof. (1.1)

Es geniigt dann also lineare Abbildungen zu studieren.

23
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2.2 Lineare Abbildungen in Normalform oder
Standardform

Wir betrachten f(z) = Az, © € R" mit A € R™” in (reeller) Jordan—-Normalform:

i

A= % (2.1)

I

mit dazugehoriger Zerlegung R" =U; @ --- @ U,, mit U, C R™ und

Jo: Uy — Uy (invariant) ,

wobei jedes J, € R™"*™ (U, =2 R™ mit ny + --- + n,, = n) die Form

Ly |Id
Ly |Id

Ji =

L Id
L,

a —b 10
hat mit Ly = (A\) € R, Id = (1) oder L, = ( ; > eR>? Id= < 01 ) € R*x2,
a

Die Eigenwerte von A sind die A € R bzw. a £ bi € C\ R mit b # 0.
Lemma 2.2.1 Sei x € R", x = > y, mil
(=1

0

Yy = celU, = R" CR".

Dann ist

Ax = Jiy1 + -+ Jonm (2.2)
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Beispiel 2.2.2 A=(\) e R xR liefert AFz = \ez.
a —b
Beispiel 2.2.3 A= ; e R¥*%
a

x +—— Ax beschreibt eine Drehung.

Al
Beispiel 2.2.4 Sei A€ R, A= ( 0 ) € R?*2,

k k—1
s AY kA _ 1
0 NF 0

Dann ist fiir X\ # 0

e e o
N————

Beispiel 2.2.5

A1 o0 010 00 1 000
A= 0 X 1 |=Xd+D, D=|001]|, D*=| 000, D)=] 000
00 A 000 000 000

Fiir k > 2 gilt:

Ak — k M=1pt 4 k Ne—22 —
1 2
k-1 kk 1) /\k: 2
= k k.)\k—l
)\k

a 0
Beispiel 2.2.6 = ( 0 b ] a>1>b>0

a O
Beispiel 2.2.7 = (O b> , 0<a<b<l

Zusammenfassung 2.2.8 > Die Dynamik von xy 1 = Azy Lzerfdllt” in Dynamik auf
tmvarianten Unterrdumen

> Dynamik in den Unterrdumen wird durch || bzw. a®+b? (Betrag des Eigenwerts) bestimmi.
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2.3 Quellen, Senken und Sattelpunkte

Untersuche: Stabilitit des Fixpunkts p =0 von f(z) = Az, A € R™" und
die Dynamik nahe 0.

Satz 2.3.1 (reelle Jordan Normalform)
Falls A € R™™ dann existiert eine invertierbare Matrix C € R™™, so dass

J = C1AC |e R™"

in reeller Jordan Normalform ist (vgl. (2.1)).

Korollar 2.3.2 FEine lineare Abbildung f(x) = Ax, x € R", und seine reelle Jordan Normalform
J e R™™ bzw. y— Jy, y € R", sind vermoge y — Cy topologisch konjugiert:

CcJ=AC

Wiederholungen: (Sektion 1.3) fir p Fixpunkt von f ist p eine

Senke: 3 Umgebung U von p, so dass Vo € U gilt: f*(z) — p (k — o0)
Quelle: 3 Umgebung U von p, so dass Vo € U\ {p} I keN: ff(x)¢U.

Fiir eindimensionale Abbildungen waren Senken und Quellen ,,generische” Fixpunkte.

In hoheren Dimensionen ist das falsch.

Beispiel 2.3.3

Lo
2
A = ( > — Senke
0 1L
1
2 0
A= — Quelle
0 3
0
Was macht A = ?
0 2

Definition 2.3.4 (ausgezeichnete invariante Unterrdume von = — Ax)
Sei f(x) = Az, A € R"™™. Selze
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(a) U™ := span{Ez’genvektoren und Hauptvektoren von A zu Eigenwerten A mit || < 1}
(stabiler Unterraum),

(b) U™ := span{Eigenvektoren und Hauptvektoren von A zu Eigenwerten X mit |A| > 1}

(instabiler Unterraum),

(c) UY:= span{Eigenvektoren und Hauptvektoren von A zu Eigenwerten A mit |\| = 1}

(zentraler Unterraum).

Offenbar gilt:

R'=U" o U’ Ut (3.1)

Beobachtung 2.3.5 U := U*/~/% ist invariant: v € U = fF(z) e U VY k€ Ny

Satz 2.3.6 (Stabilitit/Instabilitit von p = 0 fiir f(x) = Ax)
(i) zeU” < fFa)—0 (k — 00) exponentiell
(i) 2 € UM\ {0} = ||f*(2)|| — o (k — 00) exponentiell

Falls A invertierbar gilt:
(i) z e U \{0} = ||[f"@)| = o0 (k— o) exponentiell

(i) veU" < fx)—>0 (k— ) exponentiell

(iii) Ist U° = {0} wund U~,U* # {0}, sowie A invertierbar, dann gilt:
¢ U UUT = ||ff(2)] — (k — £o0) exponentiell
(iv) p=0 st eine Senke <= U~ =R"

(v) p=0 st eine Quelle <= U" =R"

In héheren Dimensionen (n > 2) ist UY = {0} , generisch®.
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Definition 2.3.7 (Sattelpunkt)

FEin Fizpunkt p € R™ von f(z) = Ax+b heifit Sattelpunkt, falls fiir die invarianten Unterrdume
von x — Ax aus Definition 2.3.4 gilt:

U’ = {0}
U+t £ {0} (Situation von Satz 2.5.6 (iii))
U- # {0}

2.4 Nichtlineare Abbildungen und der Satz von
Hartman—Grobman

Literatur: Hartman [Har64]
Wie ist die Dynamik nahe eines Fixpunkts p € R” von f: R* — R"?
Insbesondere: bestimmte Stabilitéit von p !

Idee: Nahe p ist
f(x) = f(p) =p+ Df(p)-(x—p)  (affin linear)

und via y :=x — p konjugiert zu

Ay := Df(p)-y (linear)

Offen: Ist auch f konjugiert zu Df(p): R* — R" (=R™™")

Definition 2.4.1 (hyperbolischer Fixpunkt)
Sei f: U — U, U CR" offen, eine differenzierbare Abbildung mit Fixpunkt p € U.

Wir nennen p einen hyperbolischen Fixpunkt, wenn fir alle Eigenwerte X\ von D f(p) gilt,
dass || # 1 ist.

Satz 2.4.2 (Hartman—Grobman)
Sei f: M — M, M CR"™ offen, eine C*~Abbildung mit Fizpunkt p € M, so dass
o Df(p) € R™™ invertierbar ist und

e p hyperbolischer Fixpunkt von f ist.
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Dann existiert eine Umgebung U = U, von p und ein Homoéomorphisms h: U — h(U) C R”
(d.h. h ist stetig, bijektiv, h™' stetig) mit h(p) =0 € h(U), so dass

Df(p) = hofoh™ Lauf R(U)*. (4.1)

Damit sind f und Df(p) =: L lokal bei p topologisch konjugiert.

Abbildung 2.1: Situation des Hartman-Grobman am Sattelfixpunkt p von f

Weitere Literatur: [Ama95/, [KHI5] und [PAM82]

Beispiel 2.4.3 alle (n = 1)

(i) Falls Df(p) nicht invertierbar ist, gilt der Satz nicht:

f:R—R, f(z)=2%Fizpunktp = 0.
(i) f(x)=2z(1—=z), p=0, Df(0)=2 invertierbar und alle Figenwerte mit |\| # 1.

(iii) f(z)=42(1—2), p=

W~

. DI =2

Bemerkung 2.4.4 Lokale Konjugationen dberfihren Orbits in Orbits, solange sie in den
lokalen Umgebungen bleiben:

verwende f=h1toDf(p)oh auf U

Beispiel 2.4.5 Fulls D f(p) nicht hyperbolisch, ist der Satz falsch:

2B. f(x) =z + 2" k=23 p=0 isteinziger Fizpunkt.
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Korollar 2.4.6 Sei f: M — M C R", C'-Abbildung mit Fizpunkt p € R".
Dann gilt:

(i) Falls fiir alle Eigenwerte A\ von D f(p) gilt, dass |\| < 1, dann ist p eine Senke von f.

(i) Falls fiir alle Figenwerte X von D f(p) gilt, dass |\| > 1, dann ist p eine Quelle von f.

Beispiel 2.4.7 (Henon—Abbildung)

fan(z,y) == (a—2* + by, x) | mit Parametern a,b € R. (4.2)

Fixpunkte: f,;(z,y) = (z,y)

(b—l + m) Y =T (4.3)

CU_i_’_ =

N —

Existenz von zwei Fixpunkten falls 4a > — (b — 1)2.

Stabilitat der Fixpunkte via Linearisierung:
—2z b
Dfa,b (‘1:7 y) =
1 0

Bemerkung 2.4.8 Ist der Fizpunkt p nicht hyperbolisch, gilt der Satz von Hartman—Grobman
in der Regel nicht. Man kann die Abbildung f aber noch ,teilweise linearisieren®
(vgl. Sektion 2.6).

Bemerkung 2.4.9 (Stabilitéit von Periode—k Punkten)
Wie fiir n = 1 ist ein Periode—k Punkt p von f: M — M, M C R" eine

(i) periodische Senke von f, falls p Senke von f*.

(ii) periodische Quelle von f, falls p Quelle von f*.
Die Diskussion der Stabilitdt fihrt auf die Figenwerte der Matrix (Setze Do =D, Pi = fi(po))

Df*(po) = Df (pr—1) - Df (pr—2) - Df (p1) - Df (po) (4.4)

Zyklisches Vertauschen der Matrizen auf der rechten Seite verdndert (nicht beliebiges
Vertauschen!) die Eigenwerte nicht (vgl. Lemma A.2, S. 558 in [ASY96])
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Folge: Eigenwerte von Df* (po) und Df* (p;) , i =1,...,k — 1 sind gleich und damit
handelt es sich um eine Eigenschaft des periodischen Orbits {po, Diy- -y pk,l}.

Beispiel 2.4.10 (Henon—Abbildung; Periode—2 Punkte)
Wieder sei fop(z,y) = (a — % + by,x). Periode-2 Punkte losen f7,(x,y) = (z,y).

Periode—2 Punkte (fiir b # 1):

((1=b) = Via =301 -0p) ,

N | —

51/2=%((1—b) + \/(1—b)2+4(a—(1—b)2)> —

~2

1-b

existieren fiir | 4a > 3(1 —b)?

Y12 =

2.5 Stabile und instabile Mannigfaltigkeit

bisher: Satz von Hartman-Grobman liefert Info zur Dynamik nahe am hyperbolischen
Fixpunkt.

ptE"

Abbildung 2.2: Situation des Hadamard-Perron am Sattelfixpunkt p von f

Offene Fragen:

(a) Wie glatt ist h=1(U™) (,,lokale stabile Mannigfaltigkeit“) bzw. h= (UT)
(,,lokale instabile Mannigfaltigkeit)?
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(b) Lassen sich diese Mannigfaltigkeiten global fortsetzen?

Satz 2.5.1 (Hadamard—Perron)
(a) Sei U C R™ offen, p: U — U ein Diffeomorphismus und p € U ein hyperbolischer
Fixpunkt von ¢.

Dann gibt es eine Umgebung U, C U von p, so dass
WE (p) = WE, = {x €U, "(x) €U,, meN, lim ¢"(x)= p} (5.1)
m — 0o
eine C'—Untermannigfaltigkeit des R™ ist, die positiv invariant ist, d.h. o (WS ) C W§..

(b) Des Weiteren hat der Tangentialraum an Wj . im Punkt p die Darstellung
T,(Wie) = p + E°, (5.2)
wobei E* C R™ ein Unterraum ist mit dim(E®) = dim(U ™).
(c) W, ist als Graph tber E* darstellbar, d.h. 3 g: E* — E" mit g(0) =0, Dg(0) =0 und
Wi = (p+ {s+9(s): s € B}) N 0.
Notation:

e F° bzw. E* ist der stabile bzw. instabile Unterraum von f bei p.

o 11} heifit lokale stabile Mannigfaltigkeit bei p.

1

Bemerkung 2.5.2 (a) Wendet man den obigen Satz auf ="' an, bekommt man die

C'-Glattheit der lokalen instabilen Mannigfaltigkeit bei p.

we. = We(p) = {m celUy, o "(zx)elU,, meN lim ¢ "(z) = p} (5.3)

m — 00

mit T,(Wp.) = E*+p und W}, ist lokal als Graph iiber E* darstellbar.
(b) Ist p Senke, dann ist W}.(p) = {p}; ist p Quelle, dann ist W .(p) = {p}.

(c) W“*(p) sind so glatt wie .

loc

Bemerkung 2.5.3 (Zur Erinnerung)

M C R" ist k—-dimensionale (Unter)mannigfaltigkeit der Klasse C*, wenn es zu jedem xo € M
eine offene Umgebung Vo C R™ und eine Abbildung

v Vi — V5, vV, C R” offen,
gibt mat
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(a) v ist injektiv und C*
(b) rang(Dy) =k auf Vi (voller Rang!)
(c) py(Vi)=Va N M

Definition 2.5.4 ((globale) stabile/instabile Mannigfaltigkeit>

Sei f: U — U, U CR", injektiv und glatt mit Sattelfizpunkt p = f(p) (d.h. keine Eigenwerte
Al =1). Wir setzen

(globale) stabile Mannigfaltigkeit: W* =W?(p) := {x eU: f*z) — p (k— oo)}

(globale) instabile Mannigfaltigkeit:
We = We(p) = {x cU: f*a)eU VkeN und f*z) — p (k— oo)}

Beispiel 2.5.5 f(y) = Az, x € R" mit Unterriumen U=, U" und U° = {0}
gemdf$ Definition 2.3.4. Dann ist W*(0) = U~ und W*(0) = U™.

Beispiel 2.5.6 f(z,y) = (g, 2y — 7902)

f ist glatt und invertierbar:

S v, w) = (21}, 14v% + %) fiir (v,w) € R?

Stabilitit des Fixpunkts p = (0,0)?

1 0
2

PIO.0 = (14 2) :<0 2
v | (@) = (0.0)

Instabile Mannigfaltigkeit:

N |
(e
N——

p ist Sattelpunkt.

We(0) = {(O,y): y € R} (5.4)

Stabile Mannigfaltigkeit:

We(0) = {(x,4x2) X € R} = M (5.5)




34 KAPITEL 2. HOHER DIMENSIONALE ABBILDUNGEN

Definition 2.5.7 (Immersion)

Seien k,n €N, k<n, UCR" V CRF offen. Fine C'~Abbildung 1: V — U heifst
Immersion, wenn die lineare Abbildung Dy(x): R¥ — R™ fiir alle x € V wvollen Rang hat, d.h.
rang( DY (z) ) = k VaeelV.

——

ERkX”

Notation: ¢/(V) heift immersierte Mannigfaltigkeit.

Beispiele 2.5.8 Immersierte Mannigfaltigkeit sind im Allgemeinen keine Mannigfaltigkeit im
Sinne von Bemerkung 2.5.3.

Satz 2.5.9 (globale stabile Mannigfaltigkeit)
Ser U C R" offen und ¢: U — U ein Diffeomorphismus.
Zu jedem hyperbolischen Fizpunkt p € U von ¢ gibt es ein k < n und eine injektive Immersion
P RF — U mit
(a) ¥(0) = p,

(b) v = {ret: lm o) = p} = W),

(c) Tp(¢(Rk)) —p+ B wund dim(E®) = k.

D.h. die globale stabile Mannigfaltigkeit von p ist eine k—dimensionale immersierte Mannigfal-
tigkeit mit k = n—Morselndez (p) im R" (doppelpunktfrei), aber eben im Allgemeinen keine
Mannigfaltigkeit im Sinne von Bemerkung 2.5.3.

Bemerkungen 2.5.10 (a) Ersetzt man ¢ durch ¢~ ist auch die globale instabile
Mannigfaltigkeit

W (p) = {:1: ceU: lim ¢ ™(x) = p}

m — o0

eine immersierte Mannigfaltigkeit im R™ mit Dimension = Morselndex (p)

(b) Die lokalen invarianten Mannigfaltigkeiten sind natiirlich enthalten:

Wiee(p) C W*(p), Wip.(p) C W3(p) (5.6)
und es gilt:
W p) = U ¢"(We(p)
n >0 (57)
W2 (p) = nL>JO e (Wie())

d.h. die globalen invarianten Mannigfaltigkeiten erhdlt man durch Iteration der
lokalen invarianten Mannigfaltigkeiten.
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(c) Nach Definition:

P # q We(p) N W*(q) =
hyperbolische Fixpunkte

Beispiel 2.5.11 ([ASY96], S. 404)

f(r,®) = (r*, ©® —sinO) (Polar — Koordinaten)

Fixpunkte:
po:= (r=0, O beliebig) (Senke)
(r,©) = (1,0) =: p1 (Sattel) und py := (1,7) (Quelle)

Abbildung 2.3: Drei Fixpunkte von f samt invariantem Einheitskreis

Definition 2.5.12 Sei f: U — U, U C R", invertierbar mit hyperbolischem Fizpunkt p = f(p).
Ein Punkt x # p mit der FEigenschaft

lim  f*(z) = p

k— +oo

heifit homokliner Punkt fir p.

Bemerkung: Jeder Punkt x € W#(p) N W*(p) ist homokliner Punkt.
Homokline Punkte kionnen zu Chaos fiihren.
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Abbildung 2.4: Sattelfixpunkt p von f mit jhomoclinic tangle*

2.6 Zentrumsmannigfaltigkeit und Teillinearisierung

Sowohl fiir Hartman—Grobman, als auch fiir Hadamard—Perron ist es wesentlich, dass der
betrachtete Fixpunkt hyperbolisch ist. Man kann 0.B.d.A folgende Situation annehmen:
f: M —R"* mit 0 € M C R und

flz) = Az + g(x), zeM (6.1)
wobei
A= | 0O 0
A = 0 | A° 0 e R"™™ ¢(0) =0, Dg(0) =0 (6.2)
0 0 AT

mdR"= X~ @X'@Xt=R" x R"x R"" ; X~/ scien dic verallgemeinerten Eigenriume
von A zu Eigenwerten A mit [A\| <1, |[A\| =1und |\ > 1L

Der allgemeine Fall wird darauf reduziert:
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Lemma 2.6.1 Sei h: U(p) — R", mit U(p) C R, C*'-Abbildung mit Fizpunkt p = h(p).
——

Umgebung
von p

Sei B := Dh(p) € R™™ und A :=T BT € R"™" seine (reelle) Jordansche Normalform.
Setzen wir C(z):=T '(x —p) und C~(z) =p+ Tx, dann sind h und f aus (6.1) und (6.2)

topologisch konjugiert vermage C.

Auch nahe eines nichthyperbolischen Fixpunkts existieren stabile/instabile Mannigfaltigkei-
ten. Es entsteht aber eine neue invariante Mannigfaltigkeit:

Satz 2.6.2 (Zentrumsmannigfaltigkeit)

Sei f: R" — R™ glatter C*°-Diffeomorphismus der Form (6.1) und (6.2) und sei m € N fest.
Dann egistieren Umgebungen U, C R* = X~ c R*, U° c R” >~ X°C R" und

Uf cR" = XtC R der 0 und C™ Funktionen

s: U, — U2 x Ut »stabile Mannigfaltigkeit®
c: U — U, xUf »Zentrumsmannigfaltigkeit* (6.3)
u:UF — U x UY »instabile Mannigfaltigkeit* ,

so dass thre Graphen S§,C und U,
2.B. § = { (a:_,xo,x+) 20 = so(x_) Lot = s+(x_) }, wobei s = (so,s+) ,
folgende Eigenschaften haben:
(a) (0,0,0) € S,C,U und die Graphen S,C,U sind jeweils tangential an X, X° X bei 0.
(b) S,C.,U sind lokal invariant beziiglich der Dynamik x+1 = f(z).
(c) Falls fiir x € Uy, := U, x U% x Ut gqilt, dass x € S, dann folgt f*(x) — 0 (k — 00).
(d) Falls fiir x € U, gilt, dass x € U, dann folgt f~*(z) = 0 (k — 00).

(e) Ist x € Uy, so dass f*(x) € U,, VY k€Z, dann ist z € C.

Bemerkung 2.6.3 FEs gibt noch zwei weitere lokal invariante (fzir Tpal = f(a:n)>
Mannigfaltigkeiten, die Graphen sind von

sc: U, xUY — UF (center—stable manifold §¢)

uc: UL xUY — U, (center—unstable manifold U€)

FEigenschaften:
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(a)’ (0,0,0) € 8¢, U und die Graphen 8¢ und U sind jeweils tangential an X~ @ X°
und X°® XT bei 0.

(b)) succs,Uuccur

(c)' Gilt fiir x € Uy, , dass f¥(x) — 0 (k — 00), dann folgt x € S°.

(d)  Gilt fiir x € Uy, , dass f%(z) — 0 (k— 00), dann folgt v € U°.

(e) | ScnuU=cC

Des Weiteren gilt:

Satz 2.6.4 (verallgemeinerter Hartman—Grobman)

In der Situation von Satz 2.6.2 ezistiert ein Hombomorphismus h: U — h(U) fir eine offene
Menge U mit 0 € U, h(0) =0, so dass
Fualls (a:k)

bzw. (xy) Orbit von f in U (oder auch nur ein Teil davon), dann ist

keN

(h(:z:k)>k€N bzw. (h(:ck))kez ein Orbit der Abbildung

keZ

0

Y(x) = Az + go(c_(xo), Y, c+(x0)> (6.4)
0

und umgekehrt. Hier ist

r=x 4+ 2+ 2" und ¢ = (c_, c+) bzw. g = (g_, 9 g+) .

Bemerkung: Die neue Abbildung ist teilweise linear und entkoppelt:

T~ A x~
20 — | 4020 & g0<x0+c(xo)> , (6.5)
x* Atat

wobei 2% + ¢(2°) = (c‘ (%), 20, ¢F (a:o)) identifiziert wird.

Satz 2.6.5 Die Funktion

c=(c,c"): U — U xUt

2 (@), (),
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welche die Zentrumsmannigfaltigkeit beschreibt, erfiillt folgende Gleichungen:

A= c(2°%) + ¢~ <x0 + c(a:o)> = c (A%O + ¢ (:EO + c(:r;o)))

Atet(2%) + gF <$0 + c(x0)> = ¢t (AOQJO + ¢" (xo + c(x0)>)

Damit lassen sich nichthyperbolische Fixpunkte analysieren (genaue Dynamik auf der
Zentrumsmannigfaltigkeit ist interessant).

Beispiel 2.6.6
fiR? — R?
f@) = (az —y*, y+uay)
mit Parameter o > 0, wobei o« # 1. p = (0,0) ist Fizpunkt und

a —2y a 0
Df(xz,y) = ( ) = Df(0,0) = ( ) =A.

y 1+=z

D.h. es existiert eine instabile (o > 1) bzw. stabile (0 < o < 1)

Mannigfaltigkeit und eine Zentrumsmannigfaltigkeit.

Behauptung: Die Zentrumsmannigfaltigkeit ist Graph einer Funktion der Form x = c(y),
fiir welche gilt

a-cly) —y* = cly+y-cy) (6.7)

Man berechnet

c(y) = 75 v* + o(y?). (6.8)

Dies sagt aber noch nichts iiber die Dynamik auf C aus!

nur klar: C ist lokal invariant.

Die verallgemeinerte Satz von Hartman—Grobman liefert, dass f lokal konjugiert zur Abbildung
(die Parabeln von C werden gerade gebogen) v ist:

¢<y) B <y+go(y+c(y))> B <y+y-c(y)) - <y+ﬁy3+o(y4)>’ (6.9)
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7

Abbildung 2.5: Dynamik von ¥ nahe p = (0,0) fiir a € (0, 1).

wobei wieder y + ¢(y) = (c(y),y) identifiziert wird.

Dabei ist p = (0,0) Fixpunkt von v, welcher fiir (festes) a € (0, 1) eine Senke
(vgl. Abbildung 2.5) und fiir @ > 1 eine Quelle von v ist.

2.7 Berechnung von instabilen Mengen und globalen
Attraktoren

Literatur: Dellnitz & Hohmann [DH97|

Beschrankte invariante Mengen eines dynamischen Systems sind Teil eines globalen
Attraktors, welchen wir hier untersuchen und danach effektiv berechnen wollen.

Sei im Folgenden
X C R" mit Metrik d und f: X — X ein Diffeomorphismus, (7.1)

sowie zx1 = f (xg), fiir zg € X, die Orbits der Iteration von f.

Beispiel 2.7.1 (Henon—Abbildung)
far(z,y) = (a — 22+ by, x), (z,y) € X =R? ist fiir b # 0 ein Diffeomorphismus mit

(v— a+w2)) . (v,w) € R%

S

f;g(v,w) = (w,
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Definition 2.7.2 (stabile / instabile Mengen)
FEine Menge M C X heif$it invariant, wenn f(M) = M. Die Mengen

V(M) = {xeX: dist(fk(x), ﬁ/]\@) — 0, k:—>oo}

V(M) = {x € X: dist(f*(z), f*(M)) — 0, k— —oo}
heiffen die stabile und instabile Menge von M. Hierbei ist dist(y, M) = 1£]f\4 d(y, z).

Definition 2.7.3 (attraktive Mengen)

(a) Eine invariante Menge A C X heifit attraktiv mit Fundamentalumgebung U
(U offen mit AC U C X),

V offenen VO A INEN, sodass fF(UYCV Vk>N. (7.2)
(b) Die Menge
Bas(A) = | ) f7H(U) (7.3)
keEN

heifit ,,basin of attraction® (Becken der Anziehung) von A.

(c) Falls Bas(A) = X und zusdtzlich A kompakte Menge ist, dann heifit A der globale
Attraktor (fir die von f erzeugte Dynamik).

Bemerkung 2.7.4 (a) Der Begriff ,globaler Attraktor® wird in der Literatur leider nicht
einheitlich gebraucht.

(b) Globale Attraktoren sind von grofiem Interesse fir die Langzeitdynamik, weil sie alle
Orbits anziehen. Insbesondere existiert fir alle e > 0 ein N = N(g) € N, so dass

fHU) C A = {x € X: dist(x,A) < e} Vk>N(e). (7.4)

Des Weiteren existiert fiir jedes v € X = Bas(A) ein ko = ko(x), so dass

fErho()y € A, YV k> N(e). (7.5)

(c) Falls M invariant ist und sein Abschluss ganz in X liegt (M C X) , dann ist M auch inva-
riant, weil f und f~! stetig sind. Falls also A in Definition 2.7.3 zusitzlich abgeschlossen
1st, dann gilt:

A=) ). (7.6)

k>0
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(d) Die Mengen f~%(U) in (7.3) sind offen, da f*: X — X Diffeomorphismus.
Damit ist Bas(A) offen und im Falle eines globalen Attraktors ist auch X offen.

Sei also im Folgenden immer A der globale Attraktor.

Lemma 2.7.5 (a) Der globale Attraktor A C X zieht alle beschrinkten Mengen B C X mit
B C X in folgendem Sinne an:

lim sup dist(f*(z),A) — 0 (7.7)

(b) Der globale Attraktor enthdlt alle beschrinkten invarianten Mengen B mit B C X.

(c) Der globale Attraktor ist eindeutig.

Definition 2.7.6 Sei QQ C X kompakte Menge. Die Menge

Ag =[] @) (7.8)

k>0

heifit globaler Attraktor relativ zu Q).

Bemerkung 2.7.7 (a) Ag ist kompakt.
(b) Jede invariante Menge B C @ ist enthalten in Ag.
(c) Esgilt Ag C f(Ag), aber i.d.R. f(Ag) ¢ Ag.
Weitere Eigenschaften von Ag:
Lemma 2.7.8 (a) Ag = {z €Q: f¥(z) € Q firalle ke N}.
(b) Ag C A.
(c) Gilt zusdtzlich A C @, dann ist Ag = A.

(d) Ag enthdlt Teile der instabilen Menge (vgl. Definition 2.7.2) von invarianten Teilmengen
von Q.

Definition 2.7.9 (Subdivisions—Algorithmus; Dellnitz, Hohmann [DH97])
Input: @ C X C R" mit Q kompakt; f: X — X Diffeomorphismus.

Output: Folge By, By, . ... Jedes By, k > 0, enthdlt eine Sammlung von endlich vielen
kompakten Teilmengen von Q, welche wie folgt konstruiert werden: By := {Q}.
Ist die Sammlung By_1 bereits konstruiert, erhdlt man By in zwei Schritten:
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1. Subdivision: konstruiere zundchst eine Sammlung By, so dass

U B = U B und diam(B) < © - diam(By,_)

Bel?k BeBg_1

fir ein © € (Omin, Omax) Mit 0 < O < Opax < 1.

2. Selektion: Setze
By = {B By f(BYNB #0 firein Be Ek}.
Konvergenz des Subdivisions—Algorithmus
Sei

Q= |J Bca. (7.9)

BeBy

Dann gilt nach Konstruktion Qg1 C Qk. Wir setzen Qu := (| Q-

Satz 2.7.10 (Konvergenz; Dellnitz, Hohmann [DH97])

Die mit dem Subdivisions—Algorithmus konstruierten Mengen Qy konvergieren zum globalen
Attraktor Ag relativ zu () in Hausdorff-Distanz fiir k — oo, d.h.

k— oo

wobei h (My, M) := maX{ sup dist(x, M) , sup dist(y,Ml)}.

x € My y € Mo

Dies ist dquivalent mit der Aussage, dass
Qe = Ag. (7.11)
Beweis: Der Beweis wird in mehreren Lemmata erbracht:
Lemma 1: Ay C @ fiir alle k& € Ny,

Lemma 2: Sei B C @ negativ invariant, also f~!(B) C B, bzw. B C f(B).
Dann ist B im globalen Attraktor Ag relativ zu () enthalten.

Lemma 3: Q« C f (@)
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Damit folgt unmittelbar (7.11), denn mit Lemma 1 ist Ay C Qo und aus Lemma 2 und

Lemma 3 folgt sofort Qo C Ag. -

Bemerkung 2.7.11 (a) Durch geschickte Wahl von Q lassen sich manchmal invariante Teil-
mengen des globalen Attraktors separat approximieren.

(b) Der Subdivisions—Algorithmus braucht f: X — X Diffeomorphismus nicht. Tatsdichlich
gentigt fir die Anwendung, dass f: X — X stetig und injektiv.

c) FEine weitere Anwendunq ist die Visualisierung von kontinuierlichen dynamischen Systemen
(mlt f = tz'meftfmap des FZUSSGS).

Implementierung des Subdivisions—Algorithmus: GAIO
Matlab—Erweiterung zum herunterladen: https://github.com/gaio/gaioguy/GAIO

Bemerkung 2.7.12 (a) Der Divisions—Schritt wird in GAIO tber Bisektion durchgefiihrt
(jeweils in einer Koordinate pro Schritt werden die Quader halbiert).

(b) Im Selektions—Schritt ist zu prifen, ob zu
BeB, cin B'eB, ezistiert mit f(B)N B #0, (7.12)

damit B in By, tibernommen wird. Dieser Schritt wird nur diskret ,umgesetzt®. Dazu werden auf
den Kanten der B'-Quader endlich viele Testpunkte TP(B') eingefihrt und (7.12) wird ersetzt
durch die Abfrage

eistiert B'€ By, und ein z € TP(B') mit f(z)€B? (7.13)

Beispiele: (Henon-Abbildung (vgl. Beispiel 2.4.7))
1. Approximation von Ay mit B2 in Abbildung 2.6

Abbildung 2.6: Startbox Q = [—2, 2]

und deutlich feinere 2. Approximation mit By in Abbildung 2.7.
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Abbildung 2.7: Startbox @ = [—2, 2]?

2.8 Weitere Themen und Zusammenhang zu kontinuier-
lichen dynamischen Systemen

e Lyapunov—Exponenten fiir Abbildungen f: R" — R"

> ein Orbit bekommt n Lyapunov-Exponenten (sofern sie existieren)

= Expansions— und Kontraktionsraten (in verschiedenen Richtungen)

e Chaotische Orbits werden dhnlich wie in Sektion 1.12 definiert, falls

> Orbit beschrinkt und nicht asymptotisch periodisch ist

> und des Weiteren der maximale Lyapunov—Exponent positiv ist.

e Konzept der horseshoe Abbildung h: R? — R?, so dass ein Quadrat Q = ABCD
geméaf Abbildung 2.8 abgebildet wird.

Ziel: Studiere Dynamik von h auf

H={zecQ:h@x)eQ VkeZ}
e Definiere Reiserouten (5;),., mit S; € {L, R}.
e Jede Reiseroute entspricht einem Punkt aus H.

e Dynamik von h auf H ist chaotisch (im Sinne von Devaney), weil konjugiert zur
Shift-Dynamik auf zwei Symbolen {L, R}.
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Abbildung 2.8: horseshoe Abbildung

e Chaotisches Verhalten bei kontinuierlichen dynamischen Systemen wird
praktisch immer bei davon abgeleiteten Abbildungen nachgewiesen
(z.B. Time—one—map oder Poincaré-Abbildung eines periodischen Orbits).

e Homoklines Gewirr tritt auch bei kontinuierlichen dynamischen Systemen auf
(8hnlich Ende Sektion 2.5)

> in dieser Situation lassen sich horseshoe Abbildungen auf invarianten
Teilmengen finden — chaotisches Verhalten.
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Kapitel 3

Reminiszenzen zu gewohnlichen
Differentialgleichungen

Themen:
e Invariante Mengen
e Limesmengen und Attraktoren
e Poincaré-Bendixon Theorie
e Hoherdimensionale dynamische Systeme
e Gradientensysteme

e Topologische Methoden

Das Standardbeispiel eines kontinuierlichen dynamischen Systems ist der Fluss einer autonomen
gewOhnlichen Differentialgleichung. Deshalb

3.1 Autonome gewohnliche Differentialgleichungen und
dynamische Systeme

Aus der Theorie fiir gewohnliche Differentialgleichungen ist bekannt:

Sei f: Dy — R™ mit D; C R x R" offen und f hinreichend glatt (z.B. C'). Zu (7,€) € D; sucht
man Losungen x = z(t) € R" der gewohnlichen Differentialgleichung

(AWP) ¥’ = f(t,r) mit Anfangswert z(7)=¢.
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Wir bezeichnen die allgemeine Losung = = A\(¢; 7,&), A\: Dy — R™

(Existenz und Eindeutigkeitssatz mit maximalem Definitionsintervall ¢ € I,.(7, &)
<— Picard-Lindelof)

Lemma 3.1.1 (Kozykel-Eigenschaft)
Fir € R und £ € R™ mit (1,€) € Dy gilt:

)\(t; T, f) = )\(t; s, A(s; T, 5)) fiir alle  t € Lnax(7,€), 8 € Inax(T,§)

T

IO-J-
o

Abbildung 3.1: Kozykel-Eigenschaft

Im Folgenden betrachten wir autonome Differentialgleichungen:

x' = f(z) (1.1)

fir f: Dy — R™ (lokal) Lipschitz-stetig mit Dy C R" offen .

In diesem Fall lasst sich Lemma 3.1.1 verbessern:

Lemma 3.1.2 (Translationsinvarianz fiir autonome Differentialgleichungen)
Set f: Dy — R"™ Lipschitz—stetig mit Dy C R" und xo € Dy beliebig.

Dann unterscheiden sich mazximale Losungen von
¥ = f(x), z (ty) = xo (1.2)
nur durch einen Zeitshift. D.h. fiir alle to € R gilt.
(2) Tmax(to, o) = Imax(0,20) + to

(b) )\(t, to,l’o) = A(t—to, 0,1’0) fUT' alle t e [max(tg,l'o)
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Lemma 3.1.3 (Gruppeneigenschaft)
Sei f: Dy — R™ Lipschitz-stetig und X die allgemeine Losung von z' = f(z).
Setze fiir x € Dy

o(t,z) == At; 0,2), t € Lnax(0, 2).
Dann gilt:
(a) ¢(0,2) =z firalle = € Dy

(b) @(t+s,2) = (t,o(s,x)) firalle s € Luax(0,2), t € Inax (0, ¢(s, 7))

Definition 3.1.4 (kontinuierliches dynamisches System)

Sei M ein topologischer Raum und ¢: R x M — M sei stetig. Dann heifst (M, @) ein
kontinuierliches dynamisches System, falls gilt:

(i) ¢0,z) = x fir alle ©e M
(i) @(t+s,z) = o(t,p(s,x)) firale t,seR, z€M

M heifit Phasenraum und ¢ der Phasenfluss. Fiir jedes x € M heiffen die Mengen
v (z) = {p(t,z), t > 0} der Vorwértsorbit durch z,
77 (z) = {p(t,z), t <0} der Riickwértsorbit durch z,

(z) = {p(t,z), teR} der Orbit durch x.
Die Abbildungen ¢ = ¢(ty,) : M — M sind Homdomorphismen mit 1~ = p(—tg, -).
Beispiel: M = R? o(t,z1,22) = (z1€!, 1967")

Satz 3.1.5 (,,dynamische Systeme <— autonome gewohnliche
Differentialgleichungen*)

(1.4)

(a) Sei f: Dy — R™ Lipschitz—stetig mit Dy C R™ offen. Falls fiir alle Losungen von x’ = f(x)
das mazimale Ezistenzintervall Iyax(to, zo) = R ist fiir alle (to, x9) € R X Dy, dann erzeugt

o(t,z) .= A(t; 0,2) ein dynamisches System auf M = Dy.
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(b) Die Abbildung ¢: R x M — M, M C R" offen, erzeuge ein kontinuierliches dynamisches
System (M, ) und @ sei C?. Setze dann

f(z) = %—f(o,x), reM =: Dy. (1.5)

Dann gilt: o(t,x) = A(t; 0,z), wobei \ die allgemeine Lisung von x’' = f(x) ist.

f heifit dann infinitesimaler Erzeuger von ¢.

Satz 3.1.6 (Klassifikation von Orbits)

Sei (@, M) ein kontinuierliches dynamisches System. Dann gilt fiir jedes x € M genau eine der
drei folgenden Aussagen:

(a) o(-, ) ist konstant und y(z) = {x}.

(b) (-, x) ist injektiv (in t), und vy(z) ist eine Kurve in M ohne Schnitt- oder
Bertihrungspunkte.

(c) (-, x) ist nicht konstant und periodisch (in t). y(x) ist eine geschlossene Kurve in M.

Bemerkung: Ist M C R so treten nur Orbits aus (a) oder (b) auf.

Definition 3.1.7 (invariante Mengen)

Sei (@, M) ein kontinuierliches dynamisches System. Fine Teilmenge S C M heifit invariant
bzgl. des Flusses p, falls p(t,S) C S V t € R, und positiv (negativ) invariant bzgl. des
Flusses @, falls p(t,S) C S Vt>0 (Vt<0) gilt.

Beispiel 3.1.8 Betrachte:

— I C1

= f(x) mit f(z)= eR?, z=(x1,25) und z(0)=c= € R?.
Tro + x% Co
Der davon erzeugte Fluss ist
C1 et
QD(t, C) = C2
el + g1<6t _ 6—2t>

Dann gilt:

2
S = {x e R?: xy = —} 15t tnvariant unter ©.
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3.2 Reskalierung von Vektorfeldern

Ziel: Bedingungen, so dass Losungen von 2’ = f(x) fiir alle Zeiten existieren
— dynamisches System!

Beispiel 1: e (mit Anfangswert z(ty) = 350)
22
Beispiel 2: =
1+ a2
Beispiel 3: ¢ = —y + z(1—22 —y?)
y = x4 y(l—a2*—y?)

Satz 3.2.1 (Reskalierung von Vektorfeldern)
Sei Dy C R™ offen und sowohl f: Dy — R", als auch f: Dy — R" seien Lipschitz—stetig.
Dann gilt: Die Phasenportraits der beiden Systeme

v = f(2) 2.1)
und

v = o) fla) 2:2)
sind gleich.

Genauer: Fualls T' C R™ ein Orbit von (2.1) ist, dann ist I' auch ein Orbit von (2.2),
und umgekehrt.

Korollar 3.2.2 Sei f: R® — R" Lipschitz-stetig. Dann stimmen die Phasenportraits von

¥ = f(x) (2.3)
und
, f@)
TR 24)

tiiberein, und (2.4) erzeugt ein dynamisches System.
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Kapitel 4

Globale Theorie nichtlinearer Systeme

4.1 Limesmengen und Attraktoren

Ziel: Beschreibe das asymptotische Verhalten der Orbits des von
¢ = f(x), z€Df=MCR" (1.1)
erzeugten kontinuierlichen dynamischen Systems (¢, M) aus Satz 3.1.5.
e Grenzmengen der Orbits (w/a—Limesmengen)

e Struktur (Topologie) dieser Grenzmengen?

e Dynamische Eigenschaften dieser Grenzmengen.

Im Folgenden wollen wir immer annehmen, das (M, d) bzgl. der natiirlichen Metrik
d(z,y) = ||z — y|| des R™ vollsténdig ist.

Zur Erinnerung: ¢;: M — M bzw. p: R x M — M; wie immer sei ¢(§) = ¢(t;€) die
Losung von (1.1) zum Startwert x(0) = &.

Dann definieren wir die w/a—Limesmenge von £ € M C R™

w() = {x € M: FFolge: (ty),cn /00 mit ¢, () — 2 (k— oo)} (1.2)

und analog: «(§) = {x € M: JFolge (tr)yeny v —00 mit ¢, (§) — 2 (F— oo)} (1.3)
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Satz 4.1.1 (Charakterisierung von a— und w—Limesmengen)

Sei (M, d) wvollstindig, £ € M C R", und ¢: R x M — M ein kontinuierliches dynamisches
System. Dann gilt:

w(é) = m gO([t,OO), 5)

t>0

O‘(é) = m gD((—OO,t],f)

t<0

w—Limesmenge: Punkte bei denen der Orbit ¢,(&) fiir grofe ¢ immer wieder
beliebig nahe vorbeikommt.

Bemerkung: Die a—Limesmenge «(§) zu 2’ = f(x) ist gleich

der w-Limesmenge w(§) zu 2’ = — f(x).

Satz 4.1.2 (Invarianz von w—-Limesmengen)

w-Limesmengen, also w(§), sind invariante Mengen fir das dynamische System.
Analog fir a(§) !

Satz 4.1.3 (Topologische Eigenschaften)
Sei (M, d) vollstandiger metrischer Raum und (M, ) kontinuierliches dynamisches System.
Zu & € M, sei der positive Halborbit v (&) = gp( [0, 00), §> beschrankt. Dann gilt: w(§) ist

(i) nicht leer
(ii) kompakt

(iii) und zusammenhingend.

Aufierdem gilt: (iv) tlim dist <gp(t,§), w(f)) = 0.

Analoges gilt fiir a(€), <negative7“ Halborbit v~ (&) beschrinkt; t — —oo in (iv)).

Bemerkung: Unbeschriankte w-Limesmengen kénnen unzusammenhéngend sein.

Definition 4.1.4 (attraktive Mengen)

(a) Eine invariante Menge A C M heifit attraktiv mit Fundamentalumgebung U
(U offen mit AC U C M), falls

V offenen VD> A I T eRY, sodass o(U)CV Vit>T. (1.4)
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(b) Die Menge
Bas(4) = |J ¢ (1.5)

t>0

heifsit ,,basin of attraction® (Becken der Anziehung) von A.

(c) Falls Bas(A) = M und zusdtzlich A kompakte Menge ist, dann heifst A der globale
Attraktor (fir die von ¢ erzeugte Dynamik).

Bemerkung 4.1.5 Da ¢;: M — M fiir alle t € R Diffeomorphismus ist, ist p_(U) und damit
auch Bas(A) im (1.5) offen. Zusammen mit der Annahme (M, d) vollstindig bleibt im Falle eines
globalen Attraktors (also Bas(A) = M) damit nur noch M = R™.

Lemma 4.1.6 Sei (¢, R"™) ein kontinuierliches dynamisches System.

(a) Der globale Attraktor A C R™ zieht alle beschrinkten Mengen B C R™ in folgendem
Sinne an:
lim sup dist(¢i(x), A) — 0 (1.6)

t— oo z€B

(b) Der globale Attraktor enthdlt alle beschrinkten invarianten Mengen B.
(c) Der globale Attraktor ist eindeutig.

Bemerkung 4.1.7 Die in Lemma 2.7.5 nétige Zusatzbedingungen ,B C X*
st hier offenbar nicht ndtig.

4.2 Poincaré—Bendixson Theorie

Literatur: z.B. Hirsch, Smale, Kapitel 11, [HS74] oder Alligood, Sauer, Yorke, Kapitel 8, [ASY96],
bzw. Griine, Junge [GJ16], Sektion 9.3.

In diesem Paragraphen studieren wir nur planare, also 2-dimensionale Systeme:

v = f<x7y)

- .2 =@yel
y = glxy) d=FE ) F = (fg9)

(2.1)

wobei f,g: U — R (mit U C R? offen) jeweils C''-Funktionen sind. (,C'-planare dynamische
Systeme*).

Die allgemeine Losung sei wieder ¢i(x,y) = o(t; z,y) = ¢(t;2) = ¢i(z) und ¢: R x U — U
kontinuierliches dynamisches System. Grund fiir die Einschrinkung auf Fliisse im R? ist folgender
Satz:
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Satz 4.2.1 (Jordanischer Kurvensatz) (1893)
Sei J :={v(s) e R*: s € [, ]} eine Jordan—Kurve im R?
(d.h. v: o, B] — R? stetig, injektiv auf [o, B) und geschlossen (o) = 7(5)).

Dann gilt: J zerlegt R? in zwei Gebiete (Aufengebiet G, und Innengebiet G;). Genauer:
e R2\ J =G, UG,

e 0G;, = J =0G,
o G, ist beschrinkt und einfach zusammenhdingend  (,keine Locher!“).

o (G, ist unbeschrdinkt und nicht einfach zusammenhdingend.

Wir verwenden transversale Schnitte:

Definition 4.2.2 (Poincaré—Schnitt ¥ C R?)

e X sei nichttrivialer Schnitt einer Geraden mit einer offenen, konveren Menge des R2.

o ¥ sei transversal an den Fluss zu (2.1), d.h.

v-F(z) #0 firale zeX, (2.2)

wobei v € R? der Normalenvektor zu Y. ist.

Bemerkung 4.2.3 (a) Fualls ¥ transversaler Schnitt fir (2.1), dann enthdlt ¥ kein Gleichge-
wicht und die Vektoren F(z), z € ¥ zeigen alle in denselben Halbraum.

(b) Zu jedem reguliiren Punkt zo € U C R?* (d.h. mit F(zy) # 0), existiert ein transversaler
Schnitt 3 fiir (2.1) mit zy € X.

Satz 4.2.4 (Monotonie-Lemma)

Sei X transversaler Schnitt fir (2.1) und u(-) sei eine Losung von (2.1), welche ¥ in der
(endlichen oder unendlichen) Folge

u(tl), u(tz),,u(tk), mit b <ty <...<1lp<...

schneidet. Dann gilt: Die Folge (,u(tk))k wdchst langs X2 beziiglich der linearen Ordnung auf 3
monoton.

Korollar 4.2.5 Sei zg € U C R? und ¥ ein transversaler Schnitt fiir (2.1).
Dann gilt: w(zy) N X enthdlt hochstens einen Punkt.

Situation (5,,):
Betrachte (2.1) 2= F(z), z € R? und positive Halborbits 7" (29) C K fiir z, € R? fest.
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Annahme 4.2.6 In Situation (S.,) sei K kompakt und enthdlt nur endlich wviele
Gleichgewichte von (2.1).

Satz 4.2.7 (Poincaré-Bendixson)

Unter der Annahme 4.2.6 gilt genau eine der folgenden Aussagen:

(a) w(zo) besteht aus (genau) einem Gleichgewicht.

(b) w(zo) besteht aus (genau) einem periodischen Orbit.

(c) w(zo) besteht aus Gleichgewichten und nichtperiodischen Orbits, deren a— und w—Limesmengen
diese Gleichgewichte sind.

Fine analoge Aussage gilt fiir a(zo).

Korollar 4.2.8 Ist w(z) # 0 kompakt und ohne Gleichgewichte, dann muss w(zg) ein
periodischer Orbit sein.

Zum Beweis von Satz 4.2.7 brauchen wir folgendes Lemma:

Lemma 4.2.9 Unter der Annahme 4.2.6 gilt:

Falls T' C w(zp) fiir einen periodischen Orbit I', dann gilt I' = w(zy) (,,has one, is one*).
Beweis von Satz 4.2.7.  Wir unterscheiden 3 Fille:
Fall (I): w(zp) enthdlt nur Gleichgewichte.
Fall (II): w(z) enthélt kein Gleichgewicht.

Fall (III): w(zo) enthélt sowohl Gleichgewichte, als auch regulidre Punkte
(dh. z € w(z0) mit F(z) #0).

Bemerkung 4.2.10 Die Annahme, dass K nur endlich viele Gleichgewichte enthdlt, ist
wesentlich: betrachte dazu fiir 0 <rg <1 fest

/

r = (1—7")3 (r > o)

) (2.3)
o = (1 — 7")

Notation: Periodische Orbits T', welche als Grenzmengen auftreten, d.h. 3 zy € R*\ T’
mit I' = a(zp) oder I' = w(zy) nennen wir Grenzzyklen (limit cycles).

Anwendung von Poincaré-—Bendixson: Existenz von periodischen Orbits
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Beispiel 4.2.11 Betrachte

v = y@?+y*—20-3) +x

(2.4)
o=@yt —20-3) —y
Beispiel 4.2.12 (van der Pol Oszillator)
Betrachte
" +eal(z®—1) + 2 =0, e >0 beliebig. (2.5)

Dies ist (nach Transformation) dquivalent zu

(i) _ (i_ (5 —2) ) —: H(z,u). (2.6)

Folgerungen aus Poincaré—Bendixson

Satz 4.2.13 (Grenzzyklen haben eine offene ,, Attraktionsmenge*)
Sei T periodischer Orbit von 2/ = F(2) in (2.1) und T = w(zy) fiir ein 2o € R*\ T.
(d.h. I st G’r‘enzzyklus). Dann emistiert eine Umgebung V C R? wvon 2z, so dass

w(z) =T firale ze€V gilt.

Insbesondere ist {z € R*\ T': w(z) = T'} offen.

Bemerkung 4.2.14 (Spiral-Eigenschaft von Grenzzyklus T')

Damit wurde gezeigt (vgl. Abbildung 4.1): Seien I; C R?, i € N die offenen Intervalle in ¥
(transversaler Schnitt durch T") zwischen dem Orbit zu zy. Dann gilt:

(i) Der Fluss bildet I, C % bijektiv und monoton nach Iy C % ab, Iy bijektiv und monoton
nach I3, usw.

(i) Zu z € I, gilt: Jeder Halborbit v+ (z) schneidet ¥ in jedem I; genau einmal in Punkten

zi = @(ti,z)el; mit 0<t;<tir; und z — Z"(i—00) mit zZel' NX.

Satz 4.2.15 Sei ' C R? geschlossener (periodischer) Orbit von 2’ = F(z), 2 € U CR? in (2.1)
und G; C U das Innengebiet von I'. Dann gilt: G; enthdlt wenigstens ein Gleichgewicht von

(2.1).
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Abbildung 4.1: Spiral-Eigenschaft von Grenzzyklus

Mit Poincaré-Bendixson lassen sich periodische Orbits nachweisen. Mit dem folgenden Bendixson—
Kriterium lassen sich periodische Orbits ausschlieBen. Wir betrachten Losungen von (2.1)

¥ = f(z,y), (x,y) € D C R?

/

y = g(v,y), F=(fg9):D — R?

Satz 4.2.16 (Bendixson—Kriterium)
Sei D C R? einfach zusammenhingendes Gebiet und F: D — R? eine C'—Funktion mit

(i) div(F) = 0,f +0y9g >0 in D
(ii) div(F) (zo,y0) > 0 fiir wenigstens ein (xo,y0) € D
Dann hat (2.1) keinen periodischen Orbit I' C D mit (xq,yo) € G;(I).

Beispiel 4.2.17 (gedampfter Oszillator)

2"+ p(x)x’ + q(xr) =0 mitpundq jeweils C' und p(z) >0, VzreR, (2.7)

Vorgriff auf hoherdimensionale Dynamik, Kapitel 5 (Chaos): Poincaré—Bendixson ist falsch im
R™ fiir n > 3!

Beispiel 4.2.18 (dichter Orbit auf Torus)

mit | w(xo,yo) = Torus
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Lx,
‘j/ﬂt y A
Gea cas
B, R,
‘1“/?-’&,1)
AT,

Xe A 4 X
Abbildung 4.2: , Fluss“ auf dem Einheitsquadrat

Betrachte folgenden ,Fluss“ auf dem Einheitsquadrat:
1

2= F(z) = const = ( ) € R? vz €e0,1]?, (2.8)

q

welcher durch Identifikation der Seite By und By bzw. Ay und Ay zu einem Fluss auf dem Torus
wird.

(i) Fall ¢=%£ € Q = alle Orbits sind periodisch.

(i) Fall q ¢ Q irrational = es gibt einen auf dem Torus dichten Orbit.

4.3 Globale invariante Mannigfaltigkeiten

Wir betrachten wieder autonome Differentialgleichungen (G C R™ Gebiet)
o= f(x), »€G, felCYqG) (3.1)
mit Fluss ¢ = ¢i(x), v € G, t € R,
p:Rx G — G
insbesondere ist mit D = D, die Matrix Dy, (x) € R™ ™.

Sei im Folgenden z, € G Ruhelage von (3.1). Dann gilt:

Dgis(x0) = D(gro@s)(wo) = D ps(wo)) - Dis(wmo)  Vt,s€R (3:2)

=0
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und da ¢, (z) stetig differenzierbar in beiden Variablen ist, gilt

4 [ean)] = D& fautan)] = D(F(auta)

(3.3)
= Df(i(w0)) - Dey(o) -

=x0

Damit gezeigt:

Lemma 4.3.1 Ist xyg € G Ruhelage von (3.1), dann lost X (t) := Dpi(x9) € R™™™ das lineare
Matrizanfangswertproblem

X' = Df(zo)- X (3.4)
% .

(0) = Id
und hat deshalb die Darstellung Dy(zo) = exp (D f(zo) - t).

Definition 4.3.2 (regulidre und hyperbolische Ruhelagen)

Sei G C R"™ ein Gebiet und f: G — R™ ein C'~Vektorfeld mit Fluss ¢ = p(x) und Ruhelage
Xo € G.

(i) zo heifst regulér, wenn die Matriz D f(xg) € R™™ nur Eigenwerte # 0 hat
(Df(zo) : R™ — R™ st bijektiv)

(i) zo heifit hyperbolisch, wenn D f(x) keine rein imaginiren Eigenwerte hat, d.h.

Re(\) 20 Ve U(D f(:co)>. (3.5)

klar: zq hyperbolisch —> xo reguldr (aber nicht umgekehrt!)

Satz 4.3.3 Ist x¢ regulire Ruhelage von ¢, dann ist xy ein isolierter Punkt in der Menge aller
Ruhelagen von .

Fiir jedes feste tg € R ist & := ¢y,: G — G (wobei G C R") ein Diffeomorphismus
(® € CHG), @' = ¢_4,) mit Fixpunkt xq, d.h. ®(xy) = x¢ (falls zy Ruhelage von ¢).

Zur Erinnerung:

Definition 4.3.4 (hyperbolischer Fixpunkt)

Ein Fizpunkt xo € G eines Diffeomorphismus ®: G — G heifst hyperbolisch, wenn
D®(xy) € R™" keine Eigenwerte auf dem Einheitskreis hat, d.h.

A # 1 fiir alle X € 0<D(I>(x0)). (3.6)
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Satz 4.3.5 Ist xg € G hyperbolische Ruhelage des Flusses ¢ = @i(x) von (3.1),
dann ist xo hyperbolischer Fixpunkt der Diffeomorphismen

b = ¢, G—G fir to # 0 beliebig aber fest.

Beweisidee: Mit Spektralabbildungssatz gilt:

0<exp<Df(x0) -t0>) = (o(Df(0)to) . {e“: pe a(Df(xO)-t())}. (3.7)

Der obige Satz versetzt uns in die Lage, den Satz iiber invariante Mannigfaltigkeiten fiir Diffeo-
morphismen (bei hyperbolischen Fixpunkten) anzuwenden (vgl. Kapitel 2, Satz 2.5.9).

Wiederholung aus diskrete dynamische Systeme:

Satz 4.3.6 (globale stabile Mannigfaltigkeiten bei Diffeomorphismen)
Sei xo hyperbolischer Fizpunkt des Diffeomorphismus ®: G — G (mit G C R™ offen) und

R" — E° D Ev
mat
> E* = E*%®: algebraischer Eigenraum von D®(zy) € R™" zu Eigenwerten X mit
Betrag |\ < 1 (dim E® = k).
> EY = E“®: analog mit Eigenwerten |\| > 1 (dim E* =n — k).
Dann existiert eine injektive Immersion ¥: RF — @ <d.h. rang(DV(z)) =k Vae Rk) mat
(i) ¥(0) = zo

(i) ¥(RY) = {x €G: lim O™(z) = xo} = W (o) = W (x0),

m — 00

(,,stabile Mannigfaltigkeit von xg “)

(iii) T, (z/J(Rk)> =xo + E* (,Tangentialraum bei z, “)

Dies lésst sich wegen Satz 4.3.5 direkt auf Fliisse anwenden:
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Satz 4.3.7 (globale stabile Mannigfaltigkeiten bei Fliissen)

Sei f: G — R" (G C R" offen) ein C'—Vektorfeld, welches einen globalen Fluss p;: G — G, t € R
erzeugt. Weiter sei xg € G hyperbolische Ruhelage von y; und

R"= E*® E*

mit

> E°: algebraischer Eigenraum von D f(x¢) € R™™ zu Eigenwerten A
mit Re(\) <0 (dim E® = k).

> E": analog mit Eigenwerten Re(A) >0 (dim E* =n — k).

Dann ezistiert eine injektive Immersion ¥: R¥ — G mit

(i) ¥(0) = =
(i) T (RY) = {x €G: Jim g(r) = xo} — W (o) = W ()

(iii) Ty, (V(RY)) = z + E*

Bemerkung 4.3.8 (i) Analog existiert auch die globale instabile Mannigfaltigkeit
W =W*xo) := {:1: €G: . lim ¢i(x) = xo} :
— —00

(ii) FEin alternativer Zugang zu Satz 4.53.7 (Erxistenz globaler invarianter Mannigfaltigkeiten)
ist, zundchst in einer kleinen Umgebung von x, lokale stabile/instabile Mannigfal-
tigkeiten als Graph iber E°/E" zu konstruieren: Sei etwa fir e > 0 fest

S = W;.(x) = {x € B.(xp) : tlgrolo o) = :130}
und U = Wi(xg) = {x € B.(zo) : tEIEl oi(x) = xo} )

Literatur: [CL55]

Die globale instabile bzw. stabile Mannigfaltigkeit enthilt man dann durch Vorwérts— bzw.
Riickwértsfluss auf U bzw. S, d.h.

Wi (zg) = U< we(S) = {y: 3t<0, 3z €S, sodass gi(z) = y}

W (zo) = U;soee(U) = {y: 3t>0, Jz €U, sodass ¢zr) = y}
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Beispiel 4.3.9 (Pendel ohne Reibung)

/

=y

y = —sinx

hat 1.tes Integral H(z,y) = 5 y*— cosx.

A

Abbildung 4.3: stabile und instabile Mannigfaltigkeit von xy = (m,0)

Charakterisierung fiir heterokline / homokline Orbits:

e z*€ R" heifit heterokliner Punkt fiir /= f(x) (3.1), falls es hyperbolische Ruhelagen
xo, r1 gibt, xg # x1 mit

zte W zo) N W(xq) (3.8)

e z*c R" heiit homokliner Punkt, falls eine hyperbolische Ruhelage xy existiert mit

2+ € W(zo) N W*(20) (3.9)

Approximation der invarianten Mannigfaltigkeiten (bzw. Fluss darauf)

Dazu, ist es oft sinnvoll, lineare Terme und Terme hoher Ordnung zu separieren:

Lemma 4.3.10 Seien A € R™™ B € R™"™ und C'-Funktionen

F:R™" 3 R™ G:R™" — R

Betrachte das System

¥ = Ax + F(z,y), z€R™

/ (3.10)
y = By + G(z,y), yeR"
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Dann ist der Graph einer C'-Funktion
h:R™ - R" M:={(z,y): y=h(x)}, zeR"
eine invariante Mannigfaltigkeit fiir (3.10), genau dann, wenn

oh

Bemerkung: Ist h: U — R™ (U C R™) nur lokal definiert, so ist M entsprechend
lokal invariant.

Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt fiir

M = {(z,y): = = g(z)} Graphvon g:R"— R™

und

dg

a—y(y)‘ [By+G(g(y),y)} = Ag(y) + F(g(y),y) fiiralle yeR".

Korollar 4.3.11 (,,Versklavungsprinzip*)

In der Situation von Lemma 4.3.10 gilt:
Das m—dimensionale System

i’ = Az + F(z,h(z)) (reduziertes System)

beschreibt den Fluss auf der invarianten Mannigfaltigkeit M = {(1‘, y):y = h(x)} im

folgenden Sinne:

(i) Falls (u(t), v(t)) € R™™ Lisung von (8.10) ist und in M liegt (d.h. v = h(y)),

dann lost p(-) (3.12).

(ii) Falls p(-) (5.12) lost, dann 1ost (p(-), h(p())) auch (3.10) und liegt in M.

Beispiel 4.3.12

/

r = x + 2zy
y = -y + @*+y°)

(x,y) =0 ist hyperbolische Ruhelage mit E°® = span{es}, E" = span{e;}.

%(x) : [Ax + F(z, h(m))] = Bh(z) + G(z,h(z)), firalle z € R™.

67

(3.11)

(3.12)
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4.4 Zentrumsmannigfaltigkeit

Definition 4.4.1 Sei A € R™*", Neben

E'CR" <Hauptmum von A zu Figenwerten A\ mit Re(\) > O) (instabiler Unterraum)

und

E°CR" (Hauptmum von A zu Figenwerten X\ mit Re(\) < O) (stabiler Unterraum)
sei jetzt auch
E‘CR" <Hauptmum von A zu Eigenwerten A\ mit Re(\) = 0) (zentraler Unterraum)

definiert.

Bemerkung: Alle drei Unterrdume sind invariant fiir den linearen Fluss

pi(z) = et -,
denn nach einer geeigneten Koordinatentransformation (y := Cx) ist
A0 0
= Ar = ¢ = 0 A° 0 |y= Ay
0 0 A"
und
et 0 0
exp(At) = ett= 0 e 0
0 0 A"

Ziel: Abschéitzungen fiir exp (Ajt) fir j = s,c und u.

Satz 4.4.2 (Wachstum von exp(Bt))
Sei B € R™ ™ und es gebe a, 5 € R, so dass

Re(\;) € [a, O] V' \; Eigenwerte von B .

Dann gilt: Flir jedes € > 0 ezistiert ein K = K. > 0, so dass
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(i) |lexp(Bt)|| < K-el2t v i<0
(ii) ||exp(Bt)|| < K -el+e)t V>0

Sind zusdtzlich alle Bigenwerte von B mit Re();) = o halb einfach, (alg();) = geo(N;) ),
so gilt (i) mit € = 0. Analog fir (ii).

Korollar 4.4.3 (minimales Wachstum)

Es gelte Re A > « fiir alle Eigenwerte A von B € R™*™. Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so
dass

H eXp(Bt)f‘H > C-e* €]l fiiralle t>0 wund fir alle & €R™

Korollar 4.4.4 (Dynamische Charakterisierung fiir E* und E?®):
Sei i(x) = exp(At)x. Dann gilt:

Es = {xGR”: Ja<0,C>0 sodass |(x)]] < C-e*t fiir alle tZO}

E“:{mEIR": Ja>0,C>0 sodass |e(x)]] < C-e*t fiir alle tSO}

Beispiel 4.4.5
¥ = —x, FE° = span{e}

Yy = 0, E°= span{esy}
2=z, E"= span{es}

Definition 4.4.6 (die fiinf klassischen invarianten Unterrdume)
Ser A € R™"™ und E*, E*, E¢ definiert wie oben. Setze

E® = E°® E° CR" (zentral-stabiler Unterraum)

E® = E°@ E* CR"* (zentral-instabiler Unterraum)

At

Alle diese Unterrdume sind invariant fir ¢,(z) = e - x. Diese finf Unterrdume heiffen

die klasstischen invarianten Unterrdume.

Bemerkung: Obwohl E* @ E* auch invariant ist, zdhlt dieser Raum nicht dazu.



70 KAPITEL 4. GLOBALE THEORIE NICHTLINEARER SYSTEME

!E

I

/ & gl

Abbildung 4.4: einfacher linearer Fluss im R?

Satz 4.4.7 (Die klassischen fiinf invarianten Mannigfaltigkeiten)
Sei f: R™ — R" eine C*—Funktion (k > 1). Angenommen xy € R" sei Ruhelage von

= f(z) (4.1)

und EY E° E E E° seien die fiinf klassischen invarianten Unterrdume von
A= Df(zo) € R"". Dann existiert eine Umgebung V' wvon x¢ und finf Mannigfaltigkeiten

Mu, MS7 Mcu’ MCS, MecC V,
so dass das Folgende gilt.

(a) o liegt auf allen Mannigfaltigkeiten und diese Mannigfaltigkeiten sind bei x
tangential an den entsprechenden invarianten Unterraum von A und haben
die gleiche Dimension. Alle Mannigfaltigkeiten sind C*, auler M€ ist nur C*~1.

(b) Alle Mannigfaltigkeiten sind |lokal invariant | fiir (4.1), d.h. solange wie die Orbits V
nicht verlassen.

(c) M*C M, M*C M, M°=M* N M (Zentrumsmannigfaltigkeit).
(d) M* und M* haben folgende dynamische Charakterisierung:

M® = {:L‘EV: Ja<0,C>0 sodass |[[p(z)— x| < C-e*" fiir alle tZO}.

Insbesondere gilt: ¢y(x) =z (t = o0) fir z € M*.

M" = {xGV: Ja>0,C<0 sodass |¢(x) — x| < C-e* fiir alle t§0}.

Insbesondere gilt: ¢i(x) — zy (t = —o0) fir z € M™.
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(e) Alle drei Mannigfaltigkeiten M M und M€ enthalten die Menge
B={zeV:px)eV firale tecR}

(Orbits die fiir alle Zeiten in V' bleiben).

Bemerkung: Géngige Notation in der Literatur: Wy (zo) fir M?®, etc.
Literatur: [Car81]
Beispiel 4.4.8

¥ = 2%, E°= span{e,}

v = -y, E° = spanfes}

AN 4
~
x

Abbildung 4.5: Zentrumsmannigfaltigkeit nicht eindeutig

hat mehrere Zentrumsmannigfaltigkeiten.

Beispiel 4.4.9 (Nichteindeutigkeit von M€, M und Mcu)
Das System
¥ =—x, FE° = span{c}
v = 3y, E° = span{es}
2=z, E"= span{es}
hat unendlich viele Zentrumsmannigfaltigkeiten, sowie zentral-stabile und zentral-instabile
Mannigfaltigkeiten (alle tangential an E€, B, E*).
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Abbildung 4.7: Zentrumsmannigfaltigkeiten (nicht eindeutig)

Beispiel 4.4.10 E* ¢ E°
Betrachte

muss nichtlinear nicht tberleben (als invariante Mannigfaltigkeit).

= —x, FE* = span{e}
=x-z, FE°= span{ce} (4.2)
= z , E"= spanf{cs}

Wichtige Anwendung der Zentrumsmannigfaltigkeit: Stabilitdtsanalyse
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Situation: w’ = f(w) mit Ruhelage wy und alle Eigenwerte A von D f(wy)
erfiilllen Re(\) < 0, es gibt aber auch welche mit Re(A) = 0.

(das Prinzip der linearen Stabilitdt ist nicht anwendbar!)

Ausweg: Bestimme M€ und Fluss darauf

Beispiel 4.4.11 mit Konstanten a,b,c,d € R sei

¥ =axy + ar® + bxy?
(4.3)
v = —y + cx? + dz’y,

womit E° = span{e;} und E° = span{ey} gilt.

(4.3) hat 1-dim stabile Mannigfaltigkeit M*® bei (xo,y0) = (0,0) (tangential an E*) und
1-dim Zentrumsmannigfaltigkeit M¢ bei (0,0) (tangential an E°).

Der Parametertrick (Literatur GJ 16]>
Angenommen

r = B(:u)x + fu($7y)

/

fir (z,y) € R* x R™ (4.4)
y = Cu) -y + gulz,y)

hiingt von einem Parameter y € R¥ ab und fiir g = 0 hat B(0) € R™" nur Eigenwerte mit
Re(\) = 0 und C(0) € R™ ™ nur Eigenwerte mit Re()\) # 0.
Statt direkt die Zentrumsmannigfaltigkeit bei p = 0 anzusetzen, wird (4.4) durch

p =0, peRF (4.5)
erginzt, damit man die Losungen von (4.4) fiir 4 = 0 auch gleich mitbehandelt.
Theorie von der Zentrumsmannigfaltigkeit liefert:

Bei (2% y* p*) = (0,0,0) hat (4.4) und (4.5) eine n + k—-dim Zentrumsmannigfaltigkeit ¢ (0),
welche sich als Graph y = h(x, i) schreiben ldsst und bei (z% p*) = (0,0) tangential an

E¢ = span{x — Raum, pu — Raum} = R"x {0} x R*

ist.

Zusatz: W¢_ (0) enthilt alle global beschréankten Losungen nahe 0.
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Beispiel 4.4.12 (pitch—fork—Verzweigung; Literatur [GHS83/, Section 3.2)

¥ = pr — 23 = z(p— 2?)
y =y +at (4.6)
=0

mit Gleichgewicht (x* y* 1) = (0,0,0) = 0 € R"T*T™ ynd E°= span {e1,e3} sowie
E"= span {es}.

AN

H

AP NN
)(
Q

X~

i
R
T

Abbildung 4.8: Fluss von ' = px — 23, /=0

Weitere Gleichgewichte (welche alle auf W .(0) liegen) sind:
hd (OaOaMO)a MOER

k(o) o= (£y/Ho, =13, o), 4o >0 (vgl. Abbildung 4.9)

&

Abbildung 4.9: Gleichgewichte von (4.6)
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4.5 Der Satz von Hartman—Grobman

Obwohl wir die invarianten Mannigfaltigkeiten kennen, wissen wir noch nichts iiber die
Orbits ,,dazwischen®.

Frage: Kann man das gesamte Phasenportrait (lokal bei x() von

= f(x), reR" (5.1)
mit Ruhelage xq € R auf das Phasenportrait von

¥ = Ax, (A:= Df(zo) € R™™") (5.2)

abbilden?

Antwort: Ist xy hyperbolisch, geht das immer (Folgerung 4.5.5), falls nicht, geht es nicht ganz,
aber fast (Satz 4.5.3).

Definition 4.5.1 Zwei Diffeomorphismen @;: M; — M;, © = 1,2 heiflen konjugiert, falls es
einen HomGomorphismus h: M; — My ¢ibt, so dass

how, = pyoh auf M.

Der Satz von Hartman—Grobman am hyperbolischen Fixpunkt zq (Folgerung 4.5.5) besagt, dass

(nichtlin) (lin)

P1 = und P2 = ¢
Fluss von (5.1) bei Fluss von (5.2) bei 0

konjugiert sind, d.h. 4 Homéomorphismus h: U — V|, mit xy € U, 0 € V, so dass

ho MM () = o o p(z) = e h(z) Viel = Intervall VazeU. (KONJ)

Definition 4.5.2 Im obigen Fall heifst der Fluss von (5.1) bei xo zum Fluss von (5.2) bei Null
topologisch dquivalent.

Achtung: A héngt nicht von ¢ ab !

Einfaches Beispiel (vgl. Abbildung 4.10):

0 1 1 0
= x ist topologisch dquivalent zu ¢’ = Y
1 0 0 —1



76 KAPITEL 4. GLOBALE THEORIE NICHTLINEARER SYSTEME

N Kac
/4\ oA

Abbildung 4.10: zwei topologisch dquivalente Fliisse

/{\ Xz o gL
L {

Jetzt allgemein: Betrachte (5.1) mit (0.B.d.A.).

-
Df(xo) = A°

A+

d.h. wir kénnen 0.B.d.A. annehmen, (5.1) sei in der Form

x = A° r + g(z), (5.3)
A+

wobei g¢(z) mit ¢(0) =0, Dg(0) =0.

Notation: = = (u,v,w)", g= (g7, 7" 9+)T-

Satz 4.5.3 (verallgemeinerter Hartman—Grobman)

Betrachte das System (5.3), wobei g: R™ — R™ eine C'~Funktion mit g(0) = 0 und Dg(0) = 0
sei. Wir nehmen an, die FEigenwerte von A~, A°, A* haben Realteile < 0, = 0, > 0.

Dann ezistiert eine Umgebung U von 0 und eine Zentrumsmannigfaltigkeit M{, = Sy fir (5.3),

loc
welche Graph einer C*—Funktion sy = (sq , g ) tber E® = E° [insbesondere (sq, sg)(0) = (0,0)]
1st, so dass das Folgende gilt:
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Das System (5.3) ist topologisch dquivalent zum System

v = A"u
v = A% + ¢° (sa(v), v, 33(1})) (5.4)
w' = Atw

d.h. es existiert ein Homéomorphismus | h: U — h(U) | mit h(0) =0, so dass

(i) Falls p: I — U Lésung von (5.3), dann ist h(u(-)) Lésung von (5.4).

(if) Falls v: I — h(U) eine Lésung von (5.4), dann ist k™' (v(+)) eine Losung von (5.3).
Mit anderen Worten: Das Phasenportrait von (5.3) nahe 0 ist das homdomorphe Bild des
Phasenportraits von (5.4) nahe 0 (und umgekehrt).

Literatur: Palmer [Pal75]

Bemerkungen 4.5.4 (i) Man kann zeigen, dass h so gewdhlt werden kann, dass die klassi-
schen fiinf invarianten Mannigfaltigkeiten von (5.3) bijektiv auf die klassischen fiinf
invarianten Unterrdume von 2’ = Df(0)x abgebildet werden, welche auch fir (5.4)
invariant sind!

(i) Selbst falls g eine C*°—Abbildung ist, ist die Abbildung h im Allgemeinen nur stetig!

Folgerung 4.5.5 (Hartman—Grobman)
Sei f: R® — R™ eine C'—Funktion und sei xy ein hyperbolisches Gleichgewicht von

= f(x). (5.5)

Dann ezistiert eine offene Umgebung U von xog und ein Homéomorphismus h: U — h(U) mit
h(zo) =0, so dass vermdge des Homdomorphismus h (5.5) topologisch dquivalent zu

¥ =Df(x) -z (5.6)
ist (vgl. Abbildung 4.11).

Literatur: Perko [Per01], Sektion 2.8

Beispiel 4.5.6 Betrachte das planare System (mit Parametern o, € R)

¥ = —x + By? + 2zy?
, (5.7)

y =axy + 2%y + ay?

Hier ist (z*y*) = (0,0) Ruhelage mit E* = span{e;} und E° = span{es}.
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bhu)

Abbildung 4.11: Hartman—Grobman am hyperbolischen Gleichgewicht

Aufgabe: Diskutiere das Phasenportrait nahe (0,0) fiir o, 5 € R und bestimme die Stabilitét
von (0,0).

Losungen in mehreren Schritten:
e Zentrumsmannigfaltigkeit und Fluss darauf

e Verallgemeinerter Hartman—-Grobman

Bemerkungen 4.5.7 (zur fehlenden Differenzierbarkeit von h)

In der Situation des klassischen Hartman—Grobman Theorems am hyperbolischen Fixpunkt lisst
sich zeigen, dass, falls f eine C?>—Funktion ist, so ist h immerhin C*, falls eine der folgenden

Situationen gegeben ist:
(i) es handelt sich um ein planares Vektorfeld
(ii) samtliche Eigenwerte haben negativen Realteil

(iii) sdmtliche Eigenwerte haben positiven Realteil

(vgl. Chicone [Chi06]).

Aber selbst falls f € C* ist, ist im Allgemeinen h nicht mehr als C*.
(vgl. Perko [Per01], S. 127, Sektion 2.8).



Kapitel 5
Ho6herdimensionale Dynamik und Chaos

Chaos wird fast immer nur fiir diskrete Abbildungen ®: X — X stetig, X vollstdndiger
metrischer Raum definiert, (vgl. diskrete dynamische Systeme, Teil I).

Die Verbindung zu Differentialgleichungen passiert z.B. durch Poincare-Abbildungen.

5.1 Poincaré—Abbildung

Situation (S): betrachte Orbits von
¢ = f(z), reXCR" (1.1)
Seien a und b € X gegeben mit ¢ (a) =b und t*> 0.

e >, C R™ sei transversaler Schnitt durch ¢ mit Normalenvektor v,

(d.h. (va, f(2)) £0 fiir z € za>

e analog: >, C R” sei transversaler Schnitt durch b mit Normalenvektor v,

(ah (v, f(2)) #0 fir v e€x,)

Lemma 5.1.1 Sei f € C*(X), k > 1 in Situation (S).

Dann gibt es ein 6 > 0 und eine Abbildung P: ¥, N Bs(a) — %, die jedem x € ¥, N Bs(a)
den ersten Schnittpunkt des Orbits v*(x) = {@i(x): t > 0} mit Xy, zuordnet. Weiter gibt es eine
Abbildung T7: ¥, N Bs(a) — R, welche die ,,Reisezeit* angibt, die x € ¥, N Bs(a) braucht, um
>y zu erreichen, d.h.

P(z) = pr)(z) € 5y (Poincaré —Abbildung; vgl. Abbildung 5.1).  (1.2)

Dabei sind 7 und P ebenso CF.

79



80 KAPITEL 5. HOHERDIMENSIONALE DYNAMIK UND CHAOS
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Abbildung 5.1: transversale Schnitte

Bemerkung: Die Poincaré -Abbildung wird insbesondere bei periodischen Orbits verwendet.
Dort wahlt man >, = 2.

5.2 Die Shift—Abbildung

Prototyp fiir chaotische Abbildungen nach Devaney (vgl. Definition 1.9.3):
e topologisch transitiv (,,mischend*)
e periodische Orbits dicht

e sensitive Abhéngigkeit von Anfangswerten

Definition 5.2.1 Setze 3, := {0,1}% mit Metrik
1

fiir a = (a;);cq € X2, b= (bi);cq € X2. Die Abbildung

o: ZQ —>22
a — o(a)

mit (0(a)), = aiy1 heift (Links-) Shift—Abbildung auf zwei Symbolen.

Lemma 5.2.2 (elementare Eigenschaften)

(i) X ist vollstindig — (Ubung).
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(i) d(a,b) < — + 2- Z 5 =

=1
a; = by, i=—k,....k = d(a,b) ZQ—Zk

+1
1
d(a,b) < Q_k — a; = bi, ’l:—l{?,,k'

(iii) o: X9 — Yo ist bigektiv (Inverse: Rechts—Shift) und stetig:

d(o(a),o(®) = 3 % (i1 — bio| < 2-d(a,b).

i€z
(iv) periodische Orbits von o sind dicht in .

(v) Es gibt einen Punkt a € Xy, dessen Orbit {0" (@) :ne Z} dicht in X, liegt.

Korollar 5.2.3 Die Shift-Abbildung o: X9 — ¥ ist chaotisch im Sinne von Devaney.

Weiteres Ziel. Nachweis von Chaos fiir (eine Potenz) der Poincaré-Abbildung bei einem
periodischen Orbit durch x € X, d.h. fiir P": ¥, — ¥,. Dazu geniigt es zu zeigen, dass

(EQ,d,O’) in (Ex,anfl,P”°>

einbettbar ist (im Sinne einer Semikonjugation (vgl. Definition 1.1 0.1)).

5.3 Die Hufeisenabbildung und der Satz von Smale—Birkhoff

Definition 5.3.1 (Hufeisenabbildung von Stephen Smale (1963))

»3male’s horseshoe map*“

Sei G: R? — R? bijektiv, G,G™1 € C1(R?* R?), welches das Finheitsquadrat Q = [0, 1]2 wie in
Abbildung 5.2 abbildet. Die genaue Fortsetzung nach R? ist dabei egal.

Also etwa auf Hy :=[0,1] x [0, 3] und Hy :=[0,1] x [%,1] ist

(52,3y) fir ye[0,5] zel0,1]
G(z,y) = (3.1)
(1—2,31~-y) firye [2,1] zeo,1]
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Abbildung 5.2: horseshoe map G; Vy = G(H,) und V; = G(H,)

G ist affin linear auf Hy U H;. Dabei wird () zuerst in x—Richtung gestaucht und in y—Richtung

gestreckt, sowie anschliefend auf sich gefaltet. Damit ist G(Q) N @ = Vy U Vi, wobei
Vo:=1[0,1] x[0,1] und Vi := [2,1] x [0,1]. Ebenso erhilt man G?(Q) (vgl. Abbildung 5.9).
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Abbildung 5.3: Q N G(Q) und Q N G(Q) N G*(Q)

1
QN GQ) N ...N G*Q) enthilt 2F verschiedene vertikale Streifen der Breite 3 Hohe 1.
(3.2)

Analog bekommt man G™': R? - R? d.h. G™H(Q) N Q = Hy U H; (vgl. Abbildung 5.4).
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Abbildung 5.4: Inverse von G; Hy = G~}(Vp) und H; = G~1(V})



5.3. DIE HUFEISENABBILDUNG UND DER SATZ VON SMALE-BIRKHOFF

G72(Q) wird in Abbildung 5.5 dargestellt.
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Abbildung 5.5: Inverse von G; Hy = G~*(Vy) und H; = G~1(V})

Wir setzen
A= GHQ) N QN GQ)
Ay == G2Q) N GTHRQ) N QN GQ)N G*Q),

welche in Abbildung 5.6 dargestellt sind.
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Abbildung 5.6: Ay und A,

Die Menge

A= ] G

j=—o00

ist fiir G|, und G‘j\l invariant und hat eine Cantor-Mengen artige Struktur. Schreiben wir

o0 [e.o]

(r.y) € Q 3-adisch, dh. =3 3. y=> %
k=1 k=1

(x,y) € N <= zp,yx € {0,2} VkeN.

1
N G7%(Q) enthalt 2F horizontale Streifen der Hohe 3 Breite 1.

mit g,y € {0,1,2}. Dann gilt

83

(3.3)

(3.4)
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AuBlerdem gilt

([0 SN D1 = Uk41
<§ + Z Tt o falls y; = 0
Gla,y) = (3.5)
2 2 = D1 oxe= 2 — Ykt £all _ 9
ST > ) fallsy =
\ k=2 k=1

Satz 5.3.2 G: A — A ist zur (Links)-Shift-Abbildung o: Yo — X5 konjugiert vermdége
der Abbildung

¢: A —>22

0 falls G'(z,y) € Hy
(z,y) ¥ (@i);cq mit a; = A i€ L.
1 falls G'(z,y) € Hy
Das heifst,
poG = oco¢ auf A (insbesonder@ ist ¢ bijektiv und stetig) (3.6)

Korollar 5.3.3 Die Hufeisenabbildung G: R* — R? bzw. Gjx: A — A ist chaotisch, also
insbesondere besitzt

o G|a einen dichten Orbit,

e die periodischen Punkte von G| liegen dicht.

Bemerkung 5.3.4 Die hier konstruierte Hufeisenabbildung ist (an den wesentlichen Stellen)
affin linear. Man kann aber zeigen, dass die nachgewiesene komplizierte Dynamik auch bei kleinen
nichtlinearen Storungen tberlebt (vgl. [Per01], S. 412, Theorem 4).

Dies fithrt zum wesentlichen Satz:

Satz 5.3.5 (Smale—Birkhoff)

Sei f: R™ — R™ ein C'-Diffeomorphismus, xo ein hyperbolischer Fizpunkt von f. Weiter mdgen
sich stabile und instabile Mannigfaltigkeiten von xo, W*(xo) und W (xy), in einem Punkt x*# x
transversal schneiden, d.h. x*€ W#(xg) N W*(xo) und die Tangentialrdume bei x*

Tw*(WS(SL’O)) und Tw*(W"(:co)>, spannen R™ auf. (3.7)

Dann gibt es eine Menge A CR™ fur die gilt:
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e A hat Cantor—Mengen—Struktur.

o s gibt ein ng € N, so dass A invariant unter fm und fl%o chaotisch ist.

Beweis: z.B. [Pal8g]

Damit existieren unendlich viele transversale Punkte, welche sich bei zy hidufen. Dies fiithrt zu
einem ,,homoclinic tangle“ (homoklines Durcheinander), bei welchem sich W#(zo) und W*(zo)
bei sich selbst ,,anhédufen®.

oo finic ‘bxha,oé f “36¥)

J W

£)
W) 5 framsonsall
Lw»wc@m‘c fkw(
v G = £
\'\) (*') , 2&)‘5 J,ns
G fgprts }mo‘ o Hovsosllor. - Vorballh.,

Abbildung 5.7: homoclinic tangle mit horseshoe

Eine Iterierte von f fiithrt auf eine nichtlineare Hufeisenabbildung wie man Abbildung 5.7
entnehmen kann.

5.4 Die Melnikov—Methode

Literatur: [Per01] §4.9 und [GHS83] §4.5

Ziel: Voraussetzungen von Smale-Birkhoff (Satz 5.3.5) im Umfeld von ODEs nachweisen;
konkret: finde transversalen Schnittpunkt zwischen stabiler und instabiler
Mannigfaltigkeit eines hyperbolischen Fixpunkts einer Poincaré—Abbildung.
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Voraussetzungen 5.4.1 Wir betrachten

/

= fo(x), z € R? (4.1)
mit

(i) fo: R? - R?, C?*-Funktion

+0,, H
(ii) Hamiltonstruktur, d.h. 3 H: R*> = R mit fo(x) = ( 5 2 o >

(iii) Der durch (4.1) erzeugte Fluss sei global und besitze eine homokline hyperbolische

Ruhelage z* mit dim W*(z*) = 1 = dim W*(2*), also insbesondere einen homoklinen
Orbit.

Beispiel 5.4.2

(4.2)

rh = 1 — 13

hat Hamiltonfunktion H(x1,22) = a3 + 121 — 323 . Der Fluss von (4.2) bewegt sich auf
Hohenlinien von H (vgl. Abbildung 5.8).

A=0|

Abbildung 5.8: Hohenlinien von H

Statt (4.1) untersuchen wir das gestorte nicht autonome System

o = folz) + e- fi(t,z), r € R? (4.3)

mit Parameter € € (—eg, £9) und Losung ¢.(¢; 7,T) zum Anfangswert x(7) = 7.

Dabei gelte
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Voraussetzungen 5.4.3 (i) fi: R x R? — R? sei C3-Funktion.
(i) fi(-,x) sei T-periodisch fir ein T > 0.
(iii) Die Losungen p. von (4.3) existieren global fir alle Zeiten t € R.

Sowohl Voraussetzung 5.4.1, als auch Voraussetzung 5.4.3 seien im Folgenden vorausgesetzt.

Die Zeit—T—Abbildung

Lemma 5.4.4 Fir © € R und fiziertes € € (—eq, ) ist die Zeit-T-Abbildung
P.o: R®—R*, P.o(z) = (0 +T; 0,2)
ein Diffeomorphismus mit
(i) P.o+r =P.o und
(ii) Fir ©g, ©; € R beliebig sind P, und P.g, topologisch C'-konjugiert,

d.h. es existiert ein Diffeomorphismus h: R?* — R? mit P.g,oh=hoPF,g,.

Bemerkung: h(z) = ¢.(01,00,x) tut es mit h=(z) = p.(0p, O1,1).

Folgerung 5.4.5 x* € R? ist hyperbolischer Fizpunkt der ungestérten Zeit-T—-Abbildung
Pyo: R* = R? mit eindimensionaler stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit.

Zur Vereinfachung sei p := (£,0) € (—ep,£9) X R ein zweidimensionaler Parameter

p = (0,0%) (©* fest).

Lemma 5.4.6 Es gibt cine offene Umgebung V C R? von p* und eine glatte Abbildung
T:V = R* mit Z(p*) = x* und «, := T(p) ist hyperbolischer Fizpunkt von P, fir alle

p €V mit 1-dimensionaler stabiler und instabiler Mannigfaltigkeit W; = W* (ZL‘Z) und

Wy =w(z).

Die Distanzfunktion
Wir fixieren ein x € W*(z*) N W*(x*) mit T # 2* und einen fiir (4.1) transversalen Schnitt L
durch (mit L C span{ fo(2)*} + f) wie in Abbildung 5.9.
Definition 5.4.7 Fiir (¢,0) nahe (0,0%) sei
Ag(e) = Schnittpunkt von Wg mit L nahe T

Ag(e) = Schnittpunkt von W2g mit L nahe T
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Abbildung 5.9: Definition von A§(c) und Ag(e)

Ziel: Eine Funktion, die den Abstand zwischen Ag(e) und A (e) misst.

Dazu
Definition 5.4.8 (Dachprodukt)
Zu a,b € R? heifit

a A b = det(a,b) = arby — asb; € R

Dachprodukt von a und b.
Bemerkung:

Definition 5.4.9 Distanzfunktion
AL(O) = fo(z) N [Ad(e) — Ad(e)] € R. (4.5)

Bemerkung: A,(0) ist ein MaB fiir || A§(e) — A (e)|lge-

Satz 5.4.10 Ist ©y € R eine einfache Nullstelle von A, fiir € # 0, so schneiden sich
So, und Wlg  transversal.

Definition 5.4.11 (Melnikov—Funktion)
Sei v*: R — R? der homokline Orbit von (4.1) aus Voraussetzung 5.4.1.

Die Melnikov—Funktion M: R — R zu (4.3) ist dann definiert durch

M(©) = /fo(v*(t—@)) A fi(t, 7y (t—©))dt. (4.6)
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Satz 5.4.12 Die Melnikov—Funktion ist wohldefiniert und es gilt
A.(©) = - M(©) + O(e?) | fiir e nahe 0.

Folgerung 5.4.13 Besitzt die Melnikov—Funktion M eine einfache Nullstelle ©y € R, so schnei-
den sich fiir hinreichend kleine € # 0 die Mannigfaltigkeiten W:g und Wlg transversal fiir alle
O e R.

5.5 Anwendung der Melnikov—Methode auf die Duffing—
Gleichung

Nach Folgerung 5.4.13 ist eine einfache Nullstelle der Melnikov—Funktion hinreichend, um via
Smale-Birkhoff (Satz 5.3.5) fur die Zeit-T—Abbildung von 2’ = fy(z)+¢ fi(t, z) (4.3) chaotisches

Verhalten nachzuweisen.

Beispiel 5.5.1 (periodisch gestorte Duffing Gleichung)

( b ) [ 5 ) = fola) + e Ailt,2) (5.1)

@ T — a3+ E(u cos(t) — 53

mit fo(x) wie in Beispiel 5.4.2 und fir einen Parameter p € R ist

i >—<0 )
e p cos(t) — S,

offenbar T = 2m—periodisch in t. Aufgrund der Hamiltonstruktur des ungestorten Problems weifs
man, dass zwei homokline Orbits von x'= fo(x) ezistieren. Diese sind

I {ﬁ(t) - (ﬁ(t), x;t(t)) = i(\@ sech(t), —v2 sech(t)~tanh(t))}T, (5.2)

wobei sech (t) = 1/ cosh(t) der Secans hyperbolicus und tanh (t) = S0 der Tangens hyperbolicus

cosh(t)
18t.
Die Melnikov—Funktion (z.B. fiir Far) ist dann
(4.6)
m©) [ po(55 (- 0)) A fi (15 (1 ©))
+ b+
= xg (t) - | peos(t+©) — 5 %2 (t) ) dt,

welche fiir pp hinreichend grof$ einfache Nullstellen hat.
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