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Vorwort
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Einleitung

Zur Motivation wollen wir einige Beispiele beschreiben, welche mit funktionalanalytischen Me-
thoden behandelbar sind, nicht aber mit Methoden der klassischen Analysis, welche nur Funk-
tionen

fr G cK"—= K™ (K =R oder C)

studiert.
Problem (i) Variationsrechnung

!

flu) = /[u’(x)}zdx = min mit u(0) = u(r) =0, /[u($)]2dx =1

Minimierungsproblem unter Nebenbedingungen.

Problem (ii) Fourier—Analysis
Entwicklung einer 2r—periodischen Funktion u beziiglich des Orthogonalsystems

{1,cost,sint,cos2t,sin2t,...} = {¢;(t): t € (0,2m), i € N}
mit (@ , @;) 120027 = 0 fiir i # j, in eine Fourier-Reihe u(t) = > «a; ¢4(t).
iEN

Problem (iii) Das Biegemoment eines Triagers kann man durch die , Randwertaufgabe*
(gesucht: u: [0,1] — R)

u’(t) + p(t)u(t) = r(t), u(0) = u(1) =0

beschreiben, welche man in eine , Integralgleichung*

(Tu)(t) = /G(t, s) [r(s) — p(s) u(s)] ds = u(t)

umschreiben kann.

Diese Probleme lassen sich mit der klassischen Analysis nicht mehr behandeln. Deshalb notig:

Funktionalanalysis = Analysis in unendlich—-dimensionalen Rdumen
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Anstelle des K™ werden wir also allgemeinere Rdume betrachten, die aber immer noch folgende
Charakteristika aufweisen:

1. Die lineare Struktur

2. Die topologische Struktur (insbesondere mit Konvergenzbegriff)

In folgenden Bereichen der Anwendungen ist die Funktionalanalysis quasi als ,,Sprache*
unentbehrlich.

1. Anfangs—, Randwertaufgaben und Eigenwertaufgaben bei gewchnlichen und
partiellen Differentialgleichungen.

2. Quantenmechanik (angewandte Hilbertraum-Theorie)

Numerik

W

Steuerungsprobleme und Variationsaufgaben

5. Optimierungstheorie (Konvexitéit, Dualitéit)
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Kapitel 1

Lineare Strukturen

1.1 Der lineare Raum

Sei entweder K = R oder K = C.
Definition 1.1.1 FEine Menge X # () mit zwei Abbildungen
A XXX =X, (vy) — 24y (Addition)
O Kx X =X, (ayx) = a-x=ax (Skalare Multiplikation)

”

heifit linearer Raum oder Vektorraum tber K, falls gilt:

(V1) X ist beziiglich ,+“ abelsche Gruppe
(V2) Fir alle o, 8 € K und x,y € X gilt:
(a+B)x = ar + Br, alzx+y) = ax + ay,
a(fzr) = (af)x, l-z =x.

Bemerkungen:
(a) Eine Teilmenge Y C X ist bereits dann linearer Raum, falls aus a,, 8 € K, x,y € Y, stets

axr + Py € Y folgt. Y heiBit linearer Teilraum (oder linearer Unterraum).

(b) Zu jeder Teilmenge M C X bildet die Menge aller Linearkombinationen von je
E N D L I C H vielen Elementen einen linearen Teilraum von X, die lineare Hiille
oder der Aufspann von M (Schreibweise: span(M)).

(¢) M := {xz},cp C X heifit Hamel-Basis von X, falls {z,},., linear unabhéngig
sind und span(M) = X.

(d) Besitzt X eine Basis von n < oo Elementen, so heifit n die Dimension von X
(dim X = n); andernfalls heit X unendlich—dimensional (dim X = o0).
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2 KAPITEL 1. LINEARE STRUKTUREN

(e) Summe zweier linearer Teilrdume X, X, C X:

X1 + X2 = {Oél'l + 51’2

a,feK, x e Xy, xgeXQ} (1.1.1)

Falls zusétzlich X; N Xy = {0} gilt, schreiben wir statt fiir X; + X5 auch X; & Xs.

(f) Quotientenraum X/Y mit einem linearen Teilraum Y von X:

X/Y = X/. beziglich der Aquivalenzrelation xy ~ 2o <= 1 — 23 €Y

Satz 1.1.2 (Existenz einer Hamel-Basis) Jeder lineare Raum besitzt eine (Hamel)-Basis.

Satz 1.1.3 (Basisergédnzungssatz) Sei M C X linear unabhingige Menge. Dann besitzt X
eine Basis B mit M C B.



1.2. BEISPIELE 3
1.2 Beispiele

1. R™ linearer Raum tiber R
C" linearer Raum tiiber C

2. Sei [a,b] C R.
Cla,b] = {m: [a,b] — K, z ist stetig auf [a,b]}
dim Cla,b] = oo

3. (Folgenridume)
7 {.7: = G)pen > Sn €K, X 1GI7 < oo} fir 0 < p < oo ist linearer Raum.
-1

M = {e;};ey C € mit e; = (0,0,...,0,1,0,...)

T
i—te Stelle

sind linear unabhéngig, aber das ist keine Basis!
Ebenso: > = {x = (&n)pen » & €K, sup |&,] < oo} ist linearer Raum.

neN

Unterraume von £°°;
c = 92 = (&)nen » 7}1320 &n existiert}

o = {r = . Jm & = 0]

4. (Lebesgue—integrierbare Funktionen)
(a,b) C R, wobei —co < a <b<o0,0<p< o0

b
LP(a,b) = < x: (a,b) > R, x ist meBbar, /|a:(t)|p dt < oo
ist linearer Raum mit dim £?(a,b) = oo. Ebenso LF(a,b) := LF(a,b)/N, wobei

N = {f: (a,b) =R, f =0 fast iiberall} . (1.2.1)
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1.3 Lineare Abbildungen

Definition 1.3.1 Secien X,Y lineare Rdaume tiber K.

A: X — Y heifit linear, falls A(axy + Sre) = aAxy + [ Axy fir alle x1,29 € X
fiir alle o, 5 € K.

A: X — K linear heifit lineares Funktional. Fir A linear heifit

R(A) = im(A) = A(X) C Y, der Bildraum/Range von A
und
N(A) = ker(A) == A71(0) ¢ X der Kern/Nucleus von A.
Bemerkungen:

1. M C X linearer Unterraum = A(M) C Y ist wieder ein linearer Unterraum mit
dim A(M) < dim M.

2. A injektiv <= N(A) = {0}.
3. Falls dim X = dimY = n < oo = (A injektiv <= A surjektiv)

Fir A: X — Y gilt

4. A ist linear und bijektiv <= es existiert eine lineare Umkehrabbildung A=1: ¥ — X.

5. a) Falls so ein A: X — Y linear und bijektiv existiert, sind X und Y (nach Definition)
linear isomorph.

b) Nur falls dim X = dimY < oo sind X und Y auch topologisch isomorph
(spater !).

Beispiele:

1. X = {z: [a,b] = R, z,&,7 stetig auf [a,b], z(a) = @(a) = 0}, a < bist
linearer Raum.
Y = Cla,b]
A: X =Y, ag,a; € Cla,b]
(Az)(t) = @(t) + a1 (t)(t) + aolt)x(t)

ist linear und bijektiv.



1.3. LINEARE ABBILDUNGEN

2. (linearer Integraloperator) X =Y = Cla,b

b

(Az)(t) = / k(t,s) - 2(s) ds |

a

wobei k: [a,b] X [a,b] — R eine vorgegebene stetige Funktion ist oder

(Axz) (8) = () — (Ax)(t) ,
wobei A € R ein Parameter ist, sind lineare Abbildungen von X nach Y.
Ar =y (gegeben y € Y, gesucht z € X)

oder

Ay =0 (gesucht: A € R und nichttriviale Losungen = # 0)

heiflen Integralgleichungen 1. und 2. Art.

3. (Shift—Operator) X = 2, A: X - X, z = (&)

neN -

Axr = (0,51,62,53,...)662

ist auch linear. A ist injektiv, aber nicht surjektiv.
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1.4 Duale Riaume

A: X — K sei lineares Funktional, X linearer Raum. Wir verwenden ein neues Symbol:
¥ X > K.

Schreibweise: 2/(z) =: <2/,x > € K

Wir setzen X/ := {x’
Man erhalt

z' + X — K ist lineares Funktional} . X7 ist selber ein linearer Raum.

<o, ->0 X X X7 —» K ist bilinear .

Definition 1.4.1 X/ heifit der algebraisch duale Raum zu X

X/ = (X)) heift der biduale Raum .

Beispiele fiir Elemente in X7/ liefert die ,,kanonische“ Abbildung

J: X — X/

z — 2’

definiert durch < 2", 2’ > :=< 2/, x > fiir alle 2’ € X7.

Definition 1.4.2 Der lineare Raum X heifst algebraisch reflexiv, falls J bijektiv ist
(und damit X linear isomorph zu X'7 ist).

Bemerkung 1.4.3 X ist algebraisch refleriv <= dim X < oo.

Im Falle dim X = n < oo lésst sich leicht eine duale Basis angeben:
Sei {x1,...,2,} Basis in X. Dann wird durch

<@y, T >i= O
und lineare Fortsetzung auf ganz X die Menge {z/,..., z/,} C X7 erklirt. Es gilt

Satz 1.4.4 Falls dim X = n < oo, bilden {x},..., 2/} eine Basis in X7, die sogenannte
duale Basis zu {x1,..., v,} C X.

Im Falle dim X = oo ist X/ ,wesentlich gréfier®. Man wihlt deshalb als (neue Definition)
des Dualraums

X linearer Raum, X' := {2/: X — K, 2’ linear und stetig} c X7 .

Um von Stetigkeit reden zu kénnen, miissen wir aber zuerst Topologien einfiihren.



Kapitel 2

Topologische Strukturen

2.1 Topologische Riaume

Definition 2.1.1 Sei X eine Menge und 7 C 2% eine Menge von Teilmengen von X .
7 heifit Topologie auf X, falls gilt:

(T1)) Der, Xer

(T2) ( U O) €t furalle T C T (beliebige Vereinigungen)
Oer’
(T3) Oy N Oy €T firale O;,0,€T (endliche Schritte)

(X, 7) heifit dann topologischer Raum. Die Elemente von T heiffen offene Mengen.

Triviale Beispiele:

1. 7 = 2% ,diskrete Topologie®

2. 7 = {0,X}: indiskrete Topologie*

Definition 2.1.2 (a) Sei M C X und (X, 1) topologischer Raum. M heifit abgeschlossen
<~ X\ Mer.

(b) U C X heifit Umgebung von xq, falls xo € U und U € 7.
(c) =z heifit innerer Punkt von M, falls v € V C M fir ein V € 7.

(d) zo € X heifst Hiufungspunkt von M, falls jede Umgebung von xq ein
y € M\ {xzo} enthdlt.
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(e) Das Innere von M ist definiert als int(M) = M = U oO.

Ooffen
oCcM

(f) Der Abschluf3 von M ist definiert als M == ) C.

(g) M heifit kompakt, falls jede offene Uberdeckung von M eine endliche
Teiliiberdeckung besitzt.

(h) M heifit dicht in X, falls X = M.

(i) M heifit nirgends dicht in X, falls int(M) = 0.

Bemerkungen 2.1.3 FEs gilt:
(a) MC M c M
(b) M= Menge der inneren Punkte von M
(c) M = M U Menge der Haufungspunkte von M
(d) M ist abgeschlossen <= M = M

Definition 2.1.4 (Hausdorffraum)

Gilt im topologischen Raum (X, T) zusdtzlich das
Trennungsaxiom: Je zwei verschiedene Punkte von X besitzen disjunkte Umgebungen ,

so heifst (X, ) Hausdorffraum.

Beispiel: (Topologie der endlichen Komplemente)

Sei X =R™, 7 = {M | X\ M ist eine endliche Menge}U{0}. (X, 7) erfiillt das Trennungsaxiom
nicht. M = Z" hat jeden Punkt in X als Haufungspunkt, damit ist M dicht in (X, 7). Jede
endliche Menge hat gar keinen Haufungspunkt und ist nirgends dicht in (X, 7).

Konvergenz und Stetigkeit

Definition 2.1.5 FEine Folge (x,), .y C X heifit konvergent gegen xo € X

<Sch7‘eibweise: Ty — xo (N — 00) oder lim z, = x()), falls zu jeder Umgebung U
n—oQ

von xo ein ng € N existiert mit x, € U fiir alle n > ny.

Ist (X, 7) ein Hausdorffraum, dann ist der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig.
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Definition 2.1.6 2y € X heifft Haufungspunkt der Folge (x,,), .y, falls jede Umgebung
von xo unendlich viele Folgenglieder enthdlt.

Definition 2.1.7 Seien (X, 7x), (Y, 7y) topologische Riume.

(a) Eine Abbildung f: X — Y heifst stetig in xo € X, falls es zu jeder Umgebung V' von
f(zo) eine Umgebung U von xy gibt mit f(U) C V.

(b) f: X =Y heifit stetig (auf X ), falls das Urbild jeder in'Y offenen Menge in X offen
1st, d.h.
OGTY - f_l(O) € Tx -

Definition 2.1.8 Ist f: X — Y bijektiv und stetig und f~':Y — X auch stetig, so heif$t f
Homdéomorphismus, X undY heiffen homdomorph, falls ein Homdéomorphismus existiert.

Definition 2.1.9 (a) Eine Familie 7" C 7 heifst Basis der Topologie in (X, T), falls jedes
Element von 7 eine Vereinigung von Elementen aus T’ ist.

(b) FEine Familie 7, von Umgebungen eines Punktes © € X heifst Umgebungsbasis am
Punkt x, falls jede Umgebung von x ein Element von -, enthdlt.

Definition 2.1.10 (Relativtopologie oder Spurtopologie)

Jede Teilmenge M eines topologischen Raumes (X, T) lisst sich in natirlicher Weise zu einem
topologischen Raum machen: Mit

7 ={MnV,Ver}

wird (M, 7") zum topologischen Raum.

Definition 2.1.11 Seien zwei Topologien 11 und 1o auf X gegeben. Wir sagen T st feiner
als 1o (T2 ist gréber als 1), falls T D 1. Ist 71 = T, so heiffen die Topologien gleich.

Es gilt:
1 C Ty <= firallex € X gilt:

Jede 7—-Umgebung von x enthélt eine 75 ~Umgebung von x

< fiir alle z € X gilt:

Jedes Element einer 73-Umgebungsbasis von = enthélt ein
Element einer 7,—Umgebungsbasis von x .

Definition 2.1.12 (Produkttopologie)

Seien (X, 7x) und (Y, 1y) topologische Riume. Dann ist die Familie von Mengen

{ox x 0,

O, € Tx, OyGTy} c 2XxY

eine Basis einer Topologie Txxy tm kartesischen Produkt X x Y .
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2.2 Metrische Raume

Definition 2.2.1 Sei X # 0 eine Menge. Eine Abbildung d: X x X — R§ heifst Abstand
oder Metrik, falls fir alle x,y,z € X gilt:

(M1) d(z,y) =0 <= z =y (Definitheit)
(M2) d(z,y) = d(y,x) (Symmetrie)
(M3) d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (Dreiecksungleichung)

(X,d) heifit metrischer Raum.

Definition 2.2.2 (a) Die Menge B.(z) :={y € X| d(xz,y) <r} heifit offene Kugel
mit Mittelpunkt x € X und Radius r > 0.

(b) B.(z) := {y €eX ’ d(z,y) < r} heifst abgeschlossene Kugel.

(c) M C X heifit offene Menge, falls zu jedem xy € M eine Kugel B.(x¢) C M mit e > 0
existiert. Ferner seien ) und X offen.

Satz 2.2.3 Sei (X,d) ein metrischer Raum. Dann ist durch das System der offenen Mengen
gemdfS obiger Definition eine Topologie T4 auf X erzeugt. Diese sogenannte von der Metrik
induzierte Topologie 1, erfillt das Trennungsaziom, d.h. (X, 14) ist ein Hausdor{fraum.

Vorsicht: Im Allgemeinen sind B, (z) und B,(x) nicht gleich, es gilt aber immer
B.(z) C B,(x).

Eigenschaften metrischer Ridume:

1. Jeder Punkt x € X besitzt eine abziahlbare Umgebungsbasis {B;(x) , nE N}

2. lim 2z, =2z < lim d(z,z,) = 0inR
n—oo n— o0
3. Zu jedem Haufungspunkt z*€ X einer Menge M C X existiert eine Folge (z,), .y C M
mit lim x, = x*.
n—oo
A C X ist folgenabgeschlossen, d.h.

4. A C X ist abgeschlossen <= fiir alle Folgen (2),, ¢y C A gilt :

lim 2, = 2*e X = z*c A

k— o0

5. x ist innerer Punkt von M C X genau dann, wenn ein € > 0 existiert mit B.(z¢) C M
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6. M ist nirgends dicht in X(int (M) = (7)) <= Zu jeder Kugel B.(zg), z0 € X, e > 0
existiert eine Kugel Bs(z1) C B.(xg) mit § > 0 und Bs(xy) N M = ()

7. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Rdume, f: X — Y. Dann gilt:
(a) (e—9d-Kriterium)
f ist stetig in 2y <= fiir allee >0 34 > 0 so dass fiir alle z € X gilt:

[dx(a:,:co) <6 = dy (f(z), f(zo)) <el.

(b) (Folgenstetigkeit von f)
[ ist stetig in zy <= fiir alle Folgen (z,),cy C X mit

lim z, =z gilt lim f(z,) = f(xo).
n—oQ

n—oo

8. Metrik im Produktraum. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume. Dann ist auch
(X XY, dy«y) ein metrischer Raum, vermoge

dx « vy ((;Bl,yl), (xQ,y2)> = \/d?x(asl,:vz) + d%(y1,y2) (euklidische Metrik) .

9. Homoomorphismen f: X — Y (X,Y metrische Rdume), welche die Metrik respektieren,
(d.h. dx(z1,29) = dy(f(x1), f(zo)) fiir alle z;, 25 € X) heilen Isometrien.

Satz 2.2.4 Im metrischen Raum (X, d) sind dquivalent:
(a) K C X ist kompakt (iiberdeckungskompakt)

(b) Jede Folge in K besitzt mindestens einen Héiufungspunkt in K
(abzdhlbar kompakt)

(c) Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in K
(folgenkompakt)

Bemerkung 2.2.5 Der Satz gilt so im allgemeinen Hausdorffraum nicht. Fir (b) = (a)
bendtigt man zusdtzlich das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom (Existenz einer abzihlbaren Basis der
Topologie) und fir (b) = (¢) das 1. Abzdhlbarkeitsaxiom (Ezistenz von abzihlbaren Um-
gebungsbasen) (vgl. Schubert [Sch75] 1. §7.4 Satz 3 und 1).
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2.3 Vollstindigkeit im metrischen Raum. Der Satz von
Baire.

Definition 2.3.1 Eine Folge (v,),.y C X in (X,d) heifft Cauchy—Folge, falls zu jedem
e >0 ein N = N(e) existiert mit d(x,, T,,) < € fiir alle n,m > N.

Lemma 2.3.2 Jede konvergente Folge (x,,), oy C X in (X, d) ist auch Cauchy—Folge.

Definition 2.3.3 Der metrische Raum (X, d) heifit vollstdndig, falls jede Cauchy—Folge einen
Grenzwert xo € X hat.

Nicht jeder metrische Raum ist vollstéandig, er hat aber stets eine vollstdndige Erweiterung.

Satz 2.3.4 Jeder metrische Raum (X,d) ldsst sich in einen bis auf Isometrie eindeutig be-
stimmten, kleinsten vollstdndigen metrischen Raum (X’ , cZ) (die sogenannte vollstindige Hiille

von X ) einbetten.
Beweisidee: Zwei Cauchyfolgen (z,), .y und (y,),cy seien dquivalent <= d(z,, yn) —

0, n — oo. Diese Aquivalenzrelation fithrt auf Klassen [(;)nen], fiir welche (z,), oy ein
Representant ist. Setzt man

X = {[(xn)neN} ‘ (#n),cy ist Cauchy-Folge in (X, d)}

und

d([(xn)neN] ) [(yn)neN]> = nhj{.lo d(l'?m yn)
ist (X, J) vollstdndiger metrischer Raum, welcher die Elemente z € X vermoge
x [ } als konstante Folgen enthélt.

Satz 2.3.5 (Schachtelsatz)

Sei (X, d) vollstindiger metrischer Raum, und seien (), .y C X und (1), oy C (0,00)
Folgen mit

By, (Tny1) C B_rn(.fcn) und lim r, = 0.

n—o0

Dann gibt es genau ein xg € (| By, ().
n=1
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Definition 2.3.6 Fine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) heifit von 1. Katego-
rie (oder mager), falls sie Vereinigung abzihlbar vieler in X nirgends dichter Mengen ist.
Andernfalls heifsit M von 2. Kategorie.

Der folgende Satz wird beim Beweis fundamentaler Sétze benétigt (z.B. Prinzip der gleichmé&Bi-
gen Beschrianktheit oder Open Mapping Theorem).

Satz 2.3.7 (Satz von Baire)

Jede nichtleere offene Menge eines vollstandigen metrischen Raumes (X, d) ist von 2. Kategorie.
Insbesondere ist X selbst von 2. Kategorie.
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KAPITEL 2. TOPOLOGISCHE STRUKTUREN



Kapitel 3

Topologische lineare Riume

Erklértes Ziel wird es sein, die beiden Strukturen ,, Topologie* und ,linearer Raum® zusammen-
zufiihren.

Definition 3.0.1 FEin linearer Raum X idiber dem Korper K = R oder C mit Topologie T heifst

topologischer linearer Raum, falls die Vektorraum—Operationen
(,+“ X X X=X und ,-“Kx X —X)

stetig sind.

3.1 Normierte Riume

Definition 3.1.1 Sei X ein linearer Raum tber K. Die Abbildung || - || : X — [0,00) heifst
Norm auf X, falls fiir alle x,y € X, a € K gilt:

(N1) ||z|| =0 <= 2 =0 (Definitheit)

(N2) |az| = |af- ||| (Homogenitit)

(N3) ||z + yl| < |zl + |yl (Dreiecksungleichung)
(X, || - 1]) heift normierter Raum.

Bemerkung 3.1.2

(a) Durchd(z,y) = ||z —yl|| wird X zum metrischen und somit zum topologischen Raum. Die
so induzierte (natiirliche) Topologie auf (X, || - ||) wollen wir Normtopologie nennen.

(b) Im normierten Raum (X, || - ||) gilt die untere Dreiecksungleichung

el = gl | < o +yll fir attea,y € X (3.1.1)

15



16 KAPITEL 3. TOPOLOGISCHE LINEARE RAUME
(c) (Konvergenz in (X, || - ||)>
Fiir (z,),,en C X gill:

T, — 2" (n—0o0) (inX) <= |z,—2"|| — (n—o0) (inR)

Beispiele 3.1.3

=1

n 1/1’
1. R™ und C* sind mit ||z||, = (Z ]xi\p) , 1 < p < oo,

normierte Raume. D.h. R™ C™ tragen tberzdhlbar viele Normen.

2. Cla,b] mit ||z|e = m[a}bc] |z(t)| ist normierter Raum.
tcla,

3. C(Q) mit ||z|ls := max |x(t)| ist normierter Raum (fiir Q@ C R™ beschrdnkt).
teQ

1/p
4. LP(Q) = LP(Q) /N (Q offen, N von (1.2.1)) ist mit ||z]|, := (f]x(t)]p dt>
Q
normierter Raum, 1 < p < oo (vgl. Section .

0 1/p
5. 7 mit ||z|, = (Z |xi|p> ist normierter Raum, 1 < p < oo.
i=1
Lemma 3.1.4 Sei (X, || -||) normierter Raum. Dann sind die Abbildungen
(,y) — = +y, (,x) — ax und z —> ||| stetig .

Korollar 3.1.5 Jeder normierte Raum versehen mit der Normtopologie ist ein topologischer
linearer Raum.
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3.2 Topologische lineare Riaume

Nach Definition 3.0.1 miissen in topologischen linearen Rdumen die Vektorraum-Operationen
s: X XX = X, (v,y) = x4y und
m: Kx X = X, (o,z) » a-x
stetig sein. Fiir Mengen M, My, My C X und A C K setzen wir
My + My := s(My,Ms) = {z=z+y|z € M, ye M}
A-M:= mAM)={z=a-z|lacA, zeM}.

Lemma 3.2.1 Hat der topologische Raum (X, T) auch eine lineare Struktur, so gilt:

Die Addition s ist stetig <= Fiir beliebiges x,y € X gilt: Zu jeder Umgebung Oy € T
von x +y existieren Umgebungen O, € T von x und O, € T
von y mit Oy + Oy C Ogqy .

Lemma 3.2.2 Fir (X, 1) mit linearer Struktur gilt:
Die skalare Multiplikation m ist stetig

<= Flir beliebiges o € K und v € X gilt:
Zu jeder Umgebung Oy, € T von ax existiert eine Umgebung

O, € 7 von x und es existiert ein r > 0, so dass

-0y C Ony fiiralle f mit |f—al <r.

Korollar 3.2.3 Im topologischen linearen Raum (X, T) gilt fir x € X beliebig:

B > 0imK (n—o00) = [ —0inX (n—o0)

Zu xy € X fest definieren wir den Translationsoperator

T,: X — X
r —— T+ X

und zu oy € K* := K\ {0} den Multiplikationsoperator

My : X — X
T — Qoo
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Lemma 3.2.4 Ist X topologischer linearer Raum, dann sind sowohl die Translationsoperato-
ren, als auch die Multiplikationsoperatoren Homdéomorphismen auf X .

Insbesondere gilt:

O € 71 ist Umgebung von zy <= —x¢ + O € 7 ist Umgebung von Null

Korollar 3.2.5 (Invarianzprinzip)

Im topologischen linearen Raum (X, ) ist die Topologie bereits durch die (offenen) Umgebungen
von 0 € X bestimmt. Alle anderen offenen Mengen entstehen durch Translation (O ist offen <
xo + O ist offen)

Im Folgenden wollen wir metrische R&ume mit linearer Struktur betrachten.
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3.3 Metrische lineare Rdume und quasi—normierte Riume

Definition 3.3.1 Eine Metrik d: X x X — R auf dem linearen Raum X heifst
translationsinvariant, falls gilt:

dz,y) = dlx+z, y+2) firale z,y,z€ X

(dquivalent: d(x,y) = d(z —y,0) fir alle z,y € X)

Definition 3.3.2 Ein metrischer Raum (X,d) mit linearer Struktur und translationsinvari-
anter Metrik d heifst metrischer linearer Raum, falls die Vektorraum-—Operationen stetig
sind.

Lemma 3.3.3 Im metrischen Raum (X,d) mit linearer Struktur und translationsinvarianter
Metrik d ist die Addition immer stetig.

te(a,b)
Metrik, aber die skalare Multiplikation ist nicht stetig.

Beispiel: X = C(a,b) mit d(z,y) = min< 1, sup |z(t) — y(t)|} ist translationsinvariante

Lemma 3.3.4 Sei (X,d) metrischer Raum mit linearer Struktur und mit einer translations-
wvarianten Metrik. Dann ist X mit der von d erzeugten Topologie ein metrischer linea-
rer Raum genau dann, wenn fir alle o € K, x € X und beliebige Nullfolgen (), C
X, () ,en C K gilt:

(a) ax, — 0
(b) acpz — 0 (n — o0)

(c) apz, — 0

Definition 3.3.5 FEine Abbildung | -|: X — [0,00) heifft Quasi—Norm auf dem linearen
Raum X, falls gult:

(Q1) |x| >0 fir alle x € X, (\:c| =0 << z = 0) (positiv definit)

(Q2) | — x| = |z| firalle v € X

(Q3) |x+y| < |z| + |y| firalle z,y e X (Dreiecksungleichung)

(Q4) |lax,) =0 fir n— oo und a €K, falls |v,| =0 fir n— oo
(Q5) |a,x| =0 fiir n— o0 und x € X, falls |ay|g — 0 fir n— oo

(Q6) |an,x,| — 0 fir n— oo, falls |aplk = 0 und |z,| =0 fir n— oo

(X, |]) heift quasi-normierter Raum.
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Bemerkung 3.3.6 Jeder normierte Raum ist auch ein quasi-normierter Raum (|-|:=|-||).

Satz 3.3.7 (a) Ist || eine Quasi—-Norm auf X, so wird durch d(z,y) := |z — y| eine

translationsinvariante Metrik definiert, welche X zum metrischen linearen Raum macht.

(b) Ist (X,d) ein metrischer linearer Raum mit translationsinvarianter Metrik d, so ist
(X, |-]) mit || := d(z,0) ein quasi-normierter Raum.

Fazit: Metrischer linearer Raum = Quasi-—normierter Raum.

Zusammenfassung: topologische lineare Rdume

4 )

topologischer Raum topologischer linearer Raum

( A linearer Raum
Hausdorff-Raum

r ™\

} 4 3
metrischer Raum,

Topologie liber

Metrik oder. )
quasi-normierter Raum

E normierter Raum j

. o

metrischer linearer Raum

Abbildung 3.1: topologische und lineare Strukturen

Spezielle, fiir die Anwendung sehr wichtige, metrische lineare Rdume werden von Semi—Normen
erzeugt.

Definition 3.3.8 Fine Abbildung p: X — R heifst Semi—Norm oder Halb—Norm, falls gilt:

(S1) p(z) > 0 (ohne Definitheit, nur positiv)
(S2) plaz) = |of - p(x) (Homogenitit)
(S3) p(z+y) < p(x) + ply) (Dreiecksungleichung)

(X,p) heifit semi—normierter Raum.

Beispiel: £P(Q) mit p > 1.
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Bemerkung 3.3.9 Jeder semi-normierte Raum (X, p) erzeugt einen normierten Raum (X/N,p),
wobei N ={z € X | p(x) =0} Unterraum von X ist.

Satz 3.3.10 Es seien p, : X — R, n € N, abzdhlbar viele Semi—Normen auf einem
linearen Raum X mit der Eigenschaft

pa(z) =0 firale neN = z = 0. (3.3.1)

Dann ist

dizy) = > 27 Dol — ) (3.3.2)

2 T )
eine translationsinvariante Metrik auf X, welche X zum metrischen linearen Raum macht.

Bemerkung 3.3.11 p,: X — R sind auf dem oben definierten Raum (X, d) stetig.

Satz 3.3.12 Sei (X,d) der im Satz|3.3.10 gegebene metrische lineare Raum. Dann bilden die
Mengen

U@m%):{xeX}m@ﬁ<%},%>0, (3.3.3)

und deren endliche Durchschnitte einer Umgebungsbasis von 0 € X der von d erzeugten
Topologie T4.

Bemerkung: Nach dem Invarianzprinzip ist damit von den U (py,, £,,) bereits die ganze
Topologie 74 bestimmt.

Bemerkung 3.3.13 Die Mengen U (pn,e,) (und deren endliche Schnitte) sind konvex, d.h.
z,y € U(pn,en) , € (0,1) = ax+ (1 —a)y € U(pn,en). Damit hat der im Satz|3.3.10
gewonnene metrische lineare Raum (X, d) die Eigenschaft

0 € X besitzt eine Umgebungsbasis, deren Elemente alle konvex sind (3.3.4)

Definition 3.3.14 Ein topologischer linearer Raum (X, T) mit der Figenschaft heifst
lokal-konvex.

Es gilt:
Satz 3.3.15 Sei X ein linearer Raum mit Semi-Normen p;, i € I (= beliebige Indexmenge)
und der Figenschaft

pi(z) =0 firale iel = x = 0. (3.3.5)

Dann sind die Mengen
Upie:) = {x € X | pi(a) <ei}, e >0, i€l

und deren endliche Schnitte eine konvexe Umgebungsbasis von 0 € X. Die dadurch gewonnene
Topologie T macht (X, T) zum lokal-konvexen Hausdorffraum.
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3.4 Beispiele

Definition 3.4.1 (a) Ein metrischer linearer Raum (X,d), der vollstindig ist, heifit
Fréchetraum.

(b) FEin normierter Raum (X, | -||), der vollstindig ist, heifft Banachraum.

1. Die Folgen—Raume ?

o 1/p
?, 1 <p < oo, sind normierte Réume mit ||z, = (Z ]a:n]p)
n=1

> ist normierter Raum mit ||z]|. = sup |z,]
neN
0 <p<1, sindquasinormierte Réume mit |z|, == > |2,/
n=1
Bemerkung 3.4.2 Fir0<p<q < -+oo gilt f? C {1 C (>.
Satz 3.4.3 Flir
1 <p<oo sind (¢, -p) Banachrdiume
und fiir
0<p<1l sind () Fréchetrdume.
2. Der Folgen—Raum K> =8 = {:1: = (()nen » &n € K}
o pu(x) = [€], pn: S — R ist eine abzéhlbare Familie von Semi-Normen auf S mit

der Eigenschaft (3.3.1)).
e (S,d) ist mit

do.y) = ds(ay) = 3 27 P2 =)

— 1 + pu(z —y)

ein metrischer linearer Raum. Der Konvergenzbegriff entspricht der ,, komponentenweisen
Konvergenz“, d.h. fiir x; = (55)7161\] e S gilt:

zy — 0 (k—o00)inS <= d(zr,0) — 0 (k— )

— & — 0 (k— o) fiir alle n € N.

Ubung: S ist vollstindig, also ist (S, ds) ein Fréchetraum.
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Lemma 3.4.4 In (S,ds) gilt:

(b) Betrachte den linearen Unterraum My, = {z = (&), cn | &=0,1=1,...,n0} .
Dann gilt: Fir alle r >0 3 ng=ne(r) € N mit M,, C B,(0).

Damit sieht man leicht, dass die Topologie in (S, ds) nicht von einer Norm || - || erzeugt
sein kann.

3. Rdume beschrinkter Funktionen
Sei S eine beliebige Menge und B(S) := {f: S — K, f(S) ist beschriankt}. Dann wird B(S)

mit
|7y = sup | 762)

ein Banachraum.

4. Raume stetiger Funktionen

(A) Sei K C R™ kompakt. Dann ist
C(K) = CUK) = {f K — K, f ist stetig auf K}

ein normierter Raum mit HfHC(K) = HfHOO = max |f(t)‘ < 00.

Eigenschaften: C(K) C B(K) und f € C(K) ist gleichméBig stetig

Lemma 3.4.5 C(K) ist abgeschlossener Unterraum von (B(K), | - |lpw)) und somit ein
Banachraum.

Das heift, die Stetigkeit der Folgenglieder einer Folge (fi),cny C C(K) vererbt sich bei Kon-
vergenz auf die Grenzfunktion. Konvergenz in (C(K), | - [|«) ist ,gleichméBig auf K“. Wegen
dieser Eigenschaft ist die Maximum—Norm || - ||, die natiirliche Norm auf C'(K).

(B) Sei © C R™ offen (auch unbeschriankt) und

cQ) = {f:Q—)K, f ist stetig aqu}.
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Konstruktion einer Topologie iiber Semi—Normen:

Definition 3.4.6 FEs sei (K,,),, oy ¢ine Ausschépfung von Q0 mit kompakten Mengen K., C
Q, d.h. es gelte

Q = U Km, KmCKm+1,

meN (341)
KcQ kompakt — K CK,, firemn meN.

Dann ist C'(2) mit der Metrik

Hf_ch(K )
d f, =d f, = 2" .
(1) = dew(l.9) = D, 7" e

ein Fréchetraum (Wil‘ verwenden die Semi-Normen p,,(f) = || f|| oK )).

Konvergenz in C(£2) entspricht der gleichméfiigen Konvergenz auf jedem Kompaktum K C 2
Ad(fe, f) =0 (k—00) <= pu(f —f) =0 (k— ) fir alle m e N
— fr—f (k— o) inC(K,) firale meN.

Insbesondere {iibertréagt sich die Stetigkeit der Folgenelemente f; einer konvergenten Folge

(fr)gen C C(2) auf die Grenzfunktion.

5. Riaume differenzierbaren Funktionen

(A) Sei K C R™ kompakt, ¢ € Ny.
CYK) = {f: K - R, D°f existiert und ist stetig fiir |a| < ¢}, wobei
a = (ai,...,a,) € Nj ein Multi-Index ist mit

olel f
D* K —R
|Of| Z al ) f 8%11 ) aan -

CY(K) ist ein Banachraum mit der Norm

[T —— (max D f(a )\) = max 107l

o] <2 TeK la| < ¢

Konvergenz in C*(K): gleichmiiflige Konvergenz aller partiellen Ableitungen bis zur
Ordnung ¢ auf ganz K.



3.4. BEISPIELE 25

(B) Sei @ C R” offen, ¢ € N fest.
CHQ) = {f Q — R, D*f existiert und ist stetig fiir |o| < €} ist Fréchetraum mit der
Metrik

d(f,g) = dC£(Q)<fvg) = Z_:l 2—m %, wobel

(Km wie in (3.4.1 )

Pme(f) = max HDO‘f

la| <t ‘C(Km)
eine abzdhlbare Familie von Semi—Normen ist mit der Eigenschaft

Pme(f) =0 firalle meN — f =0eCQ)

Konvergenz in C(Q): gleichmiifiige Konvergenz aller partiellen Ableitungen bis zur
Ordnung ¢ auf jedem Kompaktum K C €.

(C) Unterrdume von C‘(Q)
(C1) C5(Q2) = {f € CYQ): Df ist beschriinkt auf 2, |a| < ¢} wird zum normierten

Raum mit

ey = s (sum 1050 )

o<

Es gilt zwar

C5(Q) c CYQ) (algebraisch) ,

aber nicht topologisch, denn die Topologie auf (C’fg(Q) , H . Hcg (Q)> ist nicht die
B
Spurtopologie von C*(€).

(C2) CLQ) = {f e CY(Q) ‘ supp(f) CC Q}
Dabei verwenden wir:
Definition 3.4.7

(a) Fir Q C R offen und f: Q2 — R heifst

supp(f) = {z € Q, f(z)#0}

der Trdger oder Support von f.
(b) M CC Q :<= M ist kompakt und M C 2. Wir sagen M liegt kompakt in .
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Zwei Moglichkeiten C§(€) zu topologisieren:
(a) C§(2) C CYQ) mit Spurtopologie (Metrik)
(b) C§(Q) C C4(Q2) mit Spurtopologie (Norm)

Achtung: Diese Topologien sind nicht gleich.

(D) Sei 2 C R™ offen.

C>(Q) = {f: Q — R, D*f existiert und ist stetig fiir alle a € Ng}
=N C(9).

leN

Topologie wieder {iber Semi—Normen:

Pm(f) = max HDafHC(Km) < o0 <Km wie in >

laf <m

C>(Q) ist Fréchetraum mit

(f—9)

(fg)—dcoo(g)fg ;me

Konvergenz in C*(2): lokal (auf jedem Kompaktum K C 2) konvergieren alle
Ableitungen gleichméBig.

(E) Raum der Testfunktionen
Sei (2 C R” offen. Wir setzen

C2(Q) = {f c C’OO(Q)‘supp(f) cc Q}

Offensichtlich ist C§°(2) C C*(Q2) algebraisch, aber wihlt man auf C§°(€2) die Spurto-
pologie, bekommt man spéter Probleme. Wir wéhlen auf C§°(§2) folgende lokal-konvexe
Topologie. Zur Konstruktion einer Umgebungsbasis der 0 € C§°(€2) bendtigen wir

= v lellowg,
=) 2" fir £ e Q).
D

Definition: Sei M C X und X linearer Raum. Dann heifit
k k
conv(M) := {$ € X’Elai >0,z € M,ie{l,... k} mit Z a; =1, Z a; T :x} (3.4.2)

die konvexe Hiille von M.
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Sei (D;);cy eine (vgl. Definition insbes. D; C D,41) von £ mit offenen Mengen, welche
kompakt in €2 liegen, d.h. D; CC Q. Fiir € = (g;),y € S mit &; > 0 definieren wir Umgebungen
der 0 € C§°(€2) durch

U. := conv ( U {f € Cg7(D;)

jEN

p(§) < 6;}) : (3.4.3)

Definition: Durch
7 := topologisches Erzeugnis von {UE: €= (g);en €S, &> O} c 2

(endliche Schnitte, beliebige Vereinigungen, Translationen!) ist auf X = C§°(2) eine
Topologie erkléart.

Schreibweise: (D(Q) , TD) = (C’(‘]’O(Q) : T>

Bemerkung: Diese Topologie ist unabhéngig von der Ausschopfung (D) . AuBerdem ist

jeEN
(D(2), mp) ein topologischer linearer Raum.

Lemma 3.4.8 (Charakterisierung von offenen Mengen in D(Q))
Es gilt:

O€mp < firale €0 Je=(g);ey€S=R",¢;>0, mit {+U.CO.
Das heifit, die Topologie Tp und die Topologie
Fp = {OCC@O(Q): fiir alle £ € 03 = (g),. €S =R, ;> 0, mit £+U5C0}c2X

sind gleich.

Lemma [3.4.8| zeigt insbesondere, dass die Mengen U, selbst bereits eine Umgebungsbasis von
0 € C§°(Q) fur 7p sind.

Korollar 3.4.9 Die Mengen U. sind eine Umgebungsbasis von 0 € C3°(Q2) fiir die Topologie
0 und (D(Q), p) ist ein lokal-konvezer Hausdorffraum.

Satz 3.4.10 (Charakterisierung von Nullfolgen in (D())
Em =0 (m—00)inD(Q) <—

(1) Es existiert ein offenes D mit D CC Q  wund &, € C3°(D) fir alle m € N.

(ii) Flir jedes k € N gilt: Hfmnck(ﬁ) — 0 fir m— .
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6. Lebesgue integrierbare Funktionen
Sei 2 C R” offen. In Beispiel haben wir £P(€2) und L?(2), 0 < p < oo, eingefiihrt.

Wir nennen eine Funktion f: Q — R U {4 oo} fast iiberall beschrinkt, falls ein C' > 0
und eine Nullmenge M existiert, so dass |f(¢)| < C fur alle t € Q\ M. Fiir p = 0o setzen wir

LX) = {f: Q2 — R U {£oo}: [ ist messbar und fast iiberall beschrénkt} .

Offenbar gilt: C(Q2) N B(2) C L>(£2). Sei

[l = swpessIf@) = inf  sup [f(0) (3.4.4)

das wesentliche Supremum von f € £(%). Dann gilt fiir f € £2(Q): ||/ g =0 =
f =0 fast iiberall in Q.
<£OO(Q), : HLOO(Q)> ist ein semi-normierter Raum und mit N := {f € L>®(NQ) ‘ HfHLOO(Q) — 0}

wird (LOO(Q) = ﬁOO(Q)/N’ H

. HLN(Q)) zum normierten Raum.

Bemerkungen:
1. Es gilt die Holder’sche Ungleichung

1 1
1 -9l iy = W oy - 9] oy fite £ € LP() g € L) p 2 1 und}—? = 1.

2. Fiir 2 messbar und beschrankt gilt
L>®(Q) C LP(Q) Cc LYQ) fir 0<g<p<oo.
3. C§°(Q) ist nicht abgeschlossen in (LP(Q), || - |,). Fiir 1 < p < oo gilt sogar
00 =oo7on e
Aoy, (CF(Q) = @) = 17(9),

d.h. C§°(2) liegt dicht in LP().
4. Satz von Riesz—Fischer (1906)

(LP(Q), || - llr()) » 1 < p < oo sind vollsténdig, also Banachréume.

Konvexe offene Mengen in L7(0,1), 0 <p<1.

Lemma 3.4.11 LP(0,1), 0 < p < 1 ist nicht lokal-konvez. Tatsdchlich gibt es in
X = LP(0,1) aufer O und X selbst keine offenen konvexen Mengen.
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7. Sobolev—Raume W+?(Q), ke Ny, 1 <p < oo (Q C R" offen)

Aus Analysis bekannt: Formel der partiellen Integration. Fiir alle f, h € C*(Q), wobei
Q2 beschriankt und 02 hinreichend glatt, gilt:

[ 10 | no] a= [ om0 vasio - [ | s0]-m0a0 @)

v={(v1,...,vn) € R" duBere Einheitsnormale

Bemerkung: Fiir f oder h € C§°(Q2) fallen die Randterme weg.

Das fiithrt auf folgende Definition:

Definition 3.4.12 Sei f € LP(Q2) und Q@ C R™ offen. Dann heifit g € LP(S2) verallgemei-
nerte Ableitung (oder schwache Ableitung) von f nach t;, fir eini € {1,...,n}, falls
qgilt:

/f(t)g—Z(t) dt = — /g(t) o(t)dt  fir alle ¢ € C5°(2) (3.4.6)

Q Q

Lemma 3.4.13 Verallgemeinerte Ableitungen sind eindeutig bestimmit.

Bemerkungen:

1. Schreibweise: d, f := g

2. Fiir beschrinktes Q und f € C'(Q) ist Definition [3.4.12{ mit g = D,, f = % € CQ) C
LP(Q2) erfullt. Mithin gilt in dieser Situation

di.f = Dy, f (= klassische partielle Ableitung von f nach t;).
Hier stimmt also die klassische und die schwache Ableitung iiberein.

3. Per Induktion werden hohere (schwache) Ableitungen definiert.
Ist @ = (aq,...,a,) € Nj ein Multi-Index, so hat man:

daf :Eitl ‘..dtlj Eltn (dtnf) eLP(Q)

i

~~ N~
a1-mal ap—mal

Definition 3.4.14 Sei k € Ny, 1 < p < oo. Dann ist der Sobolev—Raum W*?(Q)
definiert durch:

WhP(Q) = {f € LP(Q) | f besitzt verallgemeinerte Ableitungen d*f € LP(Q)
fiir alle o € Nf mit 0 < |of < k:}

<W°’p(Q) = LP(Q)>
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Lemma 3.4.15 (Leibnitz’sche Regel)

Sei 1 < p < oo und Q C R"™ offen. Dann gilt fiir alle f € W5P(Q) und fiir alle « € NI mit
0<lal <k:

/ df(t) ¢(t) dt = (—1) / F()DYG(t)dt  fiir alle ¢ € CZ(Q) (3.4.7)

Q Q

Bemerkung: Ist umgekehrt (f*)q<|,<; C LP(€2) eine Familie von Funktionen fiir die
/ £t 6t dt = (—1) / F(6) Do) dt fir alle ¢ € C2°(Q) (3.4.8)
Q Q

gilt, so ist 0 € WHP(Q) und d*f° = fo.
Satz 3.4.16 Sei 1 <p < oco. Dann gilt fiir alle ¢ € C(2):

fo = f(m—00) in IPQ) — lim | fu(t)- 6(t)dt = / F£(8) 6(t) dt.

m— 00
Q Q

Satz 3.4.17 W*?(Q), 1 < p < oo, k € N st mit der Norm

1/p

HfHka(Q) = Z HdainP(Q)

0<|o| <k

ein Banachraum.
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3.5 Beschrinkte und kompakte Mengen im metrischen
linearen Raum

Ziel: Konzept der Beschréankheit im metrischen linearen Raum.

Problem: d(z,0) < M fiir alle x € B definiert keine Beschrénkheit.

Definition 3.5.1 (X, 7) sei topologischer linearer Raum. B C X heifit beschrdnkt, falls fiir
jede (offene) Umgebung U von 0 € X eine Zahl « = ay > 0 existiert, mit

BCaU:{a:c‘:ceU}.

Satz 3.5.2 Sei (X, d) metrischer linearer Raum, dessen Metrik gemaf$ Satz|3.3.10) von abzdhl-
bar vielen Semi—Normen p, , n € N, induziert ist. Dann gilt:

B C X ist beschrinkt <= fir alle k € N 3 My > 0 mit pp(x) < My fir allex € B

Korollar 3.5.3 Sei (X, || -||) normierter Raum. Dann gilt:

B C X ist beschrinkt <= 3 M > 0mit|z|| < M firalle z€ B

Bemerkung 3.5.4 Kugeln B,(0) in (X,d), wenn d mittels abzihlbar vieler Semi-Normen
definiert ist, sind also unbeschrinkt, wenn nichttriviale Unterrdume U C B,.(0) existieren

(wie z.B. bei X = K>, oder C'(Q) (vgl. Lemma ).

Definition 3.5.5 FEin topologischer linearer Raum (X, ) heifit lokal beschrdnkt, falls
0 € X eine beschrinkte (offene) Umgebung hat.

Bemerkung 3.5.6 Normierte Riume sind lokal beschrinkt und lokal konvex. Es gilt aber auch
die ,Umkehrung”.

Satz 3.5.7 (Kolmogorov)

FEin topologischer linearer Raum (X, T) ist genau dann normierbar (d.h. die Topologie ist von
einer Norm erzeugt), wenn (X, 1) lokal konvex und lokal beschrinkt ist.

Bewets: z.B. [Rud73] Theorem 1.39.

Definition 3.5.8 Sei (X, 7) topologischer linearer Raum. Eine Umgebung U von 0 € X heifit
balanced oder kreisformag, falls

tU Cc U firalle |t] < 1.
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Lemma 3.5.9 Im topologischen linearen Raum (X, T) besitzt 0 € X eine Umgebungsbasis
kreisformiger Mengen.

Lemma 3.5.10 Sei (X, 1) topologischer linearer Raum und V' € T eine Umgebung von 0 € X.

X:UnV.

neN

Dann gilt

Satz 3.5.11 Sei (X, 1) topologischer linearer Raum mit Trennungsaziom und K C X sei
kompakt. Dann ist K abgeschlossen und beschrinkt.

Falls auch die Umkehrung in (X, 7) gilt, so sagt man, (X, 7) hat die Heine—Borel-Eigenschaft.

Warnung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Definition 3.5.12

(a) Im topologischen Raum (X,T) heifft A C X relativ kompakt, falls A kompakt ist.

(b) Im metrischen Raum (X,d) heifft A C X prdkompakt, falls fir alle e > 0 die
Menge A eine endliche Uberdeckung mit e-Kugeln besitzt.

Satz 3.5.13 Sei (X, d) metrischer Raum und 0 # A C X. Dann sind dquivalent:

(a) A ist kompakt

(b) A ist folgenkompakt (jede Folge in A besitzt eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in A)

(c) (A,d) ist vollstindig und A ist prikompakt

Korollar 3.5.14 Ist (X, d) vollstingiger metrischer Raum und A C X, dann gilt
A ist prikompakt <= A ist relativ kompakt.

Ziel: Kompaktheitskriterien in bestimmten topologischen linearen Rdumen.
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Satz 3.5.15 (Ascoli—Arzela)
Sei S C R™ kompakt und C(S; R™) mit Norm

1/ = HfHC(S) = max |f(2)]g. -

z€eS
Dann gilt: A C C (S; R™) ist prakompakt
(a) A ist beschrinkt (d.h. 3 M >0, sup HfHoo < M)
feA

<~
(b) A ist gleichgradig stetig, d.h. sup ‘f(:z:) - f(y)|]Rm — 0 fir ‘:c - y‘Rn -0
feA

Satz 3.5.16 (Fréchet, Kolmogorov)
Sei 1 < p < oo. Dann ist A C LP(R"™) prikompakt genau dann, wenn

( (a) A ist beschrinkt

(b) A ist im Mittel gleichgradig stetig, d.h. sug Hf( +h) — fHLp(Rn) — 0
fiir |h| = 0 Je

(c) ?lelg) HfHLP(R”\BR(O)) — 0 fir R — .

\

Bemerkungen:

(1) Fir © C R” gibt der Satz entsprechend (R™ ist durch Q zu ersetzen, f(- + h) € LP(2),
wenn man fioe = 0 setzt).

(2) Ist © C R™ beschrankt, ist (c) von oben iiberfliissig.

Hoélder—Raume
Definition 3.5.17 (Hélder—Rdume)
Ser S C R™ kompakte Menge und 0 < o < 1.
Co(S) = {f: S — K, fist gleichmdf$ig a—Holder stetig auf S} ,

wobei [ gleichmdf3ig a—Hdélder stetig auf S ist, falls

|f(t:) - f|(§2)} < . (3.5.1)

f ist stetig und sup

t] #tg |t1 - t2
tjes
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Es gilt C1(S) c C%(S) c C%(S) c C°S) = C(9) fir1 > B8 > a > 0. C%(S) wird
normierter vollstandiger Raum durch

. | f(ty) — f(t2)]
Il = 0o + o2, = <

t; €S

Es ist nur ein hinreichendes Kompaktheitskriterium bekannt:

Satz 3.5.18 A C C%*(S) ist prikompakt, falls A C COP(S) (fiir ein B > «) und als Teilmenge
von C%P(S) beschrinkt ist.

Literatur: [Alt92] Ubung 2.7
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3.6 Stetige lineare Operatoren

Seien X, Y topologische lineare Rdume, 7": X — Y linear.

Frage: Ist dann 7" stetig? Im Allgemeinen gilt das so nicht.
Beispiel 3.6.1 (einer unstetigen linearen Abbildung)
Sei X =S8 = R* und
e; .= (0,0,1,0...) €S, ieN.
1-te Stelle

{ei}ien werden zu einer Hamel-Basis B = {w;},., von X erginzt. Dann ist durch

T:X — R mit
T(Gl) =1
T(w) := 0, we B\{e; | i € N}
und lineare Fortsetzung (T (Z o wi) = aiT(wi)) eine Abbildung definiert, welche

endl. endl.

linear, aber in 0 € X nicht stetig ist.

Satz 3.6.2 Seien X,Y # {0} normierte (oder metrische lineare) Riume. Dann gilt:

dim X = oo <= es existiert eine unstetige lineare Abbildung T: X —'Y

Stetigkeit in normierten Riumen

Definition 3.6.3 Secien X,Y topologische lineare Riume. Eine Abbildung F: X — Y heifit
beschrdinkt, falls das Bild jeder in X beschrinkten Menge, in'Y beschrinkt ist.

Satz 3.6.4 XY seien normierte K—Vektorrdume, T: X — 'Y sei linear und x*€ X sei
beliebig, aber fest. Dann sind dquivalent:

(1) T ist stetig

(2) T ist stetig in z*

(3) T ist beschrankt

(4) sup |[T(z)||, == M <

lzlx <1

(5) Es gibt eine Konstante C' > 0 mit HT(:E)HY < C ||xHX fir alle x € X
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Zusatz: M = inf {C’ >0 | die Ungleichung in (5) ist fir C erfdllt}
Korollar 3.6.5 In der Situation von Satz[3.6.4: Ist T zusdtzlich bijektiv, gilt:

T ist Homdomorphismus (T stetig, T~ existiert stetig)

<~ dm,M >0 mit m|z||x < ||T(x)|ly < M ||z||x firale z € X.

Charakterisierung von Stetigkeit im metrischen linearen Rdumen
Satz 3.6.6 Sei T': X — Y linear, X,Y metrische lineare Raume. Dann gilt:

T ist stetig <= T st beschrdinkt

Beweis: [Rud73] Theorem 1.32

Sind X, Y metrische lineare Rdume, deren Metrik durch abzéhlbar viele Semi—-Normen
(Pr)nen auf X', (gm),,cn auf Y erzeugt werden (vgl. (3.3.2))), so gilt:

Satz 3.6.7 In der obigen Situation mit T: X — Y linear gilt:
T st stetig

<> fiir allem € N existieren M,, > 0, k = k(m) € N und Indizes ny,...,ny € N,
so dass

G (T(x)) < My (pay(2) + ...+ poy(@)) fiir alle x € X .

Raume von stetigen linearen Operatoren

Definition 3.6.8 Seien X,Y topologische lineare Rdaume. Dann bezeichnet
L(X,)Y) = {T: X—=Y | T ist linear und stetig}

den Raum der stetigen (beschrdinkten) Operatoren (= lineare stetige Abbildungen).

Im Spezialfall Y = R, sei X' := L(X,R) der Raum der stetigen Funktionale.
X' heifit Dualraum von X.

Falls X und Y normiert sind, so wird £(X,Y") ebenfalls normierter Raum mit der
Operatoren—Norm

ITIl = ITlexry == sup [T@)ly = inf {M]IT@)ly < Mlallx fiivallez € X} (36.1)

=]l x <1
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Satz 3.6.9 Seien X,Y normierte Raume, Y sei zusatzlich vollstindig. Dann ist L(X,Y)
Banachraum. Insbesondere ist X' immer Banachraum.

Zusatz: Sei Z ebenfalls normierter Raum. Ist T € L(X,Y), S € L(Y,Z), so ist
SoT € L(X,Z) und ||SoTlexz) < Sz - 1T ]ecx )

Korollar 3.6.10 Ist X Banachraum, dann ist L(X) = L(X,X) eine Banach—Algebra,
d.h. ein vollstindiger normierter Raum mit der Norm ||T|| := ||T'||z(x) und einer verniinftigen
Multiplikation. Es gilt

T,8€L(X) = T-S:=ToSeLl(X) und |T-S|| < |||

Bemerkung 3.6.11 Ist T' € L(X,Y), so ist der Kern (Nucleus)
ker(T) = N(T) = {x €X|Ta = 0} = 771 ({0})

stets abgeschlossen in X. Das Bild (Range) im(T) = R(T) ={Tz € Y:xz € X} ist im
Allgemeinen jedoch micht abgeschlossen.

Satz 3.6.12 (Neumann’sche Reihe)
X sei Banachraum und T € L(X) mit

Hl/m

limsup ||T™ <1

m—r0o0

gegeben. Dann ist (Id —T)™' € L(X) und es gilt
_ -1 — : n o __. n
(Id—T) lim Z% ™ =: z% T € L(X)

mit Konvergenz in L(X).

Korollar 3.6.13 Seien X,Y Banachrdume und

Liny(X,Y) = {T € L(X,Y)| T existiert und ist stetig, also T™' € ﬁ(Y,X)} :

Dann ist L;,(X,Y) C L(X,Y) eine offene Teilmenge von L(X,Y).

Anwendung 3.6.14 (Volterra’sche Integralgleichung)
Sei k: [a,b] x [a,b] = R stetig, y € Cla,b] gegeben. Dann hat

t

y() = (1) —/k(s,t) 2(s) ds

a

genau eine Losung x € Cla,b.
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3.7 Endlich dimensionale normierte Riaume

Satz 3.7.1 Sei X normierter Vektorraum iber K (= R oder C) mit dim X =n < oo.

Dann ist X algebraisch und topologisch isomorph zum K" versehen mit der Norm

n

lelh =D l&l, €= (&,..., &) €K™

=1

Korollar 3.7.2 X,Y seien normierte Raume gleicher Dimension n € N.

Dann sind X und'Y algebraisch und topologisch isomorph.

Korollar 3.7.3 X sei linearer Raum der Dimension n.

| 1las || - |lo seien zwei Normen auf X. Dann sind || - || und || - ||p dquivalent.

Satz 3.7.4 X seinormierter Raum. Gilt dim X < oo, dann hat X die Heine—Borel-Figenschaft,
d.h. Teilmengen von X sind genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrinkt sind.

Korollar 3.7.5 (X, | -||) sei normierter Raum. M C X sei ein linearer Unterraum.
Gilt dim M < oo, dann ist M abgeschlossen.

Bemerkung: Eine analoge Aussage gilt auch im topologischen linearen Raum, ist aber ungleich
schwerer zu zeigen (vgl. [Rud73] Theorem 1.21).

Unendlich dimensionale lineare Unterrdume von normierten Rdumen konnen, miissen aber
nicht, abgeschlossen sein.

Zur Vorbereitung der ,,Umkehrung“ von Satz benotigen wir das Riesz’sches Lemma:

Lemma 3.7.6 (Riesz 1880 — 1956; Existenz eines fast ,,orthogonalen® Elements
im normierten Raum) Sei X normierter Raum und M & X abgeschlossener Unterraum.
Dann ezistiert fiir jedes © € (0,1) ein Element o € X mit ||ze| =1 und ||z — zel| > O
fiir alle x € M.

Satz 3.7.7 Es sei X ein normierter Raum. Dann hat X die Heine—Borel-Figenschaft genau
dann, wenn dim X endlich ist.

Korollar 3.7.8 Sei X ein normierter Raum mit dim(X) = oo. Dann ist die Einheitsphdre
S1={z € X: ||z]| =1} nicht kompakt.

Satz 3.7.9 Ein topologischer linearer Raum (X, 7) heifit lokal kompakt, wenn 0 € X eine
Umgebung U hat, deren Abschluss kompakt ist.

Korollar 3.7.10 Sei X normiert mit dim X = oo. Dann ist X nicht lokal kompakt.



Kapitel 4

Unitare Raume und Hilbertraume

4.1 Grundbegriffe

Sei wieder K = C oder K = R.

Definition 4.1.1 Sei X ein linearer Raum iber K. Eine Abbildung (-, -): X x X — K heifit
Skalarprodukt auf X, falls gilt:

(U1) (z,z) > 0 fir alle x € X mit x # 0. (positiv definit)
(U2) (x,y) = (y,x) fir alle z,y € X. (hermitesch)

(U3) (x,ay+ 8z) = alx,y) + B{x,2) firadle o, €K, z,y,2 € X. (2. Komponente linear)

(X , (- >> heifit dann Skalarproduktraum; alternativ: unitdrer Raum oder Prdi—Hilbertraum.

Bemerkung: Offenbar ist (-, -) in der 1. Komponente semilinear

(U4) (ax + By, z) = alz,2) + Bly,z) firalle a,f €K und z,y,2€ X.

Erfiillt die Abbildung nur (U3) und (U4), sprechen wir von einer Sesquilinearform
(K = C) bzw. Bilinearform (K = R).

Satz 4.1.2 Sei <X7 (-, )) ein unitirer Raum. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(1) Durch ||z|| := v/{z,x) ist auf X eine Norm definiert. (Jeder unitdre Raum ist damit auf
natirliche Weise normiert und tragt die dadurch induzierte natiirliche Topologie).

39
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Fiir alle z,y € X gilt:
2 [z < =l vl (Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung) (4.1.1)

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn x und y linear abhdngig sind.

3) lz+yll> + llz—yll> = 2([|z]*+ lylI’)  (Parallelogrammgleichung) (4.1.2)

(4) (Polarisation)

(H:c—i—yH2 — Hx—sz) , falls K=TR (4.1.3)

PN

<£C,y> =

e = 1 (o 4ol — llz = ol —ille +igll? +ille — iyl?) . folls K=C  (4.14)

A~ =

Satz 4.1.3 Sei (X - H) ein normierter Raum, in dem die Parallelogrammgleichung

gilt. Dann definieren die in (fir K =R) bzw. (fir K = C) definierten Abbildun-
gen (-, -) Skalarprodukte auf X.

Bemerkungen 4.1.4
1. Die Parallelogrammgleichung ist also charakteristisch fir unitire Rdume.

2. (C(9), | |loc) mit S CR™ kompakt erfiillt nicht.
3. Die Abbildung (-,-) im unitdren Raum (X, (-, )) ist stetig in beiden Komponenten, d.h.
[Jcn%x, Yo =y in X (n—o0) = (T,,yn) — (z,7) inK(n—>oo)].

Definition 4.1.5 Ein bzgl. ||z|| = \/(z, x) vollstindiger unitirer Raum (X, (-, >> heifit
H:lbertraum.

Beispiele 4.1.6
1. 02 mit (x,y) = (x,y)p2 = >, Tpyn ist ein Hilbertraum. Hier ist || - ||= || - ||e2-

n=1

Sei ) C R™ offen.

2. L*(Q; C) mit (f,g) = (f,9)r2@.c) = /f(x) g(x) dx ist ein Hilbertraum mit
0

- =1 s

3. Wh2(Q; C) mat

o i=1
ist ein Hilbertraum mit || - || = || - [|1.2-



4.1. GRUNDBEGRIFFE

Die entsprechenden reellen Vektorrdume sind natiirlich auch Hilbertrdume.
Mit der neuen Struktur kénnen wir Abbildung erginzen:

4 ™y
metrische lineare Rdume Erechetriume
(vollstandige Raume)
s ™)
normierte Rdume Banachrdaume
Skalarproduktrdume Hilbertriume
\ y
\, y

Abbildung 4.1: metrische lineare Rdume und Vollstdndigkeit
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4.2 Orthogonalitit und Projektion

Definition 4.2.1 (Orthogonalitit) FEs seien X ein unitirer Raum und x,y € X. Dann sagen
wir x ist orthogonal zu y (wir schreiben x 1 y), falls (z,y) = 0. Fir Teilmengen M, N C X
schretben wir M L N, falls jedes x € M orthogonal zu jedem y € N ist. Dann ist

Mt ={yeX:yl M}

ein abgeschlossener Unterraum, genannt das orthogonale Komplement (Lotraum) von M.
Falls M selbst ein Unterraum ist, dann gilt MOM* = {0}. Dann ist insbesondere M C (ML)L.

Satz 4.2.2 (Pythagoras) Fulls © Ly, dann gilt

Iz +ylI* = [lzl* + Iyl

Definition 4.2.3 FEine Teilmenge S C X heifst ein Orthonormalsystem (ONS), falls
1. x Ly fir alle z,y € S mit v # y;
2. ||z|| =1 fir allex € S.

Ein Orthonormalsystem S heifit vollstdndig (VONS), falls gilt:

zl1lS = z=0.

Satz 4.2.4 Es sei S = {uy,...,u,} ein Orthonormalsystem in einem unitirer Raum X dber
K = R oder C. Dann hat das Gaufdsche Approximationsproblem: fir x € X finde
ay, ..., a, € K mit

n
r — E OéjUj

j=1

— min (4.2.1)

eine eindeutige Losung mit a; = (u;,x). Der Vektor x — Z?Zl ajuj st orthogonal zu S, und es
qilt die Besselsche Identitdt

0<

n
r — E CK]'U]'
j=1

aus der sofort die Besselsche Ungleichung folgt:

2 n
= 2l = > loyl, (4.2.2)
j=1

Z [{uj, 2)]* < [l]|*. (4.2.3)

Bemerkung 4.2.5 P: X — X definiert durch P(x) := Y (uj,x) - u; ist ein linear, stetiger
j=1

Projektor (d.h. PoP = P).
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Satz 4.2.6 (Gram—Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren) EsseiS = {z1,xs,...}
eine hochstens abzihlbare Menge von linear unabhdngigen Elementen in einem unitiren Raum
X. Dann existiert ein Orthonormalsystem {uy,us, ...} derart, dass fir alle n € N gilt

span{zy,...,z,} = span{uq, ..., u,}. (4.2.4)

Fiir unitdre Raume ldsst sich das Riesz’sche Lemma wesentlich verbessern.
Auflerdem lassen sich Punkte mit Minimalabstand charakterisieren.

Satz 4.2.7 Es ser Y ein vollstindiger Unterraum eines unitdren Raums X. Dann existiert fiir
jedes ¥ € X genau einy =71y(x) €Y mit

o= g = dist(z,¥) == inf { |l — y]: y € V'}. (4.2.5)

Bemerkung: dist(x,Y") entspricht dem Minimalabstand von x zum Unterraum Y.
Korollar 4.2.8 3 erfillt Gleichung (4.2.5) genau dann, wenn (x —y) LY gilt.

Satz 4.2.9 (Orthogonale Zerlegung) Es sei Y ein vollstindiger Unterraum eines unitdren
Raums X. Dann existiert zu jedem x € X eine eindeutige Zerlegung der Form

r=y+v mit ye€Y und veEY™, (4.2.6)

dh. X =Y @Y, wobei Y+ das orthogonale Komplement von 'Y ist.

Welil fiir jedes x € X das Element y € Y in Satz eindeutig definiert ist, erhalten wir eine
Abbildung P: X — Y mit P(x) := y. Diese Abbildung ist eine Projektion, d.h. Po P = P.
Wir schreiben deshalb P = Projy : X — X mit Wertebereich im(P) =Y.

Korollar 4.2.10 Falls M Unterraum und X Hilbertraum, dann gilt M = (ML)L
Die Abbildung P ist beschrinkt, mit Operatornorm

1PY = sup L@ <y (12.7)
w0 ||

Des Weiteren ist P symmetrisch, d.h.

(P(x1),xe) = (x1, P(z2)) fiir allexy, zo € X (4.2.8)

Wir fassen zusammen:

Korollar 4.2.11 Es sei Y # {0} ein vollstandiger Unterraum des unitiren Raums X mit
Projektion P = Projy : X —Y C X. Dann gilt:

1. 2 — P(z) LY firalexe X;
2. P ist symmetrisch;,

3. P ist beschrankt mit Operatornorm || P|| = 1.
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Bemerkung: Wegen 1. heifit P auch orthogonaler Projektor auf Y.

Definition 4.2.12 (Orthonormalbasis oder Hilbertraumbasis) Ein Orthonormalsystem
(€k) ey €ines unitiren Raums X heifit Orthonormalbasis (ONB) oder Hilbertraumbasis,
falls eine der folgenden dquivalenten Bedingungen erfillt ist:

(a) lim |z — Z (er,x)ep|| =0 VzeelX (Vollstindigkeitsrelation)
n— oo
k=1
(b) (z,y) =D (@, =) (@, y) VayeX
k=1
2 - ~ 2 .
(c) =" = Z ‘ (er,x) ‘ VeeX (Parseval-Gleichung)
k=1
Bemerkung:
1. Statt (a) kann man auch
r = Z (er,r)-er (Konvergenz in X) (4.2.9)

=
Il

1

schreiben (Fourier—Reihe von x); (( €,z ) ), <y heiBen die Fourier-Koeffizienten von
x.

2. Ist X sogar Hilbertraum, dann gilt

(a) <= span(S) = X, (4.2.10)
wobei S := {e;, k € N}.

Satz 4.2.13 1. Fir X wunitirer Raum: Jede Hilbertraumbasis (ONB) mit den Eigenschaf-
ten (a) bis (¢) aus Definition ist ein vollstindiges ONS (VONS im Sinne von
Deﬁmtion

2. Ist zusdtzlich X ein Hilbertraum und (€y),cy ein vollstindiges Orthonormalsystem,
dann ist (y),en auch eine Hilbertraumbasis (ONB).

Frage: Hat jeder Hilbertraum H (mit dim H = 0o) ein abzdhlbares vollstindiges ONS
(und damit eine ONB)?

Antwort: Nein, aber falls H zusétzlich separabel (vgl. Definition [4.3.1)) ist, ist die Antwort ja.
(vgl. [Wer00], Kor V.4.10)

Dagegen ist die Existenz eines vollstandigen ONS (ev. iiberabzidhlbar, und dann keine ONB!)
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kein Problem:
Satz 4.2.14 In jedem Hilbertraum X # {0} gibt es ein VONS.

Mehr noch: Zu jedem ONS Sy gibt es ein VONS §0 mit Sy C 50

Beispiele 4.2.15 (1) Sei X = L*(0,27). Dann ist ein VONS in X gegeben durch

S = {\/%} U {% Cos(n-):nGN} U {% sin(n-): nGN}

In der klassischen Fourier—Analysis werden Entwicklungen nach dem VONS S untersucht.
Man zeigt dort, dass span(S) beziiglich || - ||« dicht liegt in

C,.. ([O, 27T]> = {f R—R ‘ f ist stetig und 2w periodisch} :

Die Aussage in Satz 2. und (4.2.10) liefert fir dieses Beispiel nur die Dichtheit
von span(S) beziiglich || || L2(0,2x)!

(2) Durch (f,g) f p(t g(t) dt, wobei > 0 und stetig auf (a,b), ist auf L*(a,b) ein
reelles Skalarp’rodukt deﬁmert Fiir verschiedene Gewichtsfunktionen p und verschie-
dene Wahlen von (a,b) erhdilt man p—orthogonale Polynomsysteme, indem man die
Monome {t': i € No} mit dem Schmidt’schen Verfahren orthonormiert.

(d) a=—-1,b=1, pt) =1

\/(n,+-l)/2 fgl (t2-— 1)n

liefert die Legendre—Polynome:  p,(t) :=

2n . n! dtn
(b) a=—-1,b=1, pt) = 11_t2 liefert die Tschebyscheff—Polynome
(c) a=0,b=o00, plt) =¢ct liefert die Laguerre—Polynome
(d) a = —0c0, b=o00, ult) =e" liefert die Hermite—Polynome

Verallgemeinerte Fourier—Reihen

Gegeben sei ein unitdrer Raum (X, (-, >> mit ONB (€x), cn-

H = { > okt (e)pen € eQ(N)} (4.2.11)

keN

ist ein Hilbertraum (die Vervollstdndigung von X') mit Skalarprodukt

(x,y) = Z Crdp wobel x = Z cper und y = Z diey, .

keN keN keN

H kann mit dem Koordinatenraum ¢?(N) identifiziert werden.
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Standardbeispiel:
Aus dem unitdren Raum der 2w—periodischen stetigen Funktionen mit Skalarprodukt

2r
(f,g) = { f(x)g(x) dr erhalten wir so

L2<(O, or); @) — {f =S e Y al’< oo} ~ (2(7), (4.2.12)

keZ keZ

wobei (€x), g mit ex(x) :=

- "% ein VONS fiir L2((0,27); C) ist.

5
3
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4.3 Separable Hilbertrdume

Definition 4.3.1 FEin metrischer Raum (X, d) heifst separabel, wenn es in X eine abzihlbare
dichte Teilmenge U gibt.

Beispiel 4.3.2 R", C", (%, L*(Q) fiir Q C R"™ offen, sind separable Hilbertriume.
Satz 4.3.3 In einem separablen unendlich—dimensionalen Hilbertraum (X, (-, )) qilt:

(i) Jedes ONS in X ist hichstens abzihlbar.

(ii) Sei S ={€}re, ein VONS in X. Dann existiert zu jeder Zahlenfolge o = (ay), oy € 02

genau ein x € X mit (ex,z) = ar, k € N (Satz von Riesz—Fischer).

(iii) X st isometrisch isomorph zum (*. Insbesondere sind L*(Q)) und (*
1sometrisch isomorph.

Damit ist klar, dass jeder Hilbertraum mit einem iiberabzdhlbaren ONS nicht separabel sein
kann.

Beispiel 4.3.4 (almost periodic functions AP%(R)) Zu A € R betrachte:

f)\: R— C

T s ei)\:v

Auf X = span{f,\: A€ R} wird durch

() = Jim o [ @ gants

ein Skalarprodukt definiert, dessen Vervollstindigung H := AP?*(R) ein Hilbertraum ist, der
das tberabzihlbare ONS S := {fx: A\ € R} enthdlt.

Literatur: [Wer(00], S. 178, S. 221-222.
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4.4 Riesz’scher Darstellungssatz und Lax—Milgram

Im topologischen linearen Raum X ist der Dualraum X' = {2’: X — K, 2/ ist linear und stetig}
definiert. X’ = {0} ist moglich. Im Hilbertraum X aber, ist immer X’ 2 {0}, denn zu y € X
fest ist durch y/[z] := (y,z), = € X jeweils ein y' € X’ erkldrt. Das sind auch tatséchlich alle:

Satz 4.4.1 (Riesz’scher Darstellungssatz)

Sei (X, (-,+)) ein (reeller oder komplezer) Hilbertraum und y' € X' gegeben. Dann evistiert
genau ein Element § = §(y') € X, so dass

y'[x] = (§,x) firalle z € X . (4.4.1)

Zusatz zu Satz [4.4.1} Ist X reeller Hilbertraum, so ist das eindeutig bestimmte Element
g =9(y') € X von oben auch die eindeutig bestimmte Losung des Variationsproblems
|
F(z) = min auf X
F: X — R
r — (x,x) — 2y[z].
Jede Minimalfolge (z;)._ € X (d.h. lim F(z;) = inf F(z) | des Variationsproblems
JEN j—roo zEX
konvergiert gegen dieses g, d.h. F(7) = in& F(z) und lim ||z; — || =0.
x e J—0

Korollar 4.4.2 Sei X Hilbertraum und B: X x X — K eine hermitesche Sesquilinear-
form (vgl. Definition , die

1. beschrinkt (stetig)
(dh.3ep > 0, sodass |B(z,y)| < i ||zl -yl fir alle 2,y € X)

und
2. positiv definit ist
(d-h.3ey > 0, so dass B(z,x) > ¢ ||z||*  fiir alle z € X).

Dann existiert zu jedem Funktional y' € X' genau ein y € X mit der Figenschaft
y'[x] = Bly,z) firalle v € X . (4.4.2)

Bemerkung 4.4.3 (Laz—Milgram)

Die Voraussetzung hermatesch in obigem Korollar ist nicht notwendig. Ist also X Hilbertraum,
B: X x X — K eine beschrdinkte Sesquilinearform mit

Jc3 >0, sodass Re(B(z,x)) > cs|zl|* firalle x € X (positiv definit) ,

dann gilt Aussage entsprechend.
Beweis: [Alt92] Satz 4.7.
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Der Satz liefert also, dass die Abbildung
JX: X — X
y — (deﬁniert durch ¢/: X — K, z+— (y,x)),

bijektiv und sesquilinear (d.h. Ix(ayy + Py2) = a Jx (1) + BJX(y2)> ist.

Damit sind X = X’ algebraisch isomorph. Damit gilt fiir x,y € X:
(Ux(), 2)) = ((Ux(y), 2))xnex = Ix(y)la] = (y, 7). (4.4.3)

Die Isomorphie gilt auch topologisch:

Satz 4.4.4 Sei X ein Hilbertraum. Dann ist auch X' ein Hilbertraum und Jx: X — X'
ist ein sesquilinearer Isomorphismus, der die Norm erhdlt (Isometrie). Wir nennen Jx den
kanonischen Isomorphismus zwischen X und X'. Genauer gilt:

1. (y1, ¥h)x == (Y1, ya)x macht X' zum Skalarproduktraum.

g =V (y', y')x: ist gerade die

2. Die durch (-,-)x induzierte Norm ||y/|
von X' = L(X,K) bekannte, d.h.

sup
=zl <1

/] X8 — /| XN = y’[x]‘

3. Da (X', || - ||x/,v) vollstindig war, ist (X', (-,-)x+) ein Hilbertraum.

4. Jx: X — X' ist Isometrie, d.h. ||JX(y)HX, = |lyllx fir alle y € X.
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Kapitel 5

Der Satz von Hahn—Banach und seine
Konsequenzen

5.1 Fortsetzbarkeit linearer Funktionale

Definition 5.1.1 FEine Abbildung A: M — Y heifit Fortsetzung von Ay : My — Y, falls
My C M und Aogx = Az fiir alle x € My. Schreibweise: Ajp, = A

Satz 5.1.2 Seien (X, ||-||) und (Xo, ||-||) normierte Riume, Xo C X sei dicht in X. Weiter
sei (Y, |- |y) ein Banachraum, und Aq: Xo — Y sei stetig und linear. Dann gibt es genau
eine stetige lineare Fortsetzung A: X — 'Y wvon Ay auf X. Fiir diese gilt:

||A0||L(XO,Y) - HAHL(X,Y)

Konstruktion von A: Sei x € X und (xj)jeN C Xo mit z; = z fiir j — oo.

Dann ist (onj)j cn C Y Cauchy-Folge und somit konvergent. Wir setzen

Az = lim Apz;.
j— o0
Korollar 5.1.3 Ist A € L(X,Y), X,Y normierte Raume, Y vollstindig, und M C X dicht,
so gilt
Ar =0 firalle re M —= A =0aufX.

Ist Xy nicht dicht in X, so wird es schwierig.

o1
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Satz 5.1.4 (Hahn—Banach)
Auf dem linearen Raum X tber R gebe es eine Abbildung p: X — R mit:

(i) plax) = ap(x), fir alle >0, v € X (positiv homogen)
(ii) p(z+vy) <p(x)+ply), firale z,ye X (subadditiv)

Weiter seien Xo ein linearer Teilraum von X und fy: Xo — R eine lineare Abbildung mit:

folz) < p(z) firalle x € Xy

Dann gibt es eine lineare Fortsetzung f: X — R wvon fy, welche die Ungleichung respektiert,
d.h.

fixe = fo und f(z) < p(x) firalle ze X . (5.1.1)

Beweis in zwei Schritten:

1. Fortsetzung auf X; := Xy @ span(z;) fir ein 21 ¢ Xy.  (technisch!)

2. Finde ,,maximale Fortsetzung“ mit Lemma von Zorn (vgl. [Yos80] S. 102).

Bemerkung: Ohne die Zusatzbedingung, dass die Fortsetzung durch p beschrénkt bleibt, ist
eine lineare Fortsetzung einfach moglich.

Korollar 5.1.5 (Hahn—Banach fiir normierte Rdume)

Sei (X, ||-||) normierter Raum, X, ein linearer Teilraum, und fo € X, sei ein stetiges lineares
Funktional auf Xo. Dann existiert eine normerhaltende Fortsetzung f € X' von fo, d.h.
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5.2 Existenz nichttrivialer stetiger Funktionale

Korollar 5.2.1 Zu jedem Element xo # 0 des normierten Raumes (X, ||{|) existiert ein f € X'
mit || fllxr =1 und f(xo) = [lzol|

Insbesondere ist X’ # {0}!

Korollar 5.2.2 (Normformel)

Fiir jedes Element x € X eines normierten Raumes (X, |-||) gilt
|| = sup | f(z)].
fex’
17l =1

Folgerung 5.2.3 (X, | -||) sei normierter Raum. Dann gilt:
1. f(z) =0 firale feX = =0
2. f(z1) = f(zg) firalle f € X! = x1 = x9

3. !f(a:o)‘ < C firalle f € X' mit ||fllxr =1 = ||zo]| < C

Bemerkung 5.2.4 In jedem lokal-konvexen topologischen linearen Raum X g¢ibt es
nichttriviale stetige lineare Funktionale, d.h. {0} & X'

Satz 5.2.5 Sei Y ein linearer Teilraum von (X, ||-||), und es sei fir zo € X \'Y

= di Y) ;= inf -yl
d = dist(xo,Y) inf lzo — ¥l

(a) Dann gilt fir alle f € X' mit ||f||x» = 1 und fiy = 0:

‘f(xo)‘ < dist(xo,Y). (5.2.1)
(b) Im Falle d > 0 gibt es ein derartiges f mit f(xg) = dist(xg,Y).

Folgerung 5.2.6 (Dichtekriterium von Banach)
Sei M C X und (X, ||-||) normierter Raum. Dann sind dquivalent:

ch(span(M)) =X — (fflir alle fe X' mit fy = 0 = [ = O)
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5.3 Trennung konvexer Mengen

Satz 5.3.1 (Mazur)
Sei (X, ||-||) normierter Raum diber R. M C X sei abgeschlossen, konvex und 0 € M.

Dann existiert zu jedem xo ¢ M ein f € X' mit

flzo) > 1 wund f(z) <1 firallexe M. (5.3.1)

D.h., wéhlt man € € (0, f(zg) — 1), so trennt die ,,Hyperebene“ H := {x eX:f(x)=1+ 5}
den Punkt zy von M.

Zum Beweis verwenden wir das Minkowski-Funktional (siche Ubung)

1
pn(z) = inf{p>0: —xeN} fir xe X,
p

einer konvexen, abgeschlossenen Teilmenge N C X mit 0 € ]if .

Dieses hat die Eigenschaften:
(a) py(ax) = a-py(z), @ > 0, € X (positiv homogen)
(b) pyv(z+y) < py(z) + paly), z,y € X (subadditiv)

(c) pn(z) €1 <= z €N

(d) Ist zusitzlich B,(0) C N, so gilt py(z) < 1 ||z fiir alle z € X
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5.4 Einbettung von X in seinen Bidualraum X"

Ist X normierter (linearer) Raum, so existiert der Bidualraum X”:= (X’)" und ist
ein Banachraum.

Ziel: X lisst sich in X" einbetten.

Definition 5.4.1 Die kanonische Abbildung J, = J;*: X — X" ist am Punkt x € X
definiert durch

Jo(z) [2'] = < Jo(z), 2" >xryx = <L 2w >xx= 2'[z]  firalle x'e X'

Offensichtlich ist fiir z € X fest Jy(z): X’ — K linear und auch stetig:
|Jo(2) [2]| = | < ala>| < |||y - [lzflx  fiir alle 2’ € X (5.4.1)

Also ist die Abbildung Jy wohldefiniert und linear. Wir schreiben Jox := Jy(z) € X”.

Satz 5.4.2 Die kanonische Abbildung Jo: X — X" ist eine normerhaltende lineare Einbettung
(d.h. injektiv) von X in seinem Bidualraum X".

Warnung: Jy ist in der Regel nicht surjektiv!

Definition 5.4.3 Fin Banachraum X heifit reflexiv genau dann, wenn Jy surjektiv ist, d.h.
wenn X und X" isometrisch isomorph vermaége Jy sind.

Bemerkung: Ein nicht vollstdndiger normierter Raum hétte offensichtlich keine Chance refle-
Xiv zu sein.

Warnung;: , vermoge Jy“ ist wesentlich, denn es gibt Beispiele mit X = X" aber .J; ist trotzdem
nicht surjektiv (z.B. Werner, 1. 4.7).

Satz 5.4.4 Jeder Hilbertraum H ist refleziv.

Als Hierarchie erhalten wir damit:

Hilbertraume

reflexiv
e nicht reflexiv

Banachraume

via abzahlbar vieler Seminormen
e sonst (z.B. LP(0,1), 0 <p< 1)

Fréchetraume
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Definition 5.4.5 Eine Folge (x,,),, . in einem normierten Raum heifit schwach konvergent
gegen x € X (in Zeichen x,, — x fir n — c0), wenn

lim 2 [z,] = 2'[z] (in K)  fir allex’ € X" gilt .
[

n— oo

Bemerkung: Der Grenzwert, so er denn existiert, ist eindeutig.

Die schwache Konvergenz wird von der sogenannten schwachen Topologie auf (X, || -||)
induziert, welche wir im néchsten Kapitel behandeln. Dort werden wir zeigen:

Die Einheitskugel B;(0) = {x eX ‘ |z]| < 1} im reflexiven Banachraum
ist schwach folgenkompakt.

Beispiel: ¢; = Einheitsvektoren im (2, ¢; — 0 fiir i — oco. Aber die Folge (e;), .y ist nicht
stark (bzgl. der Norm) konvergent.

Satz 5.4.6 Sei M ein abgeschlossener Unterraum eines Banachraums (X, | -||).
(a) Ist X refleziv, so ist auch (M, || -|) refleziv.

(b) X ist reflexziv = X' ist reflexiv.
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5.5 Darstellungsséitze fiir einige Dualrdume

(A) Dualraum des L(Q), 1 <p < oo, Q C R™ offen.

Satz 5.5.1 Zu jedem f € (LP(Q))) , 1 < p < oo, gibt es genau ein u € LI(S2),
wobeii + % = 1, so dass sich f als

flz] = /a:(t) u(t)dt (z € LP(Q)), (5.5.1)

darstellen ldsst und es gilt

I llzr@y = llullzo) - (5.5.2)

Beweis: [Dob00], Satz 4.30.

Im Falle p = 1 ergibt sich oben ¢ = co. Insbesondere ist (L'(£2))’ normisomorph zu L®(£2).
Es ist aber (L°°(Q))" nicht normisomorph zu L*(Q)!

(B) Dualraum des 7, 1 < p < 0.

Satz 5.5.2 Sei 1 < p < c0. Jedes &' € () kann mit Hilfe genau einer Folge
o= (O‘i)ieN e (wobei % + % = 1> in der Form

2x] = Zai & fir x o= (&);en€P (Konvergenz in K) (5.5.3)

=1

dargestellt werden. Umgekehrt definiert jedes av € €4 vermaoge genau ein x' € (7).
Die Zuordnung

Z: (P —s (4
¥ — Z(2') =«

ist ein. Normisomorphisms (||2'||@ry = |la|les). Also sind (€)' = (7 isometrisch isomorph.

Folgerung 5.5.3 (7 und (¢?)" sind isometrisch isomorph. Die Isometrie ist kanonisch (vermdge
Jo). Damit sind (7 fiir 1 <p < oo reflexiv. Aber (* ist nicht reflexiv und ebenso > auch nicht.
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(C) Dualraum des Cfa, b).

Definition 5.5.4 Eine Funktion v: [a,b] — R heifit von beschrdnkter Variation (v.0.V.),
falls ein C' > 0 existiert, so dass fir alle endlichen Zerlegungen (n € N)

Zia=1t <t <...<t, =0b wvonla,b

qgilt:
Vz(v) = Z |v(t;) —v(tj—1) | € C < o0 (5.5.4)
j=1
Wir nennen
Vargp(v) == sup Vz(v) (< O) (5.5.5)
Z endliche
Zerlegung

die totale Variation von v auf [a, b].

Bemerkungen:

1. Der Raum BV[a,b] := {v: [a,b] — R, v ist v.b.V} wird durch
vl :== ‘U(CL)| + Var,;(v)
zum Banachraum.

2. Jedes v € C'[a, b] ist v.b.V.

3. Jedes f € BV]a,b] lasst sich schreiben als f = h— g, wobei h und g zwei monotone nicht-
fallende Funktionen sind. f besitzt also hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen!

Lemma 5.5.5 Sei v: [a,b] — R v.b.V und sei x € Cla,b]. Dann ezistiert das Riemann—
Stieltjes—Integral

b

/ #(t) dvt) = lim ix (T;m) . (v <t§”>) _ (tyi)l) ) (5.5.6)

a

wobet Z, : a = t(()n) < tﬁ”) < ... < t,(fn) = b eine beliebige Folge von Zerlegungen ist, deren

Feinheit fiir n — oo gegen Null geht, und

™ e [t(") t(.”)]

j—17 "%

beliebige Zwischenpunkte sind.

Genauer: Fir jede solche Folge von Zerlegungen und Zwischenpunkten existiert der Limes in

und ist gleich.
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Mit Hilfe des Riemann—Stieltjes—Integral lisst sich der Dualraum von Cfa, b] darstellen:

Satz 5.5.6

(a) Zu jedem f € (Cla, b])/ existiert eine Funktion v von beschrankter Variation mit

flal = [ 2 dott). o€ Clay, (5:57)
wobei
I H(C[a,b])’ = Var,(v) . (5.5.8)

(b) Sei NBV]a, b] der Raum der Funktionen v.b.V auf [a, b], fiir die gilt:

v(a) = 0, hlinol vt + h) =ov(t), a <t <b (rechtsseitig stetig)
— 0+

Fithrt man auf NBV/[a, b] eine Norm durch |[v]| = Vare(v) ein, so ist (Cla, b))

]
/ isometrisch isomorph zu NBV([a, b], d.h. (C[a, b])/ =~ NBV]a, b]

" vermittels
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Kapitel 6

Schwache Topologien

In diesem Kapitel sei X immer ein normierter (linearer) Raum und X’ sein Dualraum.

Da die abgeschlossene Einheitskugel B;(0) = {z € X | |lz|| < 1} fiir unendlich dimensionales

X nicht kompakt ist, suchen wir eine ,, Abschwiichung® der Normtopologie, so dass B;(0) in der
neuen Topologie kompakt wird.

6.1 Schwach und schwachx Topologie

Zu ' € X' (= Banachraum) und ¢ > 0 gegeben, sei

Uz e) = {IGX: <’ z>| < 8} C X. (6.1.1)

Definition 6.1.1 Fine Menge V- C X heifit offen beziiglich der schwachen Topologie,
falls zu jedem xy € V endlich viele 2}, ..., xj, € X" und ¢4, ..., € > 0 existieren, so dass

k
xo + ﬂ Uz, g) CV  gilt.
i=1

Schreibweise fiir schwache Topologie: 7, = T, x C 2% (w = weak), im Gegensatz zur star-
ken Topologie 7, = 7, x, welche von der Norm erzeugt wird. Damit sind auf (X, |-||) zwei
verschiedene Topologien erkléart.

Bemerkung 6.1.2 Die Menge aller endlichen Schnitte der U (2',¢) aus bilden eine
Umgebungsbasis von 0 € X fiir 1.

Satz 6.1.3 (a) (X, 7,) ist topologischer linearer Raum, der Hausdorff sch ist.
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(b) Jede schwach offene Menge ist auch stark offen (1, C 7s).

Bemerkung 6.1.4 Sei P := {pz/: X—R | e X' py(x)= ‘ <L 7x > ‘ }
Dann ist P eine Familie von Halb-Normen, die aus Satz geniigt:

per(z) = 0 fiiralle 2 €e X' = z =0

Damit folgt, dass (X, 1,) sogar lokal-konvexer Hausdor{fraum ist.

Bemerkung 6.1.5 7, = 7, <= dim X < o0

In der Regel gibt es aber echt weniger schwach offene Mengen als stark offene.

Deswegen gibt es auch mehr schwach konvergente Folgen.

Satz 6.1.6 (schwache Konvergenz)
(#0), ey € X sei eine Folge: Dann gilt: (xy,),, o konvergiert in (X, 1,) gegen xo € X

— lim <2, 2,> =< 12,10> firalle 2'e X’

n—oo
Schreibweise: z, — o (n — o0)
Tw ist die grobste Topologie auf X, beziiglich derer alle 2’ € X' stetig sind.

Merke: Ist 75 C 7, also 7 feiner als 75 (z.B. 7 =75, 79 = 7,), so hat 7

e mehr offene Mengen,
e mehr abgeschlossene Mengen, aber
e weniger kompakte Mengen,

e mehr stetige Abbildungen nach K (oder in einen anderen topologischen Raum),
aber

e weniger konvergente Folgen.

Schwachx Topologie auf X’

Zu X' (Banachraum) existiert X” und ist wieder ein Banachraum. Dann existiert auf X’
eine schwache Topologie (X', 7, x+). X' lésst sich aber auch noch anderst topologisieren:

Sei x € X und € > 0 gegeben. Setze

Ulz,e) == {x’eX’: <z x> < 5} c X',
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Definition 6.1.7 FEine Menge V' C X' heifit offen beziiglich der schwachx Topologie,
falls zu jedem xf, € V' endlich viele zy,..., xp € X, €1,..., €x > 0 existieren, so dass

k
I6 + ﬂ U/(Ii,gi) C V,.
i=1
Bezeichnung: (X', 7« x/)

Satz 6.1.8 X' ist beziiglich der schwachx Topologie ein topologischer linearer Raum, welcher
Hausdorff sch ist.

Bemerkung 6.1.9 Schwachx ist eine weitere Abschwdichung der schwachen Topologie auf X'.

Es gilt: 7« x» C Ty x» C Ts xv . Falls X reflexiv ist, so gilt aber 7~ x» = 7, x'.

Satz 6.1.10 (schwach+x Konvergenz)
Sei (17,),, ey € X' eine Folge. Dann gilt:

/

(27,),, e konvergiert gegen xg € X' in (X', Ty x7)

— lim <2, 2>=<uz5,2> firalexelX.

n — 00

. . *
Schreibweise: v — zf  (n — oo
n 0

Bemerkung 6.1.11 (a) Grenzwerte von schwach (schwachx) konvergenten Folgen sind
eindeutig bestimmit.

(b) Normkonvergenz impliziert schwache und ebenso schwachx Konvergenz.
Satz 6.1.12 (a) Aus 2}, — 2’ in X' fiir k — oo folgt:

@'l < minf 4]

(b) Aus x — x in X fir k — oo folgt:

lzllc < liminf [lzi]
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6.2 Schwach und schwachx kompakte Einheitskugel

Satz 6.2.1 (X, ||||) sei separabel. Dann ist die (stark) abgeschlossene Einheitskugel
Bi(0) ={a'e X'| ||2/|lx, < 1} in X' schwachs folgenkompakt.

Beweisidee: Sei {z, { n € N} dicht in X, (#}), . eine Folge in X’ mit [|z}|| < 1.

Ziel: Konstruiere

2’ € B1(0) C X', so dass (fiir eine Teilfolge) 7}, = 2, k — oo gilt. (6.2.1)

Fiir n € Nist (< 2, 2, >>), .y €ine beschrénkte Folge in K. Das Diagonalverfahren

liefert eine Teilfolge (x}vm)m cy » SO dass

fir alle n € N der Grenzwert lim < ) ,x, > in K existiert. (6.2.2)

m—00

Auf Y :=span {z,, n € N} ldsst sich dadurch ein lineares, stetiges 2’: ¥ — K durch

< 2y >:= lim <) ,y> fir yeY definieren, (6.2.3)
m —r 00

welches nach Fortsetzung auf X das Gewiinsche erfiillt.

O
Lemma 6.2.2 X sei normierter Raum. Dann gilt:
X' ist separabel = X ist separabel
Satz 6.2.3 (X, ||-||) sei reflexiver Banachraum. Dann ist die (stark) abgeschlossene Einheits-

kugel B1(0) = {z€ X | ||z| < 1} in X schwach folgenkompakt.
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Wiederholung zu den Kompaktheitsbegriffen:
K C X ist

e kompakt (Heine-Borel’sche Uberdeckungskompaktheit )

e abzihlbar kompakt ( Bolzano—Weierstraf:
Jede Folge in K besitzt mindestens einen H.P. in K')

o folgenkompakt ( Jede Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge mit
Grenzwert in K')

Nur im metrischen Raum ist alles dquivalent.
Ist X nur Hausdorffraum, so gilt das folgende Diagramm (vgl. Abbildung , wobei

1. A = erstes Abzihlbarkeitsaxiom (jedes Element in X hat eine abzihlbare Umgebungsbasis),

2. A = zweites Abzihlbarkeitsaxiom (Existenz einer abzdhlbaren Basis der Topologie).

(itberdeckungs-)

kompakt 2.A.
27 kompak
/ il‘nn‘>
1A%
unmer
— %
folgenkompakt abzahlbar kompakt
—
1A.

Abbildung 6.1: Zusammenhang der Kompaktheitsbegriffe

Ohne Beweis seien folgende Verallgemeinerungen zur Kompaktheit gegeben.

Satz 6.2.4 (Alaoglu)

Sei (X, ||-]|) normierter Raum. Dann ist die (stark) abgeschlossene Einheitskugel Bi(0) =
{2/ € X'| |2/l < 1} in X' schwachx kompakt. (2.B. [Heu86], X, Satz 69.3 oder [Dob0d)],
S. 56)

Satz 6.2.5 Se: (X, Il H) reflexiver Banachraum. Dann ist die abgeschlossene Einheitskugel
B1(0) C X schwach (iberdeckungs-)kompakt.
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Dieser Satz ist aufgrund des Diagramms nicht dquivalent mit Satz [6.2.3

Satz 6.2.6 (Eberlein—Smulian)

Ein Banachraum X ist reflexiv genau dann, wenn jede (stark) beschrinkte Folge (x,), oy C X
eine gegen ein xg € X schwach konvergente Teilfolge besitzt.

Beweis: [Yos80], Seite 141.

Eine nette Anwendung ist der folgende

Satz 6.2.7 (Projektionssatz auf konvexe Menge)

Es sei X reflexiv, M C X nicht leer, konver und abgeschlossen. Dann gibt es zu jedem
xg € X\ M einx € M mit

— || = dist M) := inf -yl .
lzo = Zl| = dist (wo, M) := inf flwo —y]



6.3. DIREKTE METHODEN DER VARIATIONSRECHNUNG 67

6.3 Direkte Methoden der Variationsrechnung

Motivation: Stetige Funktionen f:R"™ — R nehmen auf Kompakta M C R" Minimum und
Maximum an. Wie l&sst sich das fiir f: X — R mit dim X = oo verallgemeinern?

Definition 6.3.1 X sei reeller normierter Raum, M C X sei eine Teilmenge, f: M — R eine
Abbildung.

(a) f heifit schwach folgenstetig in xo € M, falls f (xy) = klim f (zg) fir alle Folgen
— 0

(k) peny € M mit z, — 29 in X.

(b) f heifit unterhalb stetig in xo € M, falls [ (xy) < lim inf f(xy) fir alle Folgen
— 00

(k) peny C M mit x, — .

(c) f heifit schwach unterhalb stetig (s.u.s) in xo € M, falls f (xy) < likm inf f (xy)
— 00

fiir alle Folgen (x1), oy C M mit x, — o in X.
(d) f heifft schwach unterhalb stetig in M, falls [ s.u.s fir alle xg € M ist.

(e) f heift koerziv auf M, falls f(x)) — oo fiir alle Folgen (xy), .y € M mit ||z — oo.
Satz 6.3.2 (Hauptsatz der Variationsrechnung)

Sei (X, ||-]]) ein reflexiver Banachraum und M C X sei schwach folgenabgeschlossen, d.h.

(Tn)peny CM, 2y ~2€X fir n—o0 = z€M|. (6.3.1)

Ist dann f: M — R eine auf M schwach unterhalb stetige und koerzive Abbildung, dann gilt:

1. f ist nach unten beschrankt auf M

2. f nimmt das Infimum in M an

(Existenz eines Minimierers xo € M mit f(xg) = in& f(x))
T e

Bemerkung: Wegen der Koerzivitéat liegen Minimalfolgen von f in einer beschréankten Menge.
Wir wissen

e beschrinkte Mengen in X sind schwach kompakt.
Das ist etwas weniger als kompakt. Dafiir fordern wir von f
e f ist schwach unterhalb stetig,

was mehr ist als nur unterhalb stetig.
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Anwendung auf Variationsprobleme:
z.B. sei X = Funktionenraum iiber (a,b) C R, F': R*— R und
f: X —R

b
r — /F(m,x) dt ,

gesucht: 2o = z¢(t), t € (a,b), mit f(z9) = min f(zr) und zp€ M C X
. . zeM
(M = zuldssige Funktionen).

Beispiel 6.3.3

1

:/{§(j:(t))2+g(x(t)) dt |

wobei g: R — R eine C?*—Funktion mit ¢"(x) > v > 0 (konvex).

Dann ist f: X = H'(a,b) — R schwach unterhalb stetig und koerziv (X = M).
Satz[6.5.9 liefert die Existenz eines Minimierers xo € H'(a,b) von f.

Man kann zeigen, dass xo sogar in H*(a,b) liegt und das folgende Randwertproblem list
—Z+ ¢ (x) =0 in(a,b)

RWP
( )[ i(a) = @(b) = 0.

Der Beweis der schwachen unterhalb Stetigkeit l&sst sich elegant mit dem folgenden Satz fiihren.
Satz 6.3.4 Sei (X, ||-||) normierter Raum und f: X — R sei unterhalb stetig und konvez,
also

FT=XNu+ x) < (1=X) f(u) + Af(v) firalle X€(0,1) und fir alle u,v € X .

Dann ist f schwach unterhalb stetig auf X.
Zum Beweis benotigen wir den folgenden Satz von Mazur

Satz 6.3.5 (Mazur)
Sei (ur), ey € X, X normierter Raum und u, — uo in X fiir k — oo.

Dann existiert eine Folge von Konvexkombinationen

k k
v = E Qg ju;  mit E ap; =1 und op; >0,
=1 j=1

so dass vy, — ug in X fir k — oo.



Kapitel 7

Konsequenzen aus dem Satz von Baire

Zur Erinnerung (Satz[2.3.7)):

Baire: Jede nichtleere offene Menge eines vollsténdigen metrischen Raumes (X, d) ist von

zweiter Kategorie, d.h. nicht von erster Kategorie, bzw. mager. Komplemente von mageren
Mengen sind dicht, falls (X, d) vollstédndig.

7.1 Satz von der gleichméifligen Beschrianktheit

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit der Konvergenz von Elementen des normierten Raum-

es <£(X7 Y), H'Hc(;gy)) beschéftigen.

Satz 7.1.1 (Prinzip der gleichmdijf$igen Beschrinktheit von Banach)

Seien (X, || - ||x) ein Banachraum und (Y, || - |ly) ein normierter Raum. Sei eine Familie von
stetigen Operatoren {Ax} oy C L(X,Y) punktweise beschrdnkt, d.h. es gelte mit Zahlen
m(z) e R:
sup ||A,\xHY = m(z) < oo, firallexe X. (7.1.1)
A€A

Dann ist (Ay),cp gleichmdfig beschrdnkt, d.h. 3 > 0 mit

||A/\||£(X7y) < u, firaleXeA.

Korollar 7.1.2 (a) M C X sei eine schwach beschrinkte Teilmenge eines normierten
Raumes X. Dann ist M (stark) beschrankt in X .

(b) Sei (v,),.n C X schwach konvergent mit x, — T in X. Dann ist (z,,), .y stark be-
schrankt, d.h. 3 >0 mit sup ||z,|x < p.
neN

(c) Sei(z],), oy C X' schwachs konvergent x}, = %' in X'. Dann ist (},), . stark beschrinkt
in X', d.-h. 3 >0 mit sup ||z} || x < p.
neN
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Satz 7.1.3 (Banach—Steinhaus)

Seien (X, || - ||x) , (Y, || - [ly) Banachrdume und (Ay), o C L£(X,Y). Dann konvergiert (A,),,
in'Y genau dann fir jedes x € X, falls die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) (An),cy ist gleichmdfig beschrinkt

(ii) (Anz), oy konvergiert fir jedes x aus einer in X dichten Teilmenge D.

Zusdatzlich gilt in dieser Situation:
Der durch Ax := lim A,z auf X definierte Operator A liegt in L(X,Y") und es gilt:
n— oo

IA|| < liminf [|A,]| . (7.1.2)
n— oo

Anwendung auf Quadraturformeln
X =Cla,b], Y =R, f,lz]:= Z Bkn) (t(n ) wobei a < t{" < ... < !/ < b eine Folge von

Zerlegungen des Intervalls [a, b] 1st Die Folge (fy), ey C £(X,Y) kann als Quadraturverfah-
ren zur Berechnung des Integrals

b
flz] == / x(t)dt  aufgefasst werden .

a

Mit Hilfe von Banach—Steinhaus und dem Satz von Weierstrafl erhalt man:

Die Quadraturformeln f,[x] konvergieren genau dann fiir jedes x € X gegen f[z], falls gilt:

(B) fn|x] konvergiert fiir jedes Polynom = gegen f[z].
Satz 7.1.4 (Charakterisierung von schwacher Konvergenz)
Sei (X, || -||) ein normierter Raum. Fir (x,), .y C X gilt genau dann x, — x € X, falls gilt:

(i) 3 u >0, so dass ||z,|| < p, fir allen € N, und

(i) flxn] — flz] gilt fiir jedes f aus einer in X' dichten Teilmenge D'.
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7.2 Satz von der offenen Abbildung

Definition 7.2.1 Sind X und Y topologische Rdaume, so heifit f: X — Y offen, falls gilt
U ist offen in X = f(U) ist offen in Y .

Lemma 7.2.2 (a) Ist f: X =Y (X,Y topologische Riume) bijektiv, so gilt:

f ist offen <= [~ ist stetig

(b) Sind X,Y normierte Rdume und ist T: X —'Y linear, so gilt:

T ist offen <= Es gibt ein § >0 mit B} (0) C T(B;(0)) C Y.

Satz 7.2.3 (Satz von der offenen Abbildung)
Seien X und Y Fréchetraume. Dann gilt fir jedem Operator T € L(X,Y)

T ist surjektiv <= T ist offen

Beweisidee (nur Hinrichtung):

Ist T surjektiv, so gilt Y =T(X) = |J My mit My, := T(Bk(())).
kEN

Nach dem Baire’schen Kategoriensatz existiert ein kg € N mit int(My,) # 0.
Wihle also g9 > 0 und yg € Y mit

B€0<y0) C int (M_kg) C Mko = T(BkO(O))

In zwei weiteren nichttrivialen Schritten wird diese Inklusion zu
36 >0 sodass Bs;(0) ¢ T (By(0))
und schliefllich
30 >0 sodass B;(0) C T(Bi(0)),

was nach Lemma[7.2.3 die Offenheit von T liefert.

71



72 KAPITEL 7. KONSEQUENZEN AUS DEM SATZ VON BAIRE

Korollar 7.2.4 (Satz von der inversen Abbildung)
Seien X und Y Fréchetraume und ist T € L(X,Y), so gilt:

T bijektiv = T 'e L(Y,X),

d.h. T st topologischer linearer Isomorphisms. Sind X,Y sogar Banachrdume, so existieren
m, M >0 mit

m|z||lx < ||[Tz|ly < M||z||x fir allex € X .

Fiir bijektives T' € L(X,Y) bekommt man also die Stetigkeit der Inversen bei Vollsténdigkeit
von X und Y sozusagen geschenkt.

Beispiel 7.2.5 Sei (Y, |||ly) := (Cla,b], ||]lc) und
X = {x € C?a, 0] |x(a) = z(b) = 0},

zllx = llzllc2a -
Dann ist X C (C?%[a,b], |||lc2(p) ein abgeschlossener Unterraum von C2[a, b], also selber ein
Banachraum.
A: X — Y linear sei definiert durch

(Az)(t) = aa(t) Z(t) + a1(t) &(t) + ao(t)z(t) mit a; € Cla,b], i = 0,1,2.

Dann ist A stetig und es gilt nun offenbar:

Die Randwertaufgabe (gegeben: y € Y, gesucht: z € X)
as(t)@ + ar(t) & + ap(t)z =y

mit z(a) = z(b) = 0

ist fiir alle y € Y eindeutig losbar

<= A ist bijektiv

In diesem Fall ist wegen Korollar also A™' € L(X,Y).
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7.3 Satz vom abgeschlossenen Graphen

Motivation: Héaufige Situation 7": X — Y linear kann nicht auf ganz X definiert werden.

Trotzdem will man unter Umsténden weithin die Topologie von X verwenden. Stetigkeit
geht dabei aber im Allgemeinen verloren (unbeschrinkte Operatoren).

Definition 7.3.1 Seien X,Y metrische lineare Riume. M C X sei Unterraum. T : X —'Y
mit Definitionsmenge D(T) = M sei linear. Dann heifst der Unterraum

graph(T) = G(T) := {(z,Tz)|z € D(T)} C X X Y der Graph von T .

Definition 7.3.2 Der lineare Operator T heifit abgeschlossen, falls sein Graph G(T) in
X xY abgeschlossen ist.

Schreibweise: C(X,Y):={T: D(T)C X - Y | T ist linearer und abgeschlossener Operator }
Die Topologie in X x Y ist dabei die (iibliche) Produkttopologie.

Lemma 7.3.3 Sei T: X — Y linearer Operator mit Definitionsbereich D(T'). Dann gilt:
Fiir jede Folge (xn)neN C D(T) gilt:

T ist abgeschlossen <= lim z, =zmX

n—o0

= ze€D(T) und Tr=y
lim Tx, =y Y

n—oo
Beispiel 7.3.4
T: Cla,b] — Cla,b],

d
Ty = i mit D(T) = C'[a,b] ist abgeschlossen.

n

d
Es gilt sogar: T = ek Cla,b] — Cla,b] mit D(T) = C"[a,b] ist abgeschlossen .
Satz 7.3.5 (Satz vom abgeschlossenen Graphen)

Seien X,Y Fréchetriume, T: X — Y linear mit Definitionsbereich D(T) C X abgeschlossen
i X. Dann gilt:

T ist abgeschlossen (d.h. T € C(X,Y)) <= T ist stetig (d.h. T € B(X,Y)),
wobet

B(X,Y) := {T: DTYc X —Y ‘ T ist linearer und stetiger (beschrankt) Opemtor}

eine Erweiterung von L(X,Y) auf nicht notwendigerweise iiberall definierte Operatoren ist.

Offenbar gilt (trivialerweise) L(X,Y) C B(X,Y).
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Bemerkung: Ist insbesondere also D(T') = X so sind die Begriffe abgeschlossener und stetiger
Operator dquivalent, sonst allerdings nicht. Insbesondere gilt £(X,Y) C C(X,Y), da Operato-
ren in £(X,Y) immer auf ganz X definiert sind.

Bemerkung 7.3.6 Fir T € C(X,Y) gilt immer: Der Kern N(T) = {z € D(T) | Tz = 0} ist
abgeschlossen in X. Im Falle, dass codim R(T) := dim (Y/R(T)) < oo ist auch das Bild R(T)
'Y abgeschlossen.

Im allgemeinen muss R(7") aber nicht abgeschlossen sein.

Versieht man D(7T') mit einer neuen Norm, der sogenannten Graphennorm, so wird ein abge-
schlossener Operator sogar stetig:

Satz 7.3.7 Seien X undY Banachriume und T € C(X,Y') mit Definitionsbereich D(T) C X.
Dann gilt:

(a) D(T), versehen mit der Norm |||z||| := ||x||x + ||Tz||y ist ein Banachraum

(b) T: (D(T), ||| -|l]) = Y ust stetig
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7.4 Abschlie3bare Operatoren

Oft lésst sich aus einem nicht abgeschlossenen Operator 7: X — Y, D(T) C X zunéchst noch
eine abgeschlossene Fortsetzung konstruieren.

Definition 7.4.1 T': X — Y linear, D(T) C X, heifit abschlief$bar, falls der Abschluss

seines Graphen G(T') gleich dem Graphen G(S) eines linearen Operators S: X —Y | D(S) C
X ist.

Bemerkung 7.4.2 e Schreibweise: S =T = ,,Abschluf8 von T“
o T ist ein abgeschlossener Operator

° D(T) C D(T) und T|D(T) =T

Lemma 7.4.3 Sei T wie in Definition[7.4.1. Dann gilt:

Fiir alle Folgen (xn)neN C D(T) gilt:
T st abschlieffbar <= lim z, =0mX
" . = y=0
lim Tz, =y mY
n—o0
Beispiel 7.4.4
d
X = L*(a,b) T = e X —X (klassische Ableitung)
D(T) = C**(a,b) = {x € Ca,b) |z, C;—f € L2(a,b)} c X

T ist nicht abgeschlossen, aber abschlieffbar.

Berechnung des Abschlusses S =T von T

D(T) >z, — zin L*(a,b)
d dann ist z € D(S) und Sz := y.
72
o T yin L(a,b)

Sei (z,y) € G(T) wie oben gegeben. Dann gilt

<ixn,gp> :—<:pn,igp> fir alle ¢ € C5°(a,b).
dt L2(a,b) dt L2(a,b)
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Also

b b

/y-cpdt = — /x-%g@dt fir alle ¢ € C5°(a,b),

a a

d.h. nach Definition ist y die schwache Ableitung von z, bzw. y = dyxz, S =T = d,.
Insbesondere ist also x € W'2%(a,b) = H'(a,b) und damit D(T) C H'(a,b).

Tatséchlich gilt sogar D(T) = H'(a,b). Um das zu zeigen, benstigt man wesentlich den
Satz von Meyers und Serrin, der besagt, dass C'?(a,b) in H'(a,b) dicht liegt.

Korollar 7.4.5 T = &4 L*(a,b) —>_L2(a,b) mit D(T) = C"2(a,b) ist abschliefbar

und T = dy: L?*(a,b) — L?(a,b), D(T) = H'(a,b) ist der schwache Ableitungsoperator.

d
Zum Vergleich: T = e Cla,b] — C[a,b], D(T) = C"[a,b], war schon abgeschlossen.

Wesentlicher Vorteil der schwachen Ableitung: L?(a,b) ist ein Hilbertraum, wihrend Cla, 0]
noch nicht einmal reflexiv ist!



Kapitel 8

Duale und adjungierte Operatoren

Motivation: Sei X =R", Y =R™ und A € R™*" eine Matrix.
Dann gilt fiir A':= AT € R**™:

(y, Az Ygm = yT(Az) = (Ax)Ty = 2T ATy = (ATy) & = (A'y, 2)gn

(8.0.1)
fiir alle z € R” und y € R™

In diesem Sinne ist A" der zu A duale Operator. Als lineare Abbildungen aufgefasst gilt daher:
Ae L(X,Y) und A e L(Y' X'

Lemma (Alternativsatz der linearen Algebra): In der obigen Situation gilt:

(a) R(A't=NA)CY’
(b) R(A) = NA) CY (N = kern, R = range)

Die Frage der Losbarkeit von Az =y (was ist R(A)?) wird mit Hilfe des Kerns N(A’)
beantwortet.

Ziel ist eine Verallgemeinerung des Alternativsatzes auf unendlich dimensionale Rdume.

8.1 Duale Operatoren

Zwei lineare Operatoren T: D(T) C X — Y und S: D(S) C Y’ — X' heiflen zueinander
dual, falls gilt

<y, Te>> =< Sy,x> firalle z € D(T) und y' € D(S).

7
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Zunéchst ist der zu T duale Operator damit noch nicht eindeutig bestimmt. Dies dndert sich,
wenn D(T) dicht in X ist:

Satz 8.1.1 Seien X,Y normierte lineare Raume, X' und Y’ dazu duale Banachrdume und
T:X =Y, D(T) CX sei linearer Operator. Dann gilt:

¢

Fiir jedes feste y' € Y’ gilt:

Falls ein ' € X' existiert mit
D(T) C X ist dicht <=

<y, Tx>> =<2 ,x> firalexe D(T), (8.1.2)
\ dann ist ' durch eindeutig bestimmt.

Bemerkung: Bei gegebenem ' € Y/ muss nicht notwendigerweise ein 2’ € X' existieren,

so dass (8.1.2)) gilt!

Definition 8.1.2 Seien X, Y lineare normierte Raume, T: X — Y sei linear und dicht defi-

niert (d.h. D(T) = X ). Der zu T duale (lineare) Operator T':Y' — X' ist dann wie folgt
definiert:

) ; Zuy' €Y' existiert ein ' € X' mit
y € D(T") = (8.1.3)
<y, Te>=< 22> firalex e D(T)

In diesem Fall setzen wir T'y' := 2/, d.h. es gilt

<y, Te>»>=<Ty, 2> VYzeDT) VyeD(T). (8.1.4)

Bemerkung 8.1.3 o Wegen Satz und weil D(T') dicht in X ist, ist T" wohldefiniert
o heifst insbesondere, dass y' o T auf D(T) stetig ist
o In der Regel wird deshalb D(T") CY' sein

e D(T") = {0} ist nicht ausgeschlossen

Beispiel 8.1.4 Sei 1 <p < oo und X =Y = (P. Betrachte den Linksshift—Operator
T: X =Y
(81, S9,83, .. ) — (82, S3, .. )

mit D(T) = X. Un T zu berechnen, identifizieren wir X' =Y’ mit ¢4, wobei ]% + é =1

(vgl. Satz[5.5.9 aus Kapitel V).
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Behauptung: D (1) =Y’ = (4. Sei dazu y = (1)), ey € ¢ = (¢7)' gegeben.
Dann gilt nach obigem Satz fiir ¢’ die Darstellung;:

Ylr] = tos, fiiralle z = (s,),.y €
neN

Konstruktion von 2/ € X’ = (9: Setze 2’ := (fn) t1 =0, t, :=t,_1, n>2.

Dann gilt:

neN "’

o oo
<y, Trz> = Z ty Spy1 = Z ths, =< o', x> firale z= (8n)pen €° =D(T),
n=1 n=2

also ist in der Tat 7"y’ = x’. Somit ist 7" der Rechtsshift—Operator

Y = X'
(tl,tQ,...> — (O,tl,tg,...) .

Satz 8.1.5 Der duale Operator aus Definition ist stets ein abgeschlossener Operator.

Satz 8.1.6 Sei X normierter linearer Raum und Y sei reflexiver Banachraum.
T: X =Y sei linear und dicht definiert. Dann gilt:

T ist abschliefbar <= D (T") ist dicht in Y’

Satz 8.1.7 Seien X und Y normierte Riume, und T € L(X,Y). Dann ist auch T'€ L(Y', X')
und ||T||£(X,y) = ||T,H£(Y’,X’)’ D.h. die Abbzldung

LLX)Y) — LY X))
T v+— T

st linear und eine isometrische Einbettung.

Bemerkung: Die obige Einbettung ist in der Regel nicht surjektiv.

Satz 8.1.8 Sei X normierter Raum. S, T: X — X seien linear, T' sei dicht definiert,
S e L(X,X), also insbesondere D(S) = X und S"€ L(X',X") . Dann gilt:

(a) SoT: X — X ist dicht definiert mit D(SoT) = D(T)
(b) (SoT): X' — X' existiert also und es gilt
(SoT) =ToS8 mit D((SoT)) = D(T'o5"),

d.h., (SoT) ist definiert fir all diejenigen z'€ X' mit 'z’ € D(T").
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Korollar 8.1.9 Sei X normierter Raum und seien S,T € L(X, X).
Dann ist (SoT) =T'0 5" € L(X X").

Satz 8.1.10 Sei T: X — Y linear und dicht definiert. Dann gilt

T bildet jede konvergente Folge (xy), oy m D(T) C X
D(T) =Y in eine schwach konvergente Folge in'Y ab

(xn MxGD(T)(n%oo) — TxnéTx(n—H)o)>.
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8.2 Adjungierte Operatoren

Ganz analog zur dualen Abbildung erkldrt man:

Definition 8.2.1 Seien (X, (,-)x) und (Y, (-,-)y) unitire Riume und T: X — Y sei linear
und dicht definiert. Der zu T adjungierte (lineare) Operator T*:Y — X ist dann wie folgt
definiert:

Zuy €Y existiert ein z € X mit

ED(T) CY —
Y ") (z,x)x = (y,Tx)y firalle x € D(T)

In diesem Falle setzen wir Ty = z.

Bemerkung 8.2.2 FEs gilt also

(Ty,x)x = (y,Tx)y firalle v € D(T) wund

8.2.1
fir alle y € D(T™) ( )

Man vergleiche auch die Ahnlichkeit mit
< T,y/, T >xnxy = <K y’, Tx >Svicy fur alle © € D(T) (8 9 2)

fir alle y'€ D(T")

Sind X und Y sogar Hilbertraume, léasst sich vermoge der Riesz’schen Isomorphismen ein
Zusammenhang zwischen 7" und 7™ herstellen. Seien dazu

inX—)X/,
u +—> Jxu, wobei (Jxu)[z] = (u,z)x, € X, fir ue X

JyZY —)Y’,
v — Jyv, wobei (Jyv)ly] = (v,y)y, yeY, fir veY

die Riesz’schen Isomorphismen.

Lemma 8.2.3 Seien X,Y Hilbertraume und T: X — Y sei linear und dicht definiert.
Dann gilt:

T*= Jg'o T'oJy und D(T*) = J;' (D(T")) (8.2.3)

Beispiel 8.2.4 X =Y = L%*a,b), K = R und (a,b) sei ein endliches Intervall.

Ty = %x, D(T) = {:17 € Ca,b], z(a) = z(b) = 0} ist dicht in  L*(a,b).
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Dann ist T* = —d, (schwache Ableitung) mit D (T*)= W?(a,b). Fiir

Sz = %x mit D(S) = C'[a,b]

ist S*= —d; mit D (S*) = Wy?(a,b) = clj,, (C5°(a,D)).

Satz 8.2.5 XY seien Hilbertrdume und T: X — Y sei linear und dicht definiert.
Dann gilt:

(a) T ist abgeschlossen

(b) T ist abschlieffbar <= D (T%) ist dicht in'Y

(¢) T € L(X,Y) = T*€ LY, X) und |Tleoew = 1T e
(d) T ist abschliefbar = T = T**:= (T*)*

(e) T ist abgeschlossen <= T =T**

(f) T ist abschliefibar —> (T)*: T*

Folgende Rechenregeln ergeben sich fiir Operatoren aus £(X,Y):

Satz 8.2.6 (Eigenschaften der Adjungierten) Seien X,Y,Z Hilbertridume.
Dann gilt:

(i) (tkA+ B)" = aA*+ B* fir A BeL(X,Y) und a€K.
(ii)

(AB)" = B*A* fir Ae L(X,Y) wund BeL(Y,Z).
(iii) (AN = (A" fir Ae L(X,Y), falls die Inverse von A existiert.
(

(iv) (A" = A fir Ae L(X)Y).

Definition 8.2.7 X sei Hilbertraum, T: X — X sei linear und dicht definiert.

(a) T heifit symmetrisch :<= T* ist eine Erweiterung von T (d.h. D(T) C D(T*)
und T|"b(T) = T). In Zeichen: , T C T*“. Insbesondere gilt also

(Ty,z) = (y,Tx) firalle z,y€ D(T). (8.2.4)

Im Fulle K = C nennt man diese Operatoren hermatesch.
(b) T heifit selbstadjungiert : < T = T* (insbesondere also D(T) = D (T*))

(c) T heifit wesentlich selbstadjungiert : <= T ist selbstadjungiert.
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Achtung: die Begriffe selbstadjungiert und symmetrisch, bzw. hermitesch sind nur fiir

beschréinkte (iiberall definierte) Operatoren aquivalent.

Bemerkung 8.2.8 (a) T ist symmetrisch <= (Ty,z) = (y, Tx) fir alle z,y € D(T)
o D (T*) ist dicht in X und damit evistiert T
In diesem Fall gilt:
e D(T) S D(T*) ist moglich
(b) Ist T selbstadjungiert, so ist T symmetrisch

(c) T ist selbstadjungiert < <T ist symmetrisch und zusdtzlich gilt:

(v, 2) = (y,Tz) firalle z€D(T) = yeD(T) mit Ty=y’] )
(d) Ist T selbstadjungiert, so ist T abgeschlossen

(e) Ist T symmetrisch und D(T) = X, so ist T selbstadjungiert und stetig

Beispiel 8.2.9
T: L*(a,b) — L*(a,b)

2

Tx = %x mit D(T) = C?[a,b] N {z(a) = z(b) = 2'(a) = 2/(b) = 0}

1st symmetrisch. Es gilt:

e Tz =di(Lz) mit DT) = W??a,b) N {z(a) = 2(b) = 2'(a) = 2/(b) = 0}.

Damit ist T nicht wesentlich selbstadjungiert.
e Widhlt man fir T = % aber D(T) = C?[a,b] N {z(a) = x(b) = 0}, erhdlt man
_ d _
Txr = d; (@ x> mit D (T) = W??(a,b) N {z(a) = z(b) = 0}
= W2%(a,b) N Wy *(a, b)
und (T)*=T .

Beispiel 8.2.10 Sei X = L*(Q), wobei Q C R" offenes, beschrinktes Gebiet mit glattem Rand
0%} sei. Der Laplace—Operator

Tu = Au mit D(T) = C5°(2)

ist symmetrisch, denn nach der Greenschen Formel gilt (Tu,v)2) = (u,Tv)2(q) fir alle
u,v € D(T). Der Abschluf$ von T,

Tu = Z dy, (dyu) = Au  (im schwachen Sinne)mit D (T) = W**(Q) N Wy (),

i=1

st selbstadjungiert.
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Selbstadjungierte Operatoren aus L(H) := L(H, H) erzeugten sogenannte unitire Gruppen:

Satz 8.2.11 (Erzeugung unitidrer Gruppen) Fir selbstadjungierte Operatoren A € L (H),
H Hilbertraum tber K = C, definiert

o0

1
U(t) := exp (—itA) Z H —itA)* e L(H) (8.2.5)
k=0

eine Familie von Isometrien {U(t) |t € R} C L(H) mit
(i) U(0) = 1d,
(i) U(s)-U(t) = U(s+t) firale s,teR,
(i) z’%U(t) — AU(t) = U®)A fiir alle t€R.

Mit Hilfe solcher unitdren Gruppen lassen sich formale Differentialgleichungen im
Hilbertraum 16sen:

gesucht x = z(t) € H,t € R mit

d
z&x = Az, z(0) =x0€ H (8.2.6)

hat als Losung x(t) = U(t) xo.
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8.3 Satz vom abgeschlossenen Wertebereich

Satz 8.3.1 (Satz vom abgeschlossenen Wertebereich; Banach)
Banachraumuversion (T: XY, 17T:Y — X’) :

Seien XY Banachriume, T: X — Y sei linear, dicht definiert und abgeschlossener Opera-
tor.

Dann sind dquivalent:

(1) Der Wertebereich R(T') ist abgeschlossen in'Y

(2) Der Wertebereich R(T") ist abgeschlossen in X'

(3) R =N(T")* ={yeY, <y,y>=0 firale yeN(({T)} CY

(4) R(I")=N(T)* = {re X', <za>=0 firale z€N(T)} C X'
H:lbertraumuversion (T: X=>Y, T:Y — X) :

Seien X, Y Hilbertrdume, T: X — 'Y sei linear, dicht definiert und abgeschlossener Operator.

Dann sind dquivalent:
(1) R(T) ist abgeschlossen in'Y
(2) R (T ist abgeschlossen in X
(8) R(T) = N(T*)" == {yeY, (y,2)y =0 firalle z€ N(T*)} CY
(4) R(T") = N(T)*" == {z € X, (z,v)x =0 firale ve NT)} C X

Bemerkung: (1) ist z.B. erfiillt, falls dim R(T") < oo, oder falls codim R(T") < oo
(vgl. Bemerkung [7.3.6)).

Korollar 8.3.2 (Fredholm—Alternative)

Ser T': X — Y linear, dicht definiert und abgeschlossener Operator mit abgeschlossenem Bild
R(T). Dann gilt fir yo € Y fest.

Die Operatorgleichung Tx = yq

<= | fiir alle y' € D(T") mit T'y'=0 folgt y'[yo] =0
(gesucht: T € D(T)) ist losbar } [f y (T7) folgt y'[yo]

Korollar 8.3.3 Sei X Hilbertraum und T: X — X selbstadjungiert, also T = T™.
Dann gilt:

R(T) ist abgeschlossen <= R(T) = N(T)* <= X = R(T) @ N(T)
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Beispiel 8.3.4

d
Tx = d; (p- 7 $) + qx mit vorgegebenen Funktionen q € Cla,b], p € C*[a,b] mit p > 0.

T: L*(a,b) — L*(a,b) mit D(T) = W?22(a,b) N Wy*(a,b) ist selbstadjungiert und es gilt

ix)+ qgr =0 ina,b]

Regularitétstheorie fiir diese lineare Differentialgleichung 2ter Ordnung liefert, dass
N(T) C C?[a,b]. Da N(T) entweder null- oder eindimensional ist, ist R(T') = L*(a, b)
oder codim R(7T) = 1.

Korollar 8.3.5 Seien X und Y Banachrdume, T: X — Y linearer und abgeschlossener

Operator mit D(T) = X. Dann gilt:
(a) R(T) =Y <= T’ hat eine stetige Inverse (T")"": R(T') — D (T")

(b) R(T") = X' <= T hat eine stetige Inverse T~': R(T) — D(T)

Korollar 8.3.6 Seit X ein Hilbertraum tiber K = C und T': X — X linearer, dicht definierter
und abgeschlossener Operator. Ist dann fiir ein ¢ > 0

Re(Tx,z) > c|z||* firalle z€D(T) (<=:T ist positiv definit)
so ist T* surjektiv (R(T*) = X).
Beispiel 8.3.7 (Fortsetzung von Beispiel
T = —A: Ly(Q) = Ly(Q) mit D(T) = W?2(Q) N W, *(Q) war selbstadjungiert.

T ist positiv definit, denn es existiert ein ¢ = cq > 0 mit

(—Au,u)r20) = Z /(alggu(ac))2 de > c- ||uHiQ(Q) fir alle uw e W*(Q) N W,2(Q).
i=1 {

Damit ist T surjektiv, d.h. das Dirichletproblem
—Au = f inQ
gesucht istu € W>*(Q2)  mit
u =0 aufdf2

ist fiir jedes f € L*(Q2) im schwachen Sinne ldsbar.

(néiheres dazu vgl. Vorlesung partielle Differentialgleichungen)



Kapitel 9

Spektraltheorie

9.1 Kompakte Operatoren

Definition 9.1.1 (kompakter Operator) Seien V,W normierte Riume. Ein linearer Ope-
rator A: V. — W heifit kompakt, wenn das Bild jeder beschrinkten Menge M in V eine
relativ kompakte Menge in W ist, das heifst, A (M) ist kompakt.

Notation:

K(V,W) = {A: V — W | A ist kompakter Opemtor}. (9.1.1)

Da kompakte Mengen immer beschrdankt sind, ist jeder kompakte Operator ein beschrdankter
Operator, das heifst, es gilt KK (V,W) C L(V,W).

Bemerkung 9.1.2 A: V — W st genau dann kompakter Operator, wenn fiir Folgen in V
qgilt:

{@r}pen C V oist beschrinkt = {Axy}, .y C W besitzt eine konvergente Teilfolge in W.
(9.1.2)

Beispiele 9.1.3 (i) Sei Ac L(V,W) mit dimV < oo oder dimW < oo.
Dann ist A kompakter Operator, also A € K(V,W).

(i) Ae L(V,W), Be LW, Z)

= BoAeK(V,Z).
und A oder B kompakter Operator } ° ( )

87
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(iii) Losungsoperatoren von Differentialgleichungen sind oft kompakt, 2.B. G C R™

beschrdnktes Gebiet und A = Laplace—Operator

A=A V:HQ(G)ﬁ{u:@%R‘u(x) ~ 0 V:peaG} W= LX(G)

J/

Nullrandl;c;iingungen

ist bijektiv und A=1 € LW, V) ist als Operator A~': L*(G) — L*(G) kompakt.

Literatur: D. Werner [Wer00], FA, Satz V. 2.13

Satze iiber kompakte Operatoren

Satz 9.1.4 (Schauder) Seien V,W Hilbertriume und A € L(V,W). Dann gilt:

A ist kompakter Operator < A* € L(W, V) ist kompakter Operator

Literatur: K. Yosida [Yos80], FA, Chapter X, §4

Satz 9.1.5 Seien V,W Banachriume. Sei A € L(V,W) und (A,)

C K(V, W)

neN

eine Folge kompakter Operatoren mit

A, — AHL:(V,W) — (n—>00), dannist A€ K(V,W).

Literatur: D. Werner [WerQ(], FA, Satz 11.53.2

Satz 9.1.6 Sei V' ein normierter Raum und A:V — V' ein kompakter Operator und
(Id —A) V=V ser ingektiv. (Id: V=V, z— x identische Abbildung)

Dann st

stetig.

1

(Id=A) : R(Id-4) — V
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9.2 Riesz-Schauder Theorie kompakter Operatoren

Literatur: F. Hirzebruch/W. Scharlau: [HS96] und T. Kato: [Kat95]

Definition 9.2.1 Seien V' ein Banachraum iber K = C und A € L(V).
Dann heifst

o(A) = {)\ eC | AMd —A:V — V st nicht invertz’erbar} (9.2.1)

das Spektrum von A. Das Komplement p(A) := C\ o(A) heifit Resolventenmenge.
Fiir X € p(A) heiflen die Operatoren

R(MA) = Ad=A)""e (V) (9.2.2)

Resolventen von A.

Bemerkung: Fiir A € p(A4) ist (A\Id—A) : V. — V invertierbar, also bijektiv, das heifit,
mit dem Satz von der inversen Abbildung auch stetig (Korollar [7.2.4). Damit gilt

p(A)={XAeC| (A\Id—A): V — V ist bijektiv und (AId—A)"" ist stetig} . (9.2.3)

Wie fiir dim(V) < oo nennen wir A € C Eigenwert von A, falls

NAId-A) #{0} <= 3z  #0mitAr =z (9.2.4)
—_ =~
= Eigenraum von \ = Eigenvektor

Offenbar ist jeder Eigenwert von A ein Element von o(A), also ein Spektralwert.

Im endlich dimensionalen Fall gilt auch die Umkehrung, denn fiir dimV < oo gilt fiir
A:V — V linear, dass

A ist injektiv. <= A ist surjektiv. (9.2.5)

Lemma 9.2.2 Seien V' ein Banachraum und A € L(V') bijektiv. Fir T € L(V) gelte

1

IA=Tlz0y < 53—
A ey

Dann ist auch T bijektiv.

Korollar 9.2.3 Fir A€ L(V) ist die Resolventenmenge p(A) C C offen.
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Satz 9.2.4 Seien V ein Banachraum iber K = C und A € L(V'). Dann ist das Spektrum o(A)
von A nicht-leer und kompakt (abgeschlossen und beschrinkt). Genauer gilt

o(A) C {/\GC‘ I\ < ||A\|£(V)} . (9.2.6)

Definition 9.2.5 Das Spektrum o(A) von A € L(V') zerfallt in die drei disjunkten Anteile
(i) das Punktspektrum

o, (A) = {)\ € o(A) \ NId — A) £ {0} }
das heifit, \1d — A ist nicht injektiv (A Eigenwert).
(ii) das kontinuierliche Spektrum

oc(A) = {)\ c€o(A) ‘ (A1Id —A) ist injektiv, nicht surjektiv und R (A1d —A) ist dicht mv} .

(iii) das Residualspektrum

or(A) = {)\ € o(A) ‘ (AId —A) ist injektiv, nicht surjektiv und R (A1d —A) ist nicht dicht inV} .

Bemerkung: Offenbar ergibt das eine disjunkte Zerlegung des Spektrums:
o(A) = 0,(A) U a.(A) U o,.(A) (9.2.7)

Beispiele:
(i) Falls dim(V) < oo, dann ist 0(A) = 0,(A), vergleiche (9.2.5)).

(ii) Fiir den Shiftoperator A (? — (%, x:= (§;); .y = (0,&1, 62, ... ) ist 0 € 0,(A).

Lemma 9.2.6 Sei A € L(V) ein kompakter Operator und dim(V') = co. Dann gilt 0 € o(A).
Satz 9.2.7 (Riesz—Schauder) Seien A € L(V) kompakter Operator und V Banachraum.
Dann gilt:

(i) Das Spektrum o(A) von A besteht aus hichstens abzihlbar vielen Punkten in C mit
0 € o(A) (falls dim(V') = o0) als einzig maoglichem Hdaufungspunkt.

(ii) A€ a(A)\{0} = A€ o,(A), das heifst, bis auf 0 € C sind alle Spektralwerte immer
FEigenwerte.

(iii) Jeder Eigenwert A € 0,(A)\{0} hat endliche geometrische und algebraische Vielfachheit,
das heifst,

1 < geo()) = dim (N(/\Id —A)> < alg()) := dim ( U N[ (A Id —A)"D < .

neN
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Beweis: [Yos80], Kapitel X, §5, Theorem 2.

Folgerung 9.2.8 Die Integralgleichung fiir x € C[0,1]  (gesucht)

1

A-x(t) = /k(t, s)x(s)ds, (9.2.8)

0

wobei k: [0,1] x [0,1] — R stetig vorgegeben ist, hat fir jedes \ # 0 hichstens endlich
viele linear unabhdngige Losungen.

Satz 9.2.9 Seien H ein Hilbertraum und A € L (H) kompakt und zusdtzlich hermitesch
(= hier selbstadjungiert). Dann gilt neben den Aussagen von Satz .'

(1) Das Spektrum von A ist reell, das heifit, es gilt o(A) C R.

ii) Falls A, € 0,(A) mit A , so stehen die Eigenrdume zu A und
{1 € oy 1 g 1
aufeinander senkrecht, d.h.

N(AId—A) L N(pld—A) .

(iii) Falls H # {0}, so existiert ein A € a,(A) mit |\| = ||A].

Satz 9.2.10 (Spektralsatz) Ist H Hilbertraum und A € L(H) kompakter Operator und
zusdtzlich hermitesch, dann hat A hédchstens abzdihlbar viele von Null verschiedene Eigenwerte.
Alle Eigenwerte sind reell. D.h. es gibt eine abzdhlbare Menge S C N, so dass alle nichttri-
vialen Eigenwerte von A

R>MN#0,keSCN, mit 0< |\ < |[Ma| < |4

entsprechend threr Vielfachheit angeordnet sind und thre Figenvektoren (uk)kGS ein ONS bil-
den, also (uy,us) = Og¢ fir k0 € S. Beziiglich dieser Eigenwerte und Eigenvektoren hat A
dann folgende Darstellung: Fiir alle x € H gilt:

Az = Z Ak - (ug, ) - ug (9.2.9)
kes

Korollar 9.2.11 In der Situation von Satz[9.2.1() gilt

(i) R(A) C span{uy |k € S},

(ii) R(A) = span{uy |k € S},

(iii) H = NA) @ span{u; |k € S}.
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Bemerkung 9.2.12 Fulls H ein separabler Hilbertraum ist, d.h. eine abzdhlbare dichte
Teilmenge besitzt, existiert ein abzdihlbares vollstindiges ONS von H. Dieses erhdlt man z.B.,
indem man die Figenvektoren {uy |k € S} aus dem Spektralsatz durch orthogonale Vektoren
aus N(A) (diese entsprechen Eigenvektoren zum Eigenwert A = 0) ergdanzt. Damit erhdlt man

im Spektralsatz|9.2.10 sogar ein VONS {ey | k € N} von H bestehend aus Eigenvektoren von A.
Fiir alle x € H gilt dann

Tr =

(eg,x) - e, und Az = Z)\k (eg, x) - e (9.2.10)

o0
k=1 k=1
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9.3 Ausblick: Spektra unbeschriankter selbstadjungier-
ter Operatoren

Literatur: G.R. Sell/Y. You [SY00], S. 66

Sei H wieder separabler Hilbertraum und
A:H — H mit dichtem Definitionsbereich D(A) ¢ H (9.3.1)

ein selbstadjungierter, aber unbeschrinkter Operator. Dann kann A nicht kompakt sein.
Trotzdem kann man auch in diesem Fall manchmal die Riesz—Schauder—Theorie kompakter
Operatoren anwenden, wenn man fordert, dass die Resolventen von A kompakte Operatoren
sind.

Annahme 9.3.1 (i) A sei nach unten beschrdnkt, das heifit, es existiert ein a € R,
so dass

allz||?* < (z,Ax) fir alle x € D(A). (9.3.2)

(ii) A habe kompakte Resolvente, das heifit, die Resolventen R(\; A) = (A1d —A)!
sind kompakte Operatoren fiir alle X € p(A), wobei die Resolventenmenge p(A) ,analog*
(aber nicht gleich!) zu Definition erkldrt wird.

4

Da A ein selbstadjungierter Operator ist, ist das Spektrum wieder reell. Wegen (|9.3.2)) muss
das Spektrum im Intervall [a, 00) liegen. Dass A kompakte Resolventen hat, impliziert, dass
auch o(A) nur abzéhlbar viele Eigenwerte enthilt, die sich jetzt aber hochstens bei oo haufen
diirfen. Damit gilt 0(A) = 0,,(A) und dim [N(AId —A) | < oo fiir alle A € g,(A).

Das Spektrum von A hat keinen (endlichen) Héufungspunkt. Damit lassen sich die Eigenwerte
Ak von A wieder aufzéhlen (mit klim A, = 00, falls dim(H) = o0), das heift,
— 00

a§>\1§)\2§)\3§..., (933)

mit Mehrfachnennung bei Vielfachheiten, und die entsprechenden Eigenvektoren {e}, .y
bilden ein VONS von H. Analog zu (9.2.10)) gilt

Az = Z)\k (eg,z) - ep fiir alle x € D(A), (9.3.4)
k=1
wobei aus Parseval und der Bedingung Az € H folgt, dass

D(A) = {x cH i IAl” - ) (eg, ) (2 < oo}. (9.3.5)
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Satz 9.3.2 Sei H separabler Hilbertraum mit dim H = oo und A: H — H, mit dichtem Defi-
nitionsbereich D(A) S H ein selbstadjungierter und unbeschrdnkter Operator fir den Annahme

gilt.
Dann erzeugt (—A) eine ,,Halbgruppe* B(t) .= exp(—At) € L(H), t > 0, vermdige

B(t)xr = Ze"\kt (e, x) -ep, we€H, (9.3.6)
k=1

wobei (ey),, ey €in VONS in H aus Eigenvektoren von A zu Eigenwerten A, € R
(mit lim A\, = oo; vgl. (9.3.9) ) ist, und es gilt:

k— o0

(i) B(0) = 1d,

(ii) B(t+s) = B(t)- B(s) firalle t,s >0,

d
(iii) EB(t)Z‘ = —AB(t)x firalle t >0 wundalle z€H.

Zusatz: Falls a > 0, so gilt B(t)x — 0 firalle xe€ H.
— 00

Bemerkung 9.3.3 (i) Wegen (iii) ist u(t) := B(t)x eine Lisung des
Anfangswertproblems

dt (9.3.7)

(i) Satz[9.3.9 ist zum Beispiel fir
A= (-A): L*(G) — L*G), D(A) = H*(G) N {u=0 auf OG}
aus Beispiel[9.1.9 (#i) anwendbar. Im Spezialfall G = (0, 7) liefert die

Losung der linearen Wirmeleitungsgleichung Oyu = 8§u.
Hier war ex(y) = sin(ky), y € (0,7), und N\, =k* = 0o (k — o)

Als Erweiterung von Satz [8.2.11] fiir unbeschréinkte Operatoren erhalten wir jetzt:
Satz 9.3.4 Sei H separabler Hilbertraum mit dim H = oo und A: H — H, mit dichtem
Definitionsbereich D(A) S H ein selbstadjungierter und unbeschrdnkter Operator fir den

Annahme gilt.

Dann erzeugt (—i A) eine unitdre Gruppe von Isometrien U(t) := exp(—i At) € L(H),
t € R, vermdge

Ult)z = Z eT M ep ) ey, w€H, (9.3.8)
k=1
wobei (ey), ey €in VONS in H aus Figenvektoren von A zu Figenwerten A\, € R
mit lim A\, = 0o; vgl. (9.3.5) ) ist, und es gilt:
( 9 g

k— o0
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(i) U(0) = Id,

(i) U(s)-Ut) = Ult+s), tseR,

(iif) i%U(t)a: = AU(t)x = U(t)Ax  fir alle t€R wund alle z € D(A).

Bemerkung 9.3.5 (i) Satz angewendet auf A = —A aus Bemerkung[9.3.9 (ii) liefert
eine Losung v(t) = U(t)x, fir x € D(A), der linearen Schridinger—Gleichung
(ohne Potential) fiir ein im Gebiet G beschrinktes Teilchen

d
Z'—U = -Av inG
dt (9.3.9)

v(0) = x

(ii) Ist das Gebiet G unbeschrinkt, also 2.B. G = R3, kann man so nicht mehr vorgehen,
weil dort A = —A keine kompakte Resolvente hat. Das liegt im Wesentlichen daran, dass
der Satz von Rellich nur fiir beschrankte Gebiete gilt, also etwa:

die Binbettung H' (R™) c L*(R") st nicht kompakt

vgl. [RRO4J, Example 7.28

(iii) Falls der unbeschrinkte Operator nur selbstadjungiert ist (ohne kompakte Resolvente),
erzeugt er immer noch eine unitire Gruppe fir die (i) bis (¥it) aus Satz[9.3.) gilt, aber
die Konstruktion von U(t) wird deutlich komplizierter (vgl. [Paz92], Theorem 10.8 (Satz
von Stone) oder [GS11)], Theorem 23.27.). Fiir Anwendungen zur Schridinger—Gleichung
siehe [Paz92], §7.5 ,Schrodinger Equation®.

(iv) Falls man allerdings a—priori weifs, dass ein unbeschrankter selbstadjungierter Operator
A: H — H mit D(A) S H ein VONS bestehend aus Eigenvektoren ey, k € N, von A mit
zugehorigen Eigenwerten A\, — oo (k — 00) besitzt, dann liefert v(t) := U(t)z aus
fir x € D(A) auch hier wieder eine Lisung von

. d _
i) = Av(t), teR (9.3.10)

vgl. [FK1j)], §24, 3.2 Satz auf S. 686.
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Volterra’sche Integralgleichung,
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abzahlbar,

Wirmeleitungsgleichung, [94]
wesentlich selbstadjungiert,
wesentliche Supremum,

Zerlegung,
zweites Abzihlbarkeitsaxiom,
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