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Preface
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Erlernen der Theorie bedarf es unbedingt des Besuchs der Vorlesung.
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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Einteilung und Beispiele

Eine partielle Differentialgleichung (PDE=partial differential equation) ist eine Gleichung fiir
eine Funktion (von zwei oder mehr Variablen) und deren partielle Ableitungen. Also

Definition 1.1.1 FEine Gleichung der Form
F (D*u(z), D*'u(z), ..., Du(z), u(z),z) =0, z€GCR" (1.1.1)
heifst PDE der Ordnung k > 1, wobei
FR"XR" 'x . xR"XRxG—R

eine gegebene Funktion ist, und u: G — R wird gesucht.

Notation 1.1.2 z = (21, ..., z,) € G

0 0
u Vu (3351 U, ..., Bz, u)
D?*u = D(Vu) = Hesse-Matriz

Dku = (Dau)m =k

ist der Vektor aller partiellen Ableitungen der Ordnung k:

ol gy (o
D%u(x) = 0% ufz)

T ax?l [ ax%n

n
, wobei |a| = Z a; = k.
i=1
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Zur Unterscheidung klassifizieren wir bestimmte Typen:

Definition 1.1.3 (i) Die PDE (1.1.1) heif$t linear, wenn sie die Form

> (@) D = f(a)

o] <k
hat. Daber sind ay, f: G — R gegebene Funktionen.
(ii) Die PDE (1.1.1)) heifst semilinear, falls

Z aa(z) - D*u + ag(D* 'u, ..., Du,u,z) = 0.
la|=k

(iii) Sie heifst quasilinear, falls

Z aa(Dk_1 U, ..., Du,u,a:) - D% + ao(Dk_lu, o u,a:) =0
o] =k

und

(iv) woll nichtlinear, falls auch die Ableitungen der hichsten Ordnung nichtlinear
vorkommen.

(v) Von Systemen von PDE spricht man, wenn u und F vektorwertig sind.

Probleme: Eine allumfassende Losungstheorie ist nicht existent, und wohl auch nicht moglich.
Deshalb konzentriert man sich in der Regel auf physikalisch motivierte Modellgleichungen.

Variablen:

Interpretation als ,rdumliche Variable®
stationires Problem (keine zeitliche Anderung; Gleichgewichte)
e Bei zeitlicher Anderung der Losung: eine der Variablen wird als SZeitdusgezeichnet: dy-
namisches Problem
u = u(t,y), teR(Zeit), yeG CR" (Raum), z = (t,y).

Eine (unvollstidndige) Liste mehrerer physikalisch relevante Differentialgleichungen ist im
Appendiz [A] zusammengestellt.
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Wohlgestellte Probleme:
von einer verniinftigen (wohlgestellten) PDE verlangt man:

(a) Existenz einer Losung
(b) Eindeutigkeit dieser Losung

(c) Die Losung héngt stetig von den ,,Daten® des Problems ab (z.B. Koeffizientenfunktionen).

Loésungsbegriffe:

> klassische Losungen (einer PDE k-ter Ordnung)

Fiir die Losung gilt:
u € CF(@), also alle im Problem vorkommenden partiellen Ableitungen existieren im
klassischen Sinne (sind stetig).

oft hat man das nicht:

> schwache Losungen
Man fordert nur noch k-mal schwach differenzierbar (z.B. u € H*(G) C L?*(G) Sobolev-
raum — siehe Kapitel @ Vergroferung der Funktionenklasse liefert leichter Existenz.

Typische Schwierigkeiten:

> Explizite Losungsformeln existieren nur in Spezialféllen.

> Schwierigkeitsgrad nimmt zu:

linear — nichtlinear
kleine Ordnung — grofle Ordnung

einzelne Gleichung — Systeme .

1.2 Die drei Grundgleichungen und Separationsanséitze

(A) Die Wellengleichung

Wir betrachten die eindimensionale Wellengleichung
Uy — Uy = F(t, )

fiir Funktionen u = (¢, x), mit Wellenausbreitungsgeschwindigkeit ¢ > 0 und F' gegeben.
Fiir F' = 0 (homogen) ist folgendes Anfangsrandwertproblem sinnvoll:
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(1) 0?u=c*d*u fir z € (a,b),t > 0.

(2) Anfangsbedingung: u(0,z) = f(x), u(0,2) = g(x), x € (a,b) (f und g vorgegeben).
(3) Randbedingungen fiir ¢ > 0: (mehrere Moglichkeiten)

([ (RB1) wu(t,a) = 0 = u(t,b) Dirichlet-Randbedingung

(RB2) 0O,u(t,a) = 0 = Jyu(t,b) Neumann-Randbedingung

I

a) = u(t,b

t,b) periodische Randbedingun
) = wltb) s

| (8B3) { Z(t(t

Diese Gleichung ist ein physikalisches Modell fiir die Schwingungen einer Seite
(u = Auslenkung der Saite, f = Anfangslage, ¢ = Anfangsgeschwindigkeit, F' = duflere Kraft).

Losungsformel ohne Randbedingungen nach D’Alembert:

uta) = 5 (f—c)+ farer) + 5 [ ole)de (1.2.1)

Beachte: Losung u(t, zo) hangt nur von f und g in [xg — ct, xo+ ct] ab!

Separationsansatz (z.B. fiir Dirichlet-Randbedingung (RB1)): u(t,z) = h(x) - T(¢)
Der Ansatz fithrt auf

K =X-h, x¢c(ab), h(a) =0 = h(b) (1.2.2)

T=XAT, t>0. (1.2.3)

Fiir a = 0, b = 7 erhélt man daher mit dem Superpositionsprinzip Losungen der Form

u(t,z) = Z (o - sin(ket) + By - cos(ket)) sin(kzx) . (1.2.4)

k=1

Anfangsbedingungen:

f(z) = u(0,z) = i By, - sin(kx)
P (1.2.5)
g(x) = u(0,2) = > k-c-ay-sin(kz)

k=1
Seien f und g in L*(0,7) und wihlt man

™

Boim = [ € s dg wnd ap = o [ gle)sin(ke) de.
0 0
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dann ist (1.2.5)) erfiillt und (1.2.4)) liefert eine Losung des Anfangsrandwertproblems mit Dirichlet—
Randbedingungen.

Rechteckige Membran (,,Trommel*): Sei G = (0,¢;) x (0, (2)
OGju=¢c (07 u+ Pu) firt >0, z€G.
—_———
Ay
Randbedingungen: u(t,z) = 0 fiir € 0G, t > 0 (fest eingespannt).

Anfangsbedingungen:

u(0,2) = f(z), w(0,2) =g(x), ze€q.

Gleicher Ansatz wie vorher liefert:

o0

u(t,x) = D (k- SID(Wg - ) + Biy ko - cOS(wy - 1)) - sin (k;l A x1> - sin <k2 z x2>
k1.ka=1

. k2 k2 . ..
mit wy = @/é + é - e als allgemeine Losung.

Schwache Losungen und starke Losungen

Folgendes Problem tritt bei der obigen Diskussion auf:

Die von uns gefundene allgemeine Losung der 1-dim Wellengleichung hatte die Form

u(t,z) =Y hi(t) - sin(kz),

wobei h(t) = oy, - sin(kct) + B - cos(ket) und N = oo.

Solange N < oo ist alles problemlos. Die angegebene Funktion ist Lésung von

Utt = C+ Ugy -

Ist aber N = oo, so ist u(t,-) fiir ¢ fest im Allgemeinen nur in L?(0,7) (und zwar z.B. wenn f

und g € L*(0,7); d.h. > (ai + 2) < o0)
k=1

Nur: u(t,-) ist im Allgemeinen nicht stetig und schon gar nicht differenzierbar.

In welchem Sinne kann man deshalb {iberhaupt von Lésungen sprechen? Fiir eine , klassische®
Losung miisste u(t,-) € C?[0, 7] sein. Das bekommt man so aber nicht.

Ausweg: ,schwacher® Differenzierbarkeitsbegriff.

Dieser ,,schwache® Differenzierbarkeitsbegriff fithrt zu einer Vergrofierung des Funktionenraums,
wodurch Existenz von Losungen einfacher wird, vgl. Kapitel[3, Sobolev—R#ume.



6 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Weiteres Problem:

Die Differentialgleichungen fiir 4 auf G waren nur wegen der einfachen Form von G ([0, {] bzw.
[0, 1] %[0, £5]) einfach zu 1&sen. Fiir beliebiges Gebiet kommt man so nicht weiter (vgl. K apz'tel
iiber allgemeine elliptische Differentialgleichungen zweiter Ordnung).

Typisches Vorgehen:
Ziel: klassische Losungen.
Programm:

(a) Existenz und Eindeutigkeit einer ,schwachen® Losung.

(b) Regularititsproblem: Zeige, dass diese Losung tatséchlich glatter ist.

(B) Die Wirmeleitungsgleichung (oder Diffusionsgleichung)

Wir suchen wieder Losungen u = u(t, z) eines Anfangsrandwertproblems
(1) du = d-d*u fir z € (a,b), t >0

mit eindimensionaler Raumvariablen = € R und Diffusionskonstante d > 0 gegeben.
Dies ist ein einfaches Modell fiir die Wéarmediffusion (u = Temperatur).

Sei weiter

(2) Anfangsbedingung u(0,z) = uy(z) fiir x € (a,b), wobei ug: (a,b) — R vorgegeben ist.

(3) Randbedingung; wieder Moglichkeiten (RB1) — (RB3) wie unter (A) z.B. (RB2)

O,u(t,a) = Oyu(t,b) = 0 Neumann-Randbedingung (kein Wérmefluss am Rand) oder (RB1)
Dirichlet-Randbedingungen (feste Temperatur am Rand).

Separationsansatz: u(t,z) = h(z) - T(t) liefert hier
" = X-h, z € (a,b) (1.2.6)
T=Xd-T, t>0. (1.2.7)

Offenbar hat (1.2.7) Lésungen T'(t) = e und (1.2.6) mit Randbedingung 9,h(a) = d,h(b) =0
(d.h. (RB2)) hat Losungen h = hy, und A = A, fiir & € N:

hio(z) = cos (wf—a)-k(x—a)) L = — k2 (wf—a))Q . (1.2.8)
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Sei 0.B.d.A. wieder (a,b) = (0, 7). Das Superpositionsprinzip liefert fiir Anfangsbedingungen
N

der Form ug(z) = > ay - cos(kx) Losungen

k=0

u(t,z) = Z ay, - e~ cos(kx) . (1.2.9)

Wir erhalten fiir die Ableitungen:

M=

Owu(t,x) = (—dk?) ay, - e **t . cos (kx)
k=1
N 2
Opu(t,z) = — > kay e *t . sin (kx) (1.2.10)
k=1
N 2
Pu(t,z) = — > K oy - e . cos (kx)

B
Il
—_

Frage: Wann darf der Grenziibergang N — oo durchgefiihrt werden?

e Anfangsbedingung: ug(z) = ) « - cos (kx).
k=0
Beachte ¥ || < 00 <= wg € L*(0,7), weil [\/;, \/g Ccos (kx)] VONS im L?(0, ).

e [?>~Norm der Losung nimmt ab:

2 = m 2.2
lut.) = Qollfan = D2 5 far- e

B 2
<e 2dt ||U0 - 040||L2(0,7r) :

Allgemein auf (a,b) gilt:

Ju(t,") = aollp2y < € @7 o ||U0 —aollp2qp) , =0, (1.2.11)

Folgerung: u(t,-) — ag in L2(0,7) (t — 0o), wobei o = % fuo
FRCTH S 0
)

Man kann sogar zeigen, dass tlim u(t, z) = ap (punktweise!) unabhéngig von x € [0, 7].
— 00

e Wann liegen die Ableitungen in L?(0,7)? Nach (1.2.10) gilt

2
)y ‘( dk?) ay - e ®t < 0o = du, 02u € L*(0,7)

)12
Z‘kak-e_d’” < 00 = J,u € L*0,7).

2
efdkzt 7dlc2t <

, m € N abzuschétzen, zeigt man £™ - S @ t)m/2

Um allgemein
k=1
fiir alle £ € N.
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Analog erhélt man

Zeitableitungen:
m OQm
10 ul(t, ')Hm(o,w) < G o — Oéo||Lz(0m) (1.2.12)
Ortsableitungen:
m C’m
103" ult, ')|‘L2(om) < W Nluo — Oéo||L2(0m) (1.2.13)

Beobachtung: (Regularisierung) Start mit einer beliebigen L?-Funktion ug (z.B. stiickweise
stetig) liefert u(¢, x) beliebig oft nach t und = (schwach) differenzierbar (nur fiir ¢ > 0!).
Die Diffusion glittet aus!

(C) Potentialgleichung;:

Uz = 0 bzw. Au = 0 und Randbedingungen. Das entspricht gerade Gleichgewichten
(zeitunabhéngige Losungen) von (A) bzw. (B).

Zusammenfassung:

(a) uy — Ugp = 0 Wellengleichung

(b) uy — Uy = 0 Wirmeleitungsgleichung
(c) Au = Uy, + uy, =0 Potentialgleichung

Mathematisch sprechen wir von
(a) hyperbolischen

(b) parabolischen

(c) elliptischen

Differentialgleichungen, nach folgender Klassifikation. Lineare Differentialgleichungen fiir
u = u(xy,...,x,) der Ordnung m

0
LU == aa . Dau =
|a|z<m { f

mit gegebenen Koeffizientenfunktion a, und Multi-Index o = (ay, ..., ;) € Nj assoziert man
mit dem Polynom p(§) = > an &%, £ =(&,...,&,) in n Variablen vom Grad m.

laf <m

Hierbei ist £ = &0 . ... . £ € R.
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Die obigen Gleichungen fithren auf

(@) p(&.&) = & - & (Hyperbel)
(b) p(&,&) = & — & (Parabel)

(c) p(&,&) = &+ & (Ellipse) .

1.3 Herleitung von Differentialgleichungen

Woher kommen PDE? Typische Strukturen?
Wie kann physikalische Intuition der Mathematik helfen? (umgekehrt klar!)

Wir wollen hier typische physikalische Strukturen diskutieren, von denen sich PDEs ableiten
lassen.

(A) Gewdhnliche Differentialgleichungen:

Mechanik:
(1) Erhaltungssétze

z.B. Impulserhaltung: F' = m-a = m-Z (Newton).
Dies ist ein allgemeines Prinzip, es gilt deshalb immer!

(2) Konstitutives Gesetz

Nur zur Beschreibung des konkreten Systems. Es gilt deshalb nur dort.
z.B. Materialgesetz: F' = —k -z (Hooke’sches Gesetz fiir Riickstellkraft einer Feder).

Elektrizitit:
(1) Erhaltungssétze

Spannungsabfille: Uy + Uw + Ux = 0 (Maschenregel)
Kirchhoft’sche Gesetze:
Stromstérke: Iop = Iy = Ik (Knotenregel)

fiir Stromquelle (Q), Widerstand (W) und Kondensator (K) in Reihe geschaltet.



10 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

(2) Materialgesetze
e Uy = R-Iyy (Ohmsches Gesetz) R = Widerstand
o [ =C Uy (am Kondensator) C = Kapazitét

o U, =1L-I (an der Spalte) L = Induktivitét

(B) Partielle Differentialgleichungen

Skalare Bilanzgleichung:

Wir wollen fiir nachfolgende Variablen eine Bilanzgleichung aufstellen.
Rechts in der Tabelle sind dazu Beispiele.

Variablen Masse Wirme
a € R Erhaltungsgrofie Dichte Wérmeenergie
be R" zugehoriger Flussvektor | Massenstrom Warmestrom
£ € R  Produktionsterm z.B. Warmequelle

Sei 2 C R™ ein Korper und 2 C € eine beliebiger Teilkérper.

Bilanz im Teilkorper (integrierte Form) (-,-) = (-, -)gn

< [ attmyar = - /(b(t,y), V() dS(y) +/ﬁ(t,x) d. (1.3.1)

Q lY) Q
Der linke Term gibt die zeitliche Verdnderung der Erhaltungsgrofle wieder. Rechts ist zum einen

der Verlust durch Abflieffen iiber den Rand und zum anderen der Gewinn durch Produktion im
Volumen angegeben.

Umwandlung in reine Volumenintegrale mit dem Gauflschen Satz liefert:

/(%a + divh — 5) dr = 0 fiir beliebiges Q C Q.

O
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Skalare Bilanzgleichung (differenzielle Form):

%Oz—i-divb:ﬁ inreQ, tek. (1.3.2)

I. Massenerhaltung

Sei o« = o = Dichte, b = ¢ - v = Massenstrom und v = Geschwindigkeit der Teilchen € R".
Mit 5 = 0 (keine Produktion) ergibt sich die Gleichung der Massenerhaltung

%g + div(p-v) =0 inQ (Kontinuititsgleichung) . (1.3.3)

Beispiel 1.3.1 (Stokes—Gleichungen)

Die Kontinuitditsgleichung gilt z.B. in Flissigkeiten oder Gasen, muss aber noch erginzt werden,
um solche Systeme komplett zu beschreiben.

Impulserhaltung: £(o-v) = F € R" (Newton), d.h. Impulsinderung = Kraft.
FEtwa fiir inkompressible Flissigkeiten (o = const) fiihrt dies auf die Stokes—Gleichungen

% =c-Av —Vp+ feR" (,Krifte“) (1.3.4)

div(v) = 0 (Kontinuititsgleichung). (1.3.5)

Hierbei ist f = f(t,x) € R (dufere Kraft) und ¢ > 0 gegeben (entspricht ,Reynoldszahl®) und
v=uv(t,x) € R" (Geschwindigkeitsfeld), bzw. p = p(t,z) € R (Druck) sind gesucht.

Beispiel 1.3.2 (Navier—Stokes)
Ahnlich wie Stokes, nur statt (1.3.4):

—:c-Av—Zvi-gv—Vp—l—f. (1.3.6)
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II. (Warme—) Energieerhaltung

Erhaltungsgrofe:

a = e = (lokale) Wirmeenergie = g - ¢ - ©, wobei © = Temperatur, ¢ = o(z) Dichte und

¢ = spezifische Warmekapazitét sind.

Zugehoriger Flussvektor: b = ¢ = Warmestrom ; Warmequellen /Senken: [
Aus ([1.3.2)) erhalten wir die Energiebilanz:

Oe + divg = 3. (1.3.7)

Materialgesetze: ¢ = p-c-© oder e = £(O)

Fourier’sches Gesetz: ¢ = —K(x,0) - VO mit K(x,0) € R™" symmetrisch, positiv definit
(oft nur K = K(z)). Der Warmestrom ist dem ,,gréfiten Anstieg® der Temperatur entgegen
gerichtet.

Zusammen ergibt sich fiir © = O + u (0 = const = Referenztemperatur) aus (|1.3.7).

Wirmeleitungsgleichung:

Gesucht ist u = u(t, x) mit
(WL) (c-o(z)) - Ou = div(K(z)Vu) + B(t,z)

wobei Dichte und K nur ortsabhingig seien (c, o, K, 3 sind gegeben).
Wichtig ist die Divergenzform!

Vektorwertige Bilanzgleichungen fiir den Impuls

Aus Newton (Impulséinderung = Kraft) erhiilt man: Falls v = Geschwindigkeit € R, ¢ =
Dichte € R, ist ¢ - v = Impuls € R?. Impulshilanz (Integralform) in einem Teilkorper
Q2 C QCR” (d# n moglich)

d

5 e dr = /E-udS(y) + /f(t,x)da:. (1.3.8)
Q a0 9)

Hierbei ist 0 = o(t,z) € R, v = v(t,z) € RY ¥ = X(t,y) € R™" (Spannungstensor), duflere

Normale v € R” und f € R? externe Kraft. ¥-v € R? gibt an, welche Kraft bei y auf die Fliche

(durch y) mit der Normalen v wirkt.

Nach partieller Integration mit Gaufl erhélt man, weil QOcn beliebig, mit
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div 21 .
divd = : € R? die Impulsbilanz (differenzielle Form):
div Ed-

d
E(g-v) = divZ + feR? fir 2€QCR" teR. (1.3.9)

Dazu zwei Beispiele:
III. Schwingung einer Saite (d =n =1)

Sei u = u(t,z) € R die Auslenkung einer Saite, v := dyu € R die Geschwindigkeit und ¢ = go()
sei konstant in ¢. Die Spannung

Y = K(x)-0,u€eR (Hooke’sches Materialgesetz) (1.3.10)

wéchst bei Verlangerung.

Aus ([1.3.9) erhalten wir die 1—dim Wellengleichung

d

(WG) 00(7) - Ofu = . (K(x) : amu> + f(t,x).

IV. Elastischer Korper (elastische Verschiebung d = n = 3)

Sei u = u(t,z) € R? ein Verschiebungsvektor fiir z € Q2 C R* und v = d,u € R3.
Als Referenzkorper dient z.B. ein Gummiblock ohne Spannung.

Lamé’sches Materialgesetz (Verallgemeinerung von Hooke):

100
Y= A=) (dive)- [ 0 1 0 | + p(z) [Du+ (Du)'] € R*? (1.3.11)
0 01
mit u € R (Schermodul) und A € R (Lamé-Konstanten).

Der Verschiebungsgradient Du € R3*3 beschreibt die elastische Verzerrung (d.h. Dehnung,
Drehung u.s.w.) 3 € R3*3 ist der Spannungstensor. ¥ v € R3 beschreibt Spannung = Kraft pro
Fldache mit Normale v.

Genaver: ¥ = S(z, Du) %(z,-): R?3 — R¥3 beschreibt die Spannungs Dehnung-Beziehung.

Aus (1.3.9) folgt mit o = o(z) (nur ortsabhingig) die Grundgleichung der linearen 3 —dim
Elastodynamik

o(z) - ?u = div(f](a:, Du(z)) + f(t,z) € R®. (1.3.12)



14 KAPITEL 1. EINFUHRUNG
1.4 Nichtlineare Differentialgleichungen

Wir betrachten die Reaktions—Diffusionsgleichung

u = Au + f(u), reQ, t >0 (1.4.1)
mit f: R — R. Fiir f(u) = v — u® heiit (1.4.1) Allen-Cahn Gleichung (Materialwissenschaf-
ten). Dies ist ein Modell fiir Phasentrennung verschiedener Materialien (v = ,Dichte® eines
Materials).

(a) Energie Ungleichung
Betrachte

Ut = Uge + A= f(u) inQ = (0,1)

(1.4.2)
u =0 auf 0f2

mit Parameter A € R.

Lemma 1.4.1 Sei A =0 und u € C* ([0,T] x Q) Ldsung von (L.4.2). Dann gilt

1 1

/u2(t1,x) dx < /uQ(to,x) dx sofernt, > tg,

0 0

d.h. die L*~Norm fillt lings Lésungen (vgl. auch Sekt@'on Wirmeleitungsgleichung!)

1
Beweis:% /UQ(t,[L‘) der < 0

0

Lemma 1.4.2 Sei A > 0 und u € 02([0,t] X ﬁ) Lasung von (1.4.2)). Dann ist fir F' = —f
(2.B. F(u) = 1 (u® — 1)? bei Allen-Cahn) das Funktional E: C* (Q) — R

4

E(u) := /[%ui + /\F(u)] dx

ein Liapunov—Funktional fiir Losungen von (1.4.2)), d.h. E fdllt lings Lisungen

E(u(tl,)) S E(u(tg,)> f’d’f’tl Z tg.

Beweis: % E(u(t, )> < 0.

Interpretation: Der 1. Term in F bestraft hohe Ableitungen (Tendenz Losungen flach zu
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machen). Der 2. Term in E bevorzugt Minima von F. Die ,meisten* Losungen konvergieren

gegen Minima von F' (fir t — 00).

(b) Finite—Differenzen—Methode fiir die Allen—Cahn Gleichung

Zur Veranschaulichung ist es oft niitzlich (einfache, schnell umsetzbare) numerische Methoden

einzusetzen. Wir betrachten wieder
ut:umm+>"f(u)7 :L’E(O,l)
u =20, r=0 und z=1

u(0,z) = up(z), z e (0,1).

Wir diskretisieren [0, T] x Q = [0,T] x [0, 1].
Waihle dazu Az > 0 und At > 0, wobei Az = %, n € N. Setze ty := 0 und 1,
sowie zg := 0 und zp1 == 2 + Az (d.h. z, = 1).

Ziel: Finde Approximation v* = u(z;,t;).
Ableitungen werden durch finite Differenzen approximiert:

u(t + At,z) — u(t,x)

s At
u(t,z + Az) — 2u(t,z) + u(t,x — Ax)
Ugy =
(Ax)?

™t vt =207+
Damit ist wu(zj, t) ~ ]Tt] und gy (), t) & Tl (A;)Q 1
Einsetzen in (1.4.3)) ergibt

vty — 207 + Ul
ot = o+ At ( AR (A;)Q =1 4 )\-f(vjm))

firm=20,1,...und j=1,...,n — 1 (j = 0,n aus Randwerten).

0

Anfangsbedingungen: v] = wug(z;), j=0,...,n.

Randwerte: vj' = 0 = v flirm = 0,1, ....

Eine numerische Analyse liefert als ,,verniinftige* Wahl fiir At und Az (fir A = 0):

(AA_;)Q < 5 (fiir A # 0 eher noch kleiner).

(1.4.3)

= tk + At,

(1.4.4)
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Kapitel 2
Maximumprinzipien

Als Begleitliteratur zur Kapitel[d bietet sich z.B. Renardy & Rogers [RR93] an.

2.1 Das schwache Maximumprinzip

Annahme 2.1.1 Der lineare Differentialoperator

n

Lu(z) = Z aij(T) Uz, + Z bi(z) Uy, + c(x)u, x € QCR"
i=1

ij=1
zweiter Ordnung erfiille:

e Die Matriz (a;;)
so dass

ij<n S€ symmetrisch und streng positiv definit, d.h. es existiert © > 0,

(EL) Z Gaij(z)-& > O-||€|l5 fir alle x€Q, £ R,

ij=1
(elliptischer Typ; 2.B. L = A)

e O sei ein beschrinktes Gebiet (=: offen und zusammenhingend).

® a4, bi, cE C(ﬁ)

Auf den Zusammenhang von Q konnen wir anfangs noch verzichten. Wir betrachten klassische
Lésungen (deren Existenz wir erstmal voraussetzen) und untersuchen deren Eigenschaften

> Findeutigkeit, qualitative Form
> A priori Schranken

> Symmetrien

17
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Satz 2.1.2 (Schwaches Mazximumprinzip)
Sei L gemdf$ Annahme Q beschrinkt und u € C*(Q) N C(Q) mit

Lu >0 in Q
c=0 in Q.

Dann nimmt u sein Mazximum am Rand an, d.h.

max u(zr) = max u(x) .

Bemerkung zu Satz [2.1.2]

= min u(x) = min u(z).

reQ x € 0N

Lu <0 in Q
c=0 in Q

Weiteres Ziel: Bedingungen an ¢ abschwéchen!

Korollar 2.1.3 Sei L gemajf$ Annahme Q beschrdankt und ¢ <0 in €.
Dann gilt:

(a) Lu > 0 in Q@ = max u(z) < max u'(x)
reQ x €00

(b) Lu <0 in Q = min u(x) > min u (x)

reQ T €00

wobei ut = max(u,0) > 0, v~ = min(u,0) <0 und

(c) Lu = 0 in Q@ = max |u(x)] = max |u(z)].
reQ x €00

Beachte v~ <u<ut undu=u" +u".

Bemerkung zu Korollar [2.1.3]
¢ < 0 ist notwendig! z.B. Q = (0,1)%, ¢ = 272, b; =0, a;; = &, also Lu := Au+ 27% - u in

(0,1)% u(z,y) = sin(mz) - sin(my) 16st Lu = 0, aber max u > max u.
Q

Korollar 2.1.4 Sei L gemdf§ Annahme Q beschrdnkt und ¢ <0 n Q.
Dann gilt fir u,v € C*(Q)NC(Q):

Lu < Lv in
(a) = u >0 in Q (Vergleichsprinzip)
u > auf OS2
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Lu=Lv in Q
(b) = u =0 in ) (Eindeutigkeitsresultat)
u=wv auf 00

Beweis:
(a) Llv—u) >0 = max(v—u) < r%.%x(v—u)Jr = 0.
Q

(b) folgt aus (a).

Korollar 2.1.5 Die Voraussetzungen seien wie in Korollar (insbes. ¢ < 0). Dann gilt:

Lu=0 1in Q

(a) = u =0 in Q.
u =0 auf 00
Lu <0 in

(b) = u >0 in Q.
u >0 auf 09

Bemerkung 2.1.6 u € C*(Q) N C(Q) mit
(a) 0< Lu heifit Unterlosung von Lu =0

(b) 0> Lu heifit Oberlésung von Lu =0

Fir L = A sagt man subharmonisch, bzw. superharmonisch
(u mit Au =0 heifft harmonisch).

2.2 Das starke Maximumprinzip

Das schwache Maximumprinzip sagt: u nimmt sein Maximum am Rand 02 an. Es ist daher
noch moglich, dass ein Maximalpunkt auch im Inneren von ) angenommen wird. Das starke

Maximumprinzip schlieft das noch aus! Dazu notig:

Satz 2.2.1 (Hopf’sches Randlemma)

L sei wie in Annahme (keine Beschrinktheit von Q0 nétig, weil lokales Resultat),
ue C*U)NCHQ) (CHQU{zo}) geniigt) und

Lu > 0 in Q. (2.2.1)
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Sei xg € 0N ein (strikter) Mazimalpunkt mit

u(zog) > w(x) firalle x €. (2.2.2)

Q erfille bei zy eine ,innere Kugelbedingung®, d.h. es existiert eine Kugel B = B,(yy) C 2
mit r > 0 und xo € OB. Gilt weiterhin eine der folgenden Bedingungen:

(a) c=0
(b) ¢<0 inQ und u(xg) >0

(c) u(xzg) =0

Dann gilt:

0 _
a—u (xo) > 0 (1/ — 07 i suBere Einheitsnormale an 9B bei m()) :
v r

Bemerkung zu Satz [2.2.1]
e trivialerweise ist % (xo) > 0, weil zy Maximalpunkt.
e Lu < 0 und zy Minimalpunkt (u(zy) < 0 in (b)) = %% (z0) <0.

e C?-Rand geniigt fiir ,,innere Kugelbedingung*, nicht jedoch spitze Ecken.

Beweisidee: Finde Funktion v mit % < 0 bei zp und v+ ev < u(zy) in Q.
Dann folgt die Behauptung.

Das Hopf’sche Randlemma macht nur die Aussage, dass eine Richtungsableitung nicht Null ist.
Mit seiner Hilfe ldsst sich aber der folgende weitreichende Satz zeigen.

Satz 2.2.2 (Starkes Maximumprinzip)
Sei L wie in Annahme Q ein nicht notwendigerweise beschrdnktes Gebiet und es gelte

Lu >0 (2.2.3)
fiir ein w € C*(Q) N C(Q). Dann gilt entweder
(A) w ist konstant, oder
(B) (a) c=0 = u nimmt sein Mazimum nicht im Inneren von § an.
(b) ¢ <0 = u nimmt kein nicht-negatives Maximum im Inneren von Q an.

(c) c beliebig = wu kann nie Null sein an einem inneren Mazimalpunkt zo € Q.
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Bemerkung zu Satz Ohne Zusammenhang von (2 ist der Satz falsch.

Anwendung: Stationire Losungen der Allen-Cahn Gleichung

Betrachte die Allen-Cahn Gleichung

u = Au + - f(u) in

(2.2.4)
u =0 auf 0€),
wobei  C R" ein beschriinktes Gebiet, A € R ein Parameter und f(u) = u — u.
Fiir stationdre Losungen gilt:
Au+ Af(u) =0 in Q
(2.2.5)

u =0 auf 00.

Was kann man iiber Losungen sagen (sofern welche existieren)? Wir betrachten allgemeiner:
Annahme 2.2.3 A = 1; f € C'(R), f(0) = f(x1) =0

und f >0 auf (—oo,—1) U (0,1)

bzw. f<0 auf (—1,0) U (1,00).

Satz 2.2.4 Sei f wie oben und u € C*(Q) N C(Q) Ldsung von

Au+ f(u) =0 in Q
(2.2.6)
u =0 auf Q.
Dann gilt:

-1 <u 1 n Q.

IN

Beweis: Falls Q7 := {u > 1} # 0 gilt Au > 0in Q7 und v = 1 auf 9Q" mit Widerspruch zum
starken Maximumprinzip.

|

Satz 2.2.5 Sei f wie in Annahme und u € C2(Q) N C (Q) Losung von .

Dann gilt sogar
-1 <u<+1 Q.
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2.3 A priori Schranken

Unser mittelfristiges Ziel (siehe Kapitel ist es, Losungen (z.B. v € C*(Q) N C (Q)) fiir das
elliptische Randwertproblem
Lu = f in

u = g auf 09

mit vorgegebenem f: ) — R und ¢g: 02 — R zu finden. Insbesondere werden wir sehen, dass
(2.3.1]) ein wohlgestelltes Problem ist, d.h.:

(2.3.1)

(a) Es existiert eine Losung (vgl. Kapitel[]).
(b) Die Losung ist eindeutig ja; vgl. Korollar|2.1.4)

(c) Die Losung héngt stetig von den Daten ab.

Die letzte Behauptung (c) folgt aus der folgenden a priori Abschitzung:
Satz 2.3.1 (Theorem 4.11, S. 109 Renardy & Rogers [RR93] )

Sei L wie in Annahme mit ¢ <0, b= (by,...,b,) und Elliptizititskonstante O, sowie
[: Q=R und g: 0Q — R stetig. 2 sei beschrinkt und liege zwischen zwei parallelen
Hyperebenen mit Abstand d > 0. u € C*(Q) N C(Q) sei Losung von (2.3.1)). Dann gilt

mas [u(o)] < ma l9(@)] + g ma |/()

mit C = C’(@, 101l o). d> > 0. Genauer gilt

C+1=exp(d- 1407 [bllegy) )

Stetige Abhéngigkeit folgt dann sofort:

Seien u; und uy Losungen von
u; = ¢g; auf 00

1 =1,2.

Dann 16st ©; — uo:
L(Ul—u2) = fi—f: in Q
Uy —uy = g1 — g auf 0

Satz[2.31 liefert dann

C
max (w1 =) (2)] < max [(g1 = g2) (=) + g max (1 = f2) (@)]

d.h. unterscheiden sich (fi,g;) nur wenig von (fs,¢2), dann liegen auch die Losungen nahe
beieinander.
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2.4 Symmetrie von Losungen

Originalliteratur zu diesem Paragraphen: Gidas, Ni & Nirenberg [GNNT79]

Annahme 2.4.1 Sei f: R — R von der Klasse C1. Q C R™ sei offen, beschrinkt und symme-
trisch bzgl. der x1-Variable und 0Q N {xy > 0} sei Graph einer C* Funktion inT := (xq, ..., T,).

Wir betrachten positive C? (ﬁ) —~Losungen u von

Au+ f(u) =0 in Q
u =0 auf 00 (2.4.1)
vw>0 in Q.

Satz 2.4.2 Jede Ldosung von (2.4.1) gemdfS Annahme ist symmetrisch bzgl. der xi—
Variable, d.h.

A~ A~

u(z1,7) = u(—x1,7)

und

ou

ke

() < 0 firalle zeQnN{z;>0}. (2.4.2)

Korollar 2.4.3 Fiir Q = Bg(0) ist jede C*~Lésung von (2.4.1)) radialsymmetrisch, d.h. es
ezistiert eine Funktion u: [0, R] = R mit u(z) = u(|z|), max u(z) = u(0), u(R) =0 und
Q

T €
u'(r) <0 Vre(0,R). Auferdem list u = u(r) die gewéhnliche Differentialgleichung

u’+ =u’ + f(w) =0, fir r € (0,R),
a'(0) = 0

Satz[2.4.3 wird mit 3 Lemmata bewiesen. Es gelte jeweils Annahme [2.4.1]

Lemma 2.4.4 Sei z*€ 0Q N {x; > 0}. Dann existiert ein 6 > 0 mit

S—Z(x) <0 in QN By .

Beweis mit dem Hopf’schen Randlemma.

Notation 2.4.5 Fir A > 0 sei T := {x1 = A} eine Hyperebene im R". Fir z € X, =
QN {zy > A} # 0 sei 2> das Spiegelbild von x unter der Spiegelung an Ty und ¥\ C Q das
Bild von %y unter dieser Spiegelung.
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Lemma 2.4.6 Sei A > 0 und Xy # (. Falls

(a) %(m) <0 wund wu(z) < u(x)‘) fiir alle x € X,.
1

(b) wu(z) # u(z*) fir =€ X,
Dann gilt:
(c1) w(z) < u(z) firale z€X,.

(c2) gu () <0 firalle x€QnNTy.
8[E1

Beweis wieder mit Maximumprinzipien.
Lemma 2.4.7 Fiir jedes A > 0 mit Xy # 0 gilt:

g—xul(m) <0 und u(z) < u(z)) firale z€3,. (2.4.3)

Beweis mit der ,Moving plane“—~Methode.

Beweis von Satz [2.4.2} (2.4.2) folgt unmittelbar und wegen Stetigkeit folgt u(x) < wu(x?)
fiir alle z € 5y aus (2.4.3). Nochmaliges anwenden auf v(z) := u(—xy,7) liefert v(z) < v(z?)
oder u(x) > w(x®) fiir alle z € %y. Folglich ist u(x) = w(z?), d.h. u ist symmetrisch bzgl.
TO = {331 = O}

O
Nachtrag zu Korollar
Betrachte Losungen von
Au+ f(u) =0 in Q = Bg(0)
u =0 auf 0Bg(0) (2.4.4)
u>0 in €

und die Spiegelebene nt # e = {x; = 0}.
Frage: Gilt Satz[2./.4 analog fiir n € R™ \ {0} beliebig (statt nur fiir e;).

Nur fir n = e;, i = 1,...,n ist das klar (A = > 0,4, ist scheinbar auf dem Koordinaten
i=1

ausgezeichnet). Statt die Beweise nochmal einzeln fiir 1 beliebig durchzugeben (was geht!),

kann man auch alternativ ausniitzen, dass der Laplace-Operator O(n)—dquivariant ist.

Sei dazu O(n) = {7 € R™"|yyT =~T~ = Id} die orthogonale Gruppe.
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Lemma 2.4.8 (O(n)-Aquivarianz von A)
Zuu € C*(R") setze (yu) (z) := u(y~*x). Dann ist auch yu € C*(R") und es gilt:

Y(Au) = A(vyu)  fir alle v € O(n).
D.h. mit u Losung von (2.4.1]) auf einem Ball Q ist auch jedes yu Losung von (2.4.1) und die

Symmetriefrage bzgl. -+ ldsst sich nach einer geeigneten Drehung um ~ auf die Symmetriefrage
bzgl. e1 zuriickfiihren.

Insbesondere bei Radialsymmetrie, aber natiirlich auch ganz allgemein, ist es daher niitzlich,
den Laplace-Operator in Polarkoordinaten zu kennen. Im R? sind ebene Polarkoordinaten be-
kanntlich gegeben durch

{ x = x(r,p) = r-cos(p), r

v

0
(2.4.5)
y =ylrp) =r-sin(p), 0 <@ < 2m
wobei r > 0 und ¢ € [0,27) der Winkel ist. Sind umgekehrt = und y gegeben, ergibt sich

(7 =r(z,y) =22+ 12 = || (z,9) ]

und z.B. fir (z,y), im ersten Quadranten

(2.4.6)
arctan(%) fir = # 0
= x’ =
L ¢ =¢lzy) arccot(%) fir y # 0.
Sei nun u = u(z,y), (z,y) € R% Dann ist A = ;—; + 86—;2 der Laplace-Operator in zwei
Variablen. Betrachte a(r, ¢) := u(r cos¢, r sinyp). Mit
0? 1 0 1 02
A — .= - .
or? * ro or * r2  Op?
folgt dann
A?U(r, ) = Uz (r cosp, T sin@) + uy,(r cosp, rsinp) (2.47)

= Au(r cose, 7 singp)

fiir alle 7 und ¢. A® heifit Laplace-Operator in ebenen Polarkoordinaten.

Um den Laplace-Operator im R? in rdumlichen Polarkoordinaten zu schreiben, definieren wir:

Definition 2.4.9 (rdumliche Polarkoordinaten)

Durch
x = r sin(¥) cos(yp)

y = rsin(d) sin(p), 0 < r < oo, 0 < p <271, 0 <9 <, (2.4.8)
z = r cos(¥)

sind rdumliche Polarkoordinaten definiert (siehe Abbildung[2.1)).
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B

Abbildung 2.1: Rdumliche Polarkoordinaten

Der Laplace—Operator fiir raiumliche Polarkoordinaten hat die Form

O 20 10 9 1 0
po 920 1[0 9 2L 2.4.
or? * r or * 72 {6’192 + cot(?) v " sin®(¥) 8802} (249)
::X(rgo,ﬂ)

Auch hier erfiillt u(r, p,9) := u(r sind cosp, r sinv sing, r cosd) die Gleichung

A%U(r, p,9) = Au(r sind cosg, rsind sinp, r cosd). (2.4.10)

A = A(p,¥) in (2.4.9) ist dabei ein Differentialoperator, der nur von den Winkelkoordinaten
abhéngt. Fiir allgemeines n € N ist

0? n—1 0 1
A? = 52t 5t ﬁA(@), (2.4.11)

wobei © € R"! Winkelkoordinaten sind und A = A(©) ein Winkel-Differentialoperator ist.
Falls w radialsymmetrisch, gilt A(©)u = 0.

Literatur: Michlin [Mic7§].
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2.5 Parabolische Maximumprinzipien

Wir betrachten den parabolischen (linearen) Differentialoperator

Lu = —uy + Z aij(t, ) Up,e; + Z bi(t,x) uy, + c(t,z)u, (2.5.1)

i5=1 i=1

wobei 2 C R™ i.d. Regel ein Gebiet ist. Wir suchen Losungen u = u(t, z) mit
(t,z) € (0,T) x Q C R

Definition 2.5.1 Setze D := (0,T]xQ, Q := (0,T) xQ und ¥ := <[0,T] x aQ) U ({0} x Q).
Y heifit parabolischer Rand. Offenbar ist ) = int (E)

Annahme 2.5.2 (a) a;j,b;, c € (D)

(b) A(t,x) = (ay(t,x)); ;_, ., ist streng positiv definit, d.h. es existiert © >0 mit

Y Gaylt,n)g > OE|P V(tw)eD,VEER"
i,7=1

L hat also die Form Lu = —u; + ,elliptischer Differentialoperator®. Lu = 0 ist eine
(einfache) Evolutionsgleichung (Zeit t ~» dynamisches Problem).

Satz 2.5.3 (Schwaches parabolisches Maximumprinzip)

Es sei Annahme erfillt und 2 offen und beschrdnkt. Sei L wie in (2.5.1) mit c=0 in D
und u € C*(D)NC (D) erfille

Lu >0 imD

Dann gilt:

max u = max u.
D %

Bemerkung: Dieser Satz gilt auch fiir etwas allgemeinere Gebiete D C (0,7] x R™.

Korollar 2.5.4 Sei Q C R", L und u wie in Satz mit zusdtzlich ¢ < 0 in D = (0,T] x
(oder allgemeineres D) Dann gilt:

(a) Lu > 0 in D = m@xuszabxu+
D

(b) Lu <0 in D = minuzmzinu_
D

(c) Lu =0 in D = max |u|] = max |ul
D
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Beweis: Analog zum Beweis von Korollar[2.1.5, nur mit Gebiet (0,T') x  bzw. noch
allgemeiner.

Korollar 2.5.5 Sei Q2 offen und beschrinkt, oder allgemeines D wie vorher.
Sei u,v € C2(D) N C (D) mit

Lu Lv in D
(a) — u>v inD
u>v  auf X

IN

v

Lu=Lv wm D
(b) = u=v nD
u=7v aufX

Bemerkung: Wir fordern keine Einschriinkung an das Vorzeichen von c. Teil (b) liefert
Eindeutigkeit von linearen Anfangsrandwertaufgaben (vgl. auch Ubung).

Weiteres Ziel ist ein starkes Maximumprinzip. Wann lassen sich innere Maxima ausschlieflen?

Satz 2.5.6 (Starkes parabolisches Maximumprinzip)
Seiu € C*(D)NC(D), L wie in [@2.5.1) und Annahme|2.5.4. Des Weiteren sei

Lu >0 in D = (0,T] xQ,

wobei () ein beschrinktes Gebiet ist, d.h. momentan D nur in ,Kreuzproduktform*.

Wir setzen M := sup wu(t,x) und nehmen an, dass ein
(t,x) € D

(to,fbo) eD miat u(to,l'o) =M
existiert (ein inneres“ Maximum,).

Zuséatzlich gelte entweder:

(a) ¢=0 und M beliebig,

(b) ¢<0 wund M >0,

(c) M =0 und c beliebig.
Dann ist u = M auf [0,#y] x Q.

Zum Beweis benotigen wir mehrere Lemmata. Die Annahmen von Satz gelten also jeweils.
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Lemma 2.5.7 Unter den Annahmen von Satz also insbesondere Lu > 0 in D und
M = sup u, gilt:
D

Sei B C R™! ein Ball mit B C D,

u< MinB wund wu(ty,zo) = M firein (tg,z0) € OB.

Dann liegt (to, x¢) entweder am ,Nordpol“ oder am ,Sidpol“ von B.

Beweisidee: Hopf’sches Randlemma (Satz|2.1.2) verwenden (in n + 1 Variablen (t, x))

Lemma 2.5.8 Angenommen u (to, o) < M fir ein xo € Q und ty € (0,7T).
Dann gilt u (to,x) < M fiir alle x € €.

Lemma 2.5.9 Sei 0 <ty <ty <T undu < M in (to,t;) x Q.
Dann gilt: w < M auf {t1} x Q.

Als Verallgemeinerung (vgl. Protter/Weinberger [PW84]) zitieren wir ohne Beweis:
Satz 2.5.10 Seiu € C?(D)NC(D) und Lu > 0 in D, wobei D C R™! ein beschrinktes

Gebiet mit hinreichend glattem Rand sei. Setze M := sup u.
D

Angenommen u (to, xo) = M fir ein (to, xo) € D und es gelte eine der drei Bedingungen
(a) c=0 und M beliebig,
(b) ¢ <0 und M > 0,

(c) c beliebig und M = 0.

Dann gilt w (t1,x1) = M fir jeden Punkt (t1,z1) € D mit t; < to, welcher mit (ty,xo) durch
einen Weg in D aus horizontalen oder aufwdirts vertikalen Strecken verbunden werden kann.

2.6 Abfall der ,,Zero number*

Sei f: R — R von der Klasse C!. Wir betrachten Losungen von

{ U = Uge + f(u), z€(0,1), t € (0,T]

(2.6.1)
v =0 fur =0 oder =z = 1.
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Annahme 2.6.1 (a) f(0) =0

(b) we C?*((0,T] x (0,1)) N C([0,T] x [0,1]) sei Lisung von (2.6.1)).

Definition 2.6.2 (,,Zero number)

Sei ¢ € C'[0,1]. Dann ist die zero number z(yp) die mazimale Zahl n € Ny U {400}, so dass
0< <o <...<x, <1 existieren mit

o(x;) - plzj) <0 fir j=0,...,n — 1.

Satz 2.6.3 Sei f und u wie in Annahme . Dann gilt: z(u(t, )) st nicht steigend in t
(fallen ist erlaubt).

Beweis mit dem starken parabolischen Maximumprinzip.



Kapitel 3

Sobolev-Riaume

Motivation:
Sei () C R", offen und beschriankt, f: 2 — R gegeben. Wir betrachten das Randwertproblem

—Au+u=f in Q

(3.1.1)
u=0 auf 00,

wobei u: € — R gesucht ist. Multiplizieren von (3.1.1)) mit einer Testfunktion ¢ € C§°(£2) und
anschliefendes Integrieren liefert:

/Vu~V<pdx+/u<pdx:/f<pdx fir alle ¢ € C5°(9).
Q Q %)

Wir setzen

a(u,p) = /Vu-Vgo + updr und F(p) = /fgpdx (3.1.2)
Q Q

fir ¢ € C3°(2).

Jede klassische Funktion v € C?(Q) N C(Q), welche (3.1.1)) erfiillt, ist also Losung der folgenden
Aufgabe: Gesucht ist v mit

a(u,) = F(p) firalle ¢ e CF(Q). (3.1.3)
Unser Ziel ist es, Hilbert—Raum—-Theorie anzuwenden. Sei H = Hilbert—-Raum mit Skalarprodukt

(-, Y. Der Satz von Riesz liefert zu gegebenem F' € H' eine eindeutige Losung v = up € H
der Gleichung

(u, o)y = F(p) firalle pe H.

31
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Konstruktion von H mit Skalarprodukt a(,-):

Setze ||u||a := y/a(u,u), und vervollstéindige C§°(2) beziiglich dieser Norm
Wy () = clyy, C(9), (3.1.4)
W1’2(Q) = Cl”'Ha Coo<§) (315)

Wy ?(Q) und W12(Q) sind Beispiele fiir Sobolev-Réume. Beides sind Hilbertriiume mit Skalar-
produkt a(-,-). Es gilt

W,2() € WH(Q) c L*(9Q)
und [|ulr2(q) < [|ulls fiir alle uw € W2(©). Man kann @ und F auf Wy*(Q) stetig fortsetzen.

Die erweiterte Aufgabe aus (3.1.3)) lautet nun: Sei f € L?(Q2) und damit F gegeben.
Gesucht ist u € W,*(92) mit

a(u,) = F(p) firalle e W?(9Q). (3.1.6)

Dieses Problem hat nach Riesz eine eindeutige Losung v = up. Wir nennen up schwache
Losung von (3.1.1)).

Probleme:
e Regularitit: Ist up € C*(Q) N C(Q)?

e Randwerte: Gilt ujpq = 07

Bevor wir diesen Zugang in K. apz'tel auf allgemeinere Differentialgleichungen (von elliptischem
Typ) verallgemeinern, wollen wir noch mehr iiber Sobolev—Raume kennenlernen und zwar ins-
besondere

e Dichteaussagen (vgl. (3.1.5)))

e Einbettungssitze (wann sind W12(Q) Funktionen in C'(Q) und in welchem Sinne?)

e Randwerte (wann folgt aus u € Wy*(Q2), dass ujpq = 0 ?)



3.1. LEBESGUE-RAUME 33
3.1 Lebesgue-Riume

Definition 3.1.1 Sei Q2 C R” offen (also Borel-messbar). Fir 1 < p < oo sei

LP(Q) == u: Q@ — R U {£oo}, messbar, [|u(z)|’dz < oo
Aquivalenzklasse
1/p

mit Norm ||qu = /|u(x)|pdx

Genauer: LP(€2) besteht aus Aquivalenzklassen von Funktionen. u und v € LP(§) sind Vertreter
der gleichen Aquivalenzklasse genau dann, wenn u(x) = v(x) a.e. in Q (d.h. fiir Lebesgue fast

alle x € Q).

Definition 3.1.2 u: Q — [—00, 0], messbar, heifst im Wesentlichen beschrdinkt, falls
es eine Konstante K > 0 gibt mit |u(x)| < K a.e. in Q

[ufl, = esssup‘u )| = mf K‘ lu(z)| < K a.e. an}
- lnf sup 'u/ ) .
M ist Nullmenge reQ\M

Definition 3.1.3 Fiir (2 C R" offen setzen wir
L>(Q) = {u: Q — RU {+ oo}, messbar, ||ullo < oo},

wobei u: Q — R wieder fiir eine ganze Aquivalenzklasse steht.

Lemma 3.1.4 (Hélder—Ungleichung)
Seien p,q € [1,00], %—I—% =1 und sei f € LP(Q), g € LYQ). Dann ist f-g € L' () und es
qgilt:

17 - 9lla@y < 1l oy - 191l oy

In LP(Q2) gilt die Dreiecksungleichung:

Lemma 3.1.5 (Minkowski—Ungleichung)
Sind f,g € LP(Q), p € [1,00] dann ist auch f+ g € LP(Q) und

Hf + gHLP(Q) < ||fHLP(Q) + HQHLP(Q)
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Lemma 3.1.6 (Fatou)
Sind f; € L*(Q), f; >0 fast iberall und

/fj(:p)dm < C < oo firalle jeN,
Q

so ist liminf f; € L'(Q) und

j— o0

/(linginf fj) () do < lixginf /fj(:v) dx.
Q Q

Satz 3.1.7 (Fischer—Riesz)
LP(Q) ist vollstindig fir 1 < p < oo (p = oo als Ubung)

Korollar 3.1.8 Firl <p < oo ist (L*(Q), ||-||,) ein Banachraum.

Zusatz: L*(Q) ist Hilbert-Raum mit <u,v>L2(Q) = /u(x) v(z)dx.
Q

Korollar 3.1.9 (Zusammenhang L,—Konvergenz und Konvergenz fast tiberall)
Jede Cauchy-Folge (uy), oy i LP(Q2) enthdlt eine Teilfolge (ukj)jeN,

in Q0 konvergiert (gegen den LP—~Limes u) d.h. uy,(v) —— u(x) fir fast alle x € €.
j—o oo
in R

welche fast tiberall

Satz 3.1.10 2 C R™ sei offen und beschrinkt (mit Maff 0 < u(2) < 0o). Dann gilt:
(i) Fir 1 <p <gq < oo ist
(@)~ ully < (@) ully fiir alle w e L1(Q)

(i) we L2(Q) = lim full, = [ull«
p—+00

iii) Ist u € LP(S) tralle 1 < p < oo und ||ull, < K, so folgt ue L>(S).
p

Bemerkung 3.1.11 Aus (i) folgt insbesondere L1(Q) G LP(Q) fir p < q
(d.h. L9(Q) C LP(Q2) und die Einbettung ist stetig).

Genauer: id: L(2) — LP(QY) ist stetig, weil linear und beschrankt ( ||id(u)|, < C - |lull,)-
Fiir Q beschrinkt gilt also L>(Q) C L1(Q) C LP(Q) C L'(Q).
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Weitere wichtige Satze der Lebesgue-Theorie sind die der monotonen und der majorisierten
Konvergenz.

Satz 3.1.12 (Satz von der monotonen Konvergenz; Beppo Levi)
Sei Q2 CR" offen und f;: Q@ - R U{+o00}, j € N, messbar mit

0 < fiz) < folz) < ... firjedes z €. (3.1.7)

Dann gilt:

Jim Q/ fy(x)d / LIEEO Iy } (3.1.8)

Satz 3.1.13 (Satz von der majorisierten Konvergenz; Lebesgue)

Sei Q € R™ offen und f;j: @ - R U{xoo}, n € N, messbar, so dass der punktweise Limes
existiert, d.h.

f(x) == lim fj(z), =€ (3.1.9)

_]*)OO

Falls dann eine Funktion g € L*(Q)) existiert mit
1fi(z)] < g(x) VjeN, VYzeQ, (3.1.10)

dann gilt:

lim /fj(x) dx :/f(x)d:p (3.1.11)

Definition 3.1.14 <Testfunktionen C?(Q))

(a) Fir f: Q— R st supp(f) = cl{x €Q: f(x) # 0} supp (f) heifst Trdager
(engl.: Support) von f.

(i) A ist kompakt und

(b) AcCc B: <:>{ _
(i) AC B

Wir sagen A liegt kompakt in B oder A ist in B kompakt enthalten.

(c) Sei 2 C R™ offen
CP(Q) == {ue C®(Q): supp(u) CC Q}.

Ziel: C3°(92) ist dicht in LP(Q) fiir 1 < p < oc.



36 KAPITEL 3. SOBOLEV-RAUME

Satz 3.1.15 Sei Q C R" offen. Es sei f € LP(Q) fiir p € [1,00). Dann gibt es eine Folge
(fi)jen C LP(2) mat supp(f;) CC Q und jli_)rr;O Hf— fij = 0.

Definition 3.1.16 (Standard Cg°(R"™)—Funktion)
Setze

o
c-e 1-BP fir |z <1
9(z) =

0, fir |x| > 1,

wobei ¢ > 0 so gewdhlt ist, dass /g(a:) de = 1.

]Rn

Offenbar ist supp(g) = B1(0), g(x) > 0 und g € C§°(R").

Lemma 3.1.17 (Reskalierung der Standard C§°(R™)—Funktion)
Zu e >0 sei

1

g9e(x) = — g@) , T €R™
e “\e

Dann ist g. € C3°(R"), supp(g.) = B:(0), /ge(x) drx =1 und g. ist beschrdankt

<|g€(x)| < K. firale zeR"). ®

N——

Definition 3.1.18 Sei f € L}, .(R") := {u: R" - R U { £ co}: u ist messbar, u € LY(9)
fuir alle Q cc R™ mit Q oﬁen}. Dann ist

(g * f) (z) = /gg (x—y) fly)dy, ze€R" (3.1.12)

R"
wohldefiniert. g. x f heifft Faltung (engl.: Mollifier).

In (3.1.12)) wird nur tiber B.(z), also ein Kompaktum, integriert. Offenbar ist LP(2) C L
Setzt man f € LP(Q2) auBerhalb von Q durch Null fort, erhilt man eine L}

loc

loc(Rn) :
(R™)~Funktion.

Satz 3.1.19 (a) g.* f € C°(R") fir alle f € L, (R™) und

D*(g-* f) ( /Dags ) - fly)dy

fir a = (aq,...,a,) € N§ und x € R™.
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(b) Ist f € Li,.(R™) und supp(f) CC Q, so ist (g * f) € C§(Q), sofern

0 <e< dz’st(supp(f), 8(2).

(c) Sei fe (), 1<p<oound f‘R =0, so dass also f € Li,.(R").

\Q loc
Dann gilt:
g-* f € LP(Q), llg= * fllry < I1fllere (3.1.13)
und
lim [ (9e £) = Fll ey = 0 (3.1.14)

Korollar 3.1.20 Fiir 1 < p < oo und Q C R" offen ist C§°(Q) dicht in L(Q).

Die Aussage von Korollar|3.1.2( gilt nicht fir p = co. Sei z.B. f =1 € L*(R"), aber
trotzdem gilt

Hg_fHLoo(Rn) > 1 firalle ge C°(R").

Satz 3.1.21 Sei Q C R” offen und u € C(2), sowie M CC 2.
Dann gilt h{% (g- * u) = u gleichmdfig auf M, d.h.

xSIGJ% (g *u) (z) — u(x) ’ — 0 (e \(0) .

Bemerkung 3.1.22 In der Situation von Satz|3.1.19(c) gilt fir f € L'(2) N L}

loc(Rn)
mat f‘Rn\Q # 0 zwar statt der Abschdtzung in (3.1.13) nur noch

l9- * Fllsy < I lesay (3.1.15)

wobei Q. = {z e R": dist(z,Q2) < e} D Q.

Die Konvergenz in (3.1.14)) ist aber immer noch giiltig, falls man zusdtzlich fordert, dass
ein g9 > 0 existiert mit f € L" (@8()).
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3.2 Schwache Ableitungen
Sei 2 C R™ beliebig offen. Dann gilt die Formel der partiellen Integration:

/Dau(aj)~gp($) dr = (—1)l /u(x) - D%(x) dx

Q

fiir alle u € C*(Q), |o| <k und ¢ € C°(Q2). Setze

L, .(Q) = {u € Q — [—00,00]: u messbar, ujg € LY(Q) fiir alle Q cC Q}

Definition 3.2.1 Sei u € L}, (Q). Eine Funktion v € L}, (Q) heifit o —te schwache
(partielle) Ableitung von u, falls

/u(m) DY(x)dx = (—1)° /U(x)go(x) dr  fir alle ¢ € C(Q). (3.2.1)
Q Q

Schreibweise: v = d%u.

Bemerkung: Falls u € C!*/(Q), dann existiert eine schwache Ableitung, welche der klassischen
Ableitung entspricht, d.h. d*u = D%u.

Satz 3.2.2 Die schwache Ableitung ist eindeutig bestimmd.
(Rechtfertigung der Schreibweise v = d*u)

Definition 3.2.3 Setze W*(Q2) := {u € L;,.(Q), u besitzt schwache Ableitungen d*u in L}, ()
fir alle |a| < k}.

Offenbar gilt C*(Q) C W*(Q2) und W*(Q) ist linearer Raum.
Lemma 3.2.4 Seiu € W*(Q). Ist x € Q mit dist(z,9Q) > €, so gilt fiir alle |a] < k
D*(ge xu) (z) = (ge * d"u) (2).

Insbesondere ist also D*(g. * u) = g. * d®u auf Q. := {z € Q|dist(z,00) > ¢}.
Lemma 3.2.5 Sein u,v € L, () und o € NI fest. Dann gilt:

loc

v = d*u <= fir alle Y CC Q emistiert eine Folge (uy), .y C C(2) mit

leHgo ”DaUk _UHLl(Q’) = 0.

Konvergenz gilt dabei auf jedem beliebigen Kompaktum €' CC €.
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Bemerkung: Die Folge (uy), . im obigen Lemma darf von Q' abhéngen.

ke

Lemma 3.2.6 (Produktregel)
ue CYQ), ve WHQ) impliziert u-v € WH(Q) und

di(u-v) =u-djv+v-Dju.
Beweisidee: Mit Lemma[3.2.5 (d; ist die schwache Ableitung, D; die klassische!)

Satz 3.2.7 (Kettelregel)
Sei f € CYR), f'€ L®(R) und u € W) mit Q CR" offen. Dann gilt fou € W) und
di(fou) = f'(u)-dju fir j=1,...,n.

Bemerkung 3.2.8 Als Anwendung erhalten wir uw € W(Q) impliziert |u| € W'(Q),
was klassisch nicht richtig ist.

Notation 3.2.9 Sei u: Q2 — R gegeben. Wir setzen
u™(z) := max (u(z),0), z€Q

min (u(x) ,0), x €

gl
=
i

Es gilt u(z) = ut(z) + v (z) und |u(z)] = ut(z) —u (z).

Lemma 3.2.10 Fulls u € W'(Q), dann sind auch v, u™, |u] € W(Q).

3.3 Sobolev—Riaume

Satz 3.3.1 Seil <p<oo, ke NU {0}. Dann sind die Sobolev—Rdume
WhP(Q) = {ue WFQ): d®u e LP(Q) fir 0 < |a| < k}
Banach—Rdume mit Norm

ey =4 > [ lduto)ds

0<lal<k &

Bemerkung 3.3.2 L*(Q) C L. .(Q) fiir alle p € [1,00), also W*P(Q) C WF(Q).

loc
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Beweisidee von Satz |3.3.1} Mit Vollstandigkeit von LP(§2).
HY(Q) := Wk2(Q) ist ein Hilbert-Raum mit dem Skalarprodukt

(u,v) = Z /dau(a:) d*v(z) dx.

0<lo|<k §

Bemerkung 3.3.3 uy — u in WEP({ — o0) <= d%uy — d®u in LP({ — o0) fiir alle
la| < k.

Offenbar gilt: CE(Q) C WhP(Q). Setze WiP(Q) := g, (C52(Q)).

Satz 3.3.4 WP(Q) ¢ WHP(Q) ist auch ein Banach-Raum. Analog ist HY(Q) := Wi*(Q)
ein Hilbert—Raum.

Im Moment ist damit noch nicht klar, ob W (Q) echte Teilmenge von W*P(Q) fiir k > 1 ist.

Lemma 3.3.5 Sei f: R — R, f € CYR), f'e L®(R), f(0) =0, Q CR" offen und
p € [1,00). Dann gilt:

1. u € WHP(Q) impliziert f ou € WhP(Q).
2. u € Wy (Q) impliziert f ou € W,7(Q).
Bemerkung: Fall 1. gilt auch fir f(0) # 0 falls Q beschrénkt ist.

Lemma 3.3.6 Seiuc WkP(Q), v e Wéc’q(Q), % +
p € [1,00). Dann gilt:

= 1 und Q CR" offen und

1
p
/(do‘u(x))v(x) dr = (—1)k /u(az) d*v(z)dx, fir alle |of < k.

Q 0
Ziel: C>~(Q) N WHP(Q) ist dicht in W*P(Q2) beziiglich || - xp = || - [[wrr(o)- Insbesondere ist
CFP(Q) = {ueC¥Q): Due LP(Q) firalle |af < k}
in W"P(Q) dicht (Meyers & Serrin 1969).

Lemma 3.3.7 Seip € [1,00) und u € W*P(Q). Dann gilt fiir ' CC Q beliebig:

Hga*u_uHWk,p(Q/) — 0 <€—>O)

Bemerkung 3.3.8 Setzt man u € W*P(Q) auferhalb von Q0 durch O fort, liegt die Fortsetzung
in LP(R™), aber nicht notwendigerweise in W*P(R")/

Sei C%(Q) := {u € C¥(Q): D*u ist beschrénkt fir |o| < k}.
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Lemma 3.3.9 (Leibniz—Formel)
Sei ¢ € C°(Q) N C%(Q), u e WFP(Q). Dann folgt: 1 - u € WEP(Q) und

eWu) = > (O‘> DB - d* Py fir alle || < k.

0<B<a b

Hierbei ist ! := ay!---a,! und (a) = L.
15} B! (a - 5)!
Beweisidee: Durch Induktion iiber k.
Lemma 3.3.10 (Zerlegung der Eins)
Sei Q C R™ offen und Q@ C |J Q; sei eine offene Uberdeckung von Q mit
j=1

1. Q; cC

2. Fiir jedes Kompaktum K CC Q gilt: K NQ; =0 fir fast alle j
(nur endlich viele Ausnahmen zugelassen).

(Qj)jeN heift lokal endliche Uberdeckung von Q. Dann gibt es ;€ C°(2) mit
(1) 0 < ¢(z) <1 fiiralle z€Q

(ii) supp ¢; CC
(i) > vj(x) =1 fir alle x€Q.
j=1

Man nennt (¢;); .y mit (1) — (14%) eine Zerlegung der Eins.

Satz 3.3.11 (Meyers € Serrin, 1964)
C(Q) N Wh(Q) (c C”W(Q)> ist dicht in W*P(Q) fir 1 < p < oo.

Beweisidee: Sei
1

K; = {xEQ‘|x| < j, dist(z,00Q) > ;

} kompakt, so dass
. o 1
K; = {xEQ, lz| < 7, dist(z,00Q) > ;} offen.

Dann gilt K; CCQ, K; C Kj4y und Q= | K.
j=1

Setze Ko, K_1 :=0 und Q;:= IO(jH\ K,y fir j € N. Dann ist ) = Uj; Q;
lokal endliche Uberdeckung. Damit existiert eine Zerlequng der Eins {wj};il.
Sei u € WkP(Q) beliebig. Dann ist Yju € WHP(Q).

41
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Wihle U;:= Io(jﬂ\ K;_5, s0 dass U; CCQ und ; CCUj. Zu € > 0 vorgegeben, wéhle £; > 0
so klein, dass g., * (¢;u) € C5°(U;) und ||gz, * (Yju) — %UHWW(Uj) < 5.

Setzt man

vj = ge, * (Yju) und v = Z v; € C*(Q2) N WhP(€),

j=1

dann folgt leicht HU — u”Wk’p(Q) < e.

Beispiel 3.3.12 Der Satz von Meyers € Serrin gilt fiir p = oo nicht:
FEtwa fiir Q = (—1,1) CR und wu(z)=|z| ist uwe Wh>(Q), aber

u ¢ el (C(Q) N Whe(Q).

3.4 Einbettungssitze

Zunichst einige Reminiszenzen der Funktionalanalysis {iber Kompaktheit.

Satz 3.4.1 Im topologischen linearen Raum (X, 1) gilt: K C X kompakt —> K st
abgeschlossen und beschrdnkt.

Satz 3.4.2 Ist (X,d) metrischer Raum und K C X, so sind dquivalent:
(a) K ist kompakt; genauver: iiberdeckungskompakt, d.h. jede offene Uberdeckung von
K, K cC |J©;, mit ©,CX offen, I beliecbige Indexmenge, hat eine endliche

i€l
Teiliiberdeckung, d.h. es existieren ij, j =1,...,n mit K C |J ©;,.
j=1

(b) K ist folgenkompakt, d.h. zu jeder Folge (x,,), . C K existiert eine konvergente
Teilfolge xn; — v € K fiir j — oo.

Definition 3.4.3 A heifit relativ kompakt genav dann, wenn A kompakt ist.

Im Folgenden sei f € LP()) durch f‘( ) = 0 fortgesetzt.

RP\Q
Satz 3.4.4 (Fréchet-Kolmogorov).

Sei p € [1,00) und Q C R™ sei offen und beschrinkt. Dann gilt: K C LP(Q) ist relativ kompakt
genau dann, wenn:
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(a) K beschrinkt (3 C >0 mit |[f] o) < C fir alle f € K);

(b) K istim Mittel gleichgradig stetig, d.h. zu € > 0 existiert ein 6 = §(¢) > 0 mit

1/p

|h| < 0 = /)f(m—i—h) — f(x) ‘pdx < e firalle fekK
0

Ist Q0 unbeschrinkt, wird zusdtzlich
(c) ?2}8 HfHLP(Q\BR(o)) — 0 (R — o)
bendtigt.

Beweis: Siehe [Alt92], Satz 2.24.
Folgende stetige Einbettungen gelten trivialerweise:

LP(Q) < WHP(Q) <= WHP(Q) + ... (3.4.1)
dh. z.B.id: W'?(Q) — LP(Q) ist stetig (weil linear und beschréinkt).

Damit folgt insbesondere

LP(Q) < WyP(Q) & WEP « ... (3.4.2)

Letztere Einbettungen sind aber nicht nur stetig, sondern sogar kompakt in folgendem Sinne:

Definition 3.4.5 Seien (X;,7;), i = 1,2, topologische lineare Riume. Dann heifst ein linearer
Operator T: X1 — X5 kompakt, wenn er beschrinkte Mengen in X auf relativ kompakte
Mengen in Xy abbildet.

Satz 3.4.6 (Rellich)
Es sei p € [1,00) und Q C R™ sei offen und beschrdnkt. Dann ist die Finbettung
W Q) = WeP(Q)

kompakt (d.h. id ist ein kompakter Operator).
Bemerkung 3.4.7 Insbesondere ist die Einheitskugel von Wit7(Q),
Bi(0) i= {ue Wi (@) [ [ullyyusr b < 1} € WE(Q)

@ =

in WEP(Q) relativ kompakt.



44 KAPITEL 3. SOBOLEV-RAUME

Beweisidee: Man kann fiir y € R" beliebig und |a| < k zeigen (% + % = 1):

/

Q

1/p

du(x +y) — du(x) )pdx < !y‘q : ||uHW,€+17p(Q) fiir alle we Wi P(Q).  (3.4.3)

Setze M = {u e Wit (Q): ”UHka < 1}- Dann ist fiir [af < k

Mg = {d*u e LP(Q): u e M}

in LP(€)) beschrankt und im Mittel gleichgradig stetig (wegen ((3.4.3))), also mit Fréchet—Kolmogorov
relativ kompakt. Damit folgt leicht, dass M folgenkompakt ist.

Weiteres Ziel: Einbettung von W*?(Q) in Riume stetiger Funktionen.
Fiir Q = (a,b) C R! gilt

Wk (q.b) € C*a,b],

in dem Sinne, dass zu jeder Aquivalenzklasse v € W**1?(a,b) ein Reprisentant @ € C*[a, b]
gefunden werden kann. Dariiber hinaus gilt der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
in der schwachen Form:

u(y) — u(x) = /du(f) d¢ firalle we€ W(a,b) und a <z <y < b (3.4.4)

x

Fiir allgemeines €2 C R™ hat man einen Verlust von [%} Ableitungen, statt nur einer fiir n = 1
(sieche unten).

Definition 3.4.8 Sei B # 0 eine abgeschlossene Kugel im R™ und
Co = {M:xz € B, X >0} N Bg(0)

eine Kegel mit Spitze in 0 und Hohe R. Fine offene Menge Q2 C R™ geniigt der Kegelbedin-
gung, falls zu jedem xy € Q) ein zu einem festen C, kongruenter Kegel mit Spitze in xg
existiert, welcher ganz in ) liegt.

Satz 3.4.9 (Sobolev, 1938)

Seip € [1,00) und Q@ C R™, n > 1, sei offen und geniige der Kegelbedingung. Ist k > %, s0 1ist
jedes Element u € W*P(Q) fast iiberall gleich einer stetigen Funktion @, welche auf Q0 beschrdinkt
i1st. Das heift

WHEP(Q) — Cp(Q),
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wober die Finbettung stetig ist:

< K,

H&HCB(Q) < fiir alle u € W*P(Q). (3.4.5)

' ”uHW’w(Q)

Die Konstante Ky = Ky(Co) > 0 hdngt nur von der Grifle des Referenzkegels Cy aus
Definition ab.

Bemerkung 3.4.10 Im Grenzfall Q = (a,b) gilt auch W' (a,b) — Cg(a,b).
Beweisidee: Fiir u € C>(Q) N WH*P(Q) und x € Q beliebig zeigt man
u(zo)| < Ko - [[ullipe., < Ko lullrpe;

wobei C,, C 2 ein zu Cy kongruenter Kegel sei.
Die Aussage folgt dann mit Meyers und Serrin Satz|[3.3.11}

Korollar 3.4.11 FEs sei k —{ > %. Dann gilt fiir 2, welche der Kegelbedingung geniigen
WHP(Q) — CH(9Q).

Beweis: Anwendungen von Satz[3.4.9 auf alle Ableitungen bis zur Ordnung {.

Bemerkung 3.4.12 Fulls k — ¢ > % gilt fiir jedes 2 C R"
WyP(Q) — CH(Q).

Beweisidee: Triviales Fortsetzen u‘Q =0 von u € WJP(Q) ergibt WyP(Q) € WP (R™).

Da R™ der Kegelbedingung geniigt, folgt die Behauptung.

Fiir die Anwendungen auf partielle Differentialgleichungen bréuchte man folgende Verschérfung
des Sobolev’schen Satzes: W*?(Q) < Cp (©2). Ohne Zusatzbedingungen ist das aber nicht zu
erwarten:

Beispiel 3.4.13 Sei Q= Q,UQy, O = (0,1)%, Q= (1,2) x (0,1).
Damit ist Q = [0,2] x [0,1]. Fiir
1, x €
u(r) = { 1

O,ZUGQQ

gilt w e C®(Q) NWHP(Q) fir jedes k € No, p > 1. Trotzdem ist u ¢ Cp (Q).
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Definition 3.4.14 Q) C R" sei offen. ) hat die Segmenteigenschaft, falls zu jedem x € 0S)
ein offenes U 5 x und ein Vektor y, € R™\ {0} ewistiert, so dass

2+ ty, €Q firalle t€(0,1) wundfiralle €U N Q.

Sofern €2 die Segmenteigenschaft erfiillt, darf 2 nicht auf beiden Seiten von 02 liegen. Anders
ausgedriickt: jedes Randsegment lisst sich ins Innere von 2 verschieben. In Beispiel gilt
das nicht.

Satz 3.4.15 (Agmon)
Hat Q C R™ die Segmenteigenschaft, so ist Cg°(R")q dicht in W*P(Q) fir 1 < p < oo.

Korollar 3.4.16 Hat Q2 C R™ die Segmenteigenschaft und erfillt Q0 zusdtzlich die Kegelbedin-
gung, so gilt firl <p < oo

WHP(Q) — C5(Q), sofern k—1( > %,

mit stetiger Einbettung. Das heifst, es ewistiert ein Ko > 0, so dass zu jedem u € WkP(Q) ein
@ € C4(Q) mit u = fast iiberall in Q) existiert und

HaHCg(ﬁ) < Ko - [lullwrs @) (3.4.6)

3.5 Randwerte von M/é€ P_Funktionen

Offenbar impliziert u € C§°(2), dass v = 0 auf 0. Es stellt sich die Frage, inwiefern dies fiir
u e WyP(Q) = Clf 0 (C6° () immer noch gilt?

Da 092 eine Nullmenge ist, ist diese Frage nur dann sinnvoll, wenn zusétzlich u € C' (ﬁ) bekannt
ist!

Definition 3.5.1 Q, Q seien offen in R™.

©: Q= Q heift k—Diffeomorphismus, falls ¢ Homdomorphismus und D*p € Cp(Q),
DYyt ¢ C’B(Q) fir alle 1 < |a| < k ist.

Abgeschlossene Mengen A und A heifen k—diffeomorph, falls A C €, AcQ, Q0 offen
und k—diffeomorph vermdge ¢ sind mit p(A) = A.
Da k > 1, existieren Konstanten ¢, c¢; > 0, so dass

¢; < |det Dp(z)] < z€Q

(3.5.1)
¢ < |det D™t (y)| < 2, yeQ

gilt.
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Satz 3.5.2 Q und Q seien k-diffeomorph (k> 1) und p € [1,00).
Dann sind die Banachriume WP (Q) und WH» (Q) vermdge

T: Whe(Q) —s Whe (Q)

u() — u (') = (Tu)()
algebraisch und topologisch isomorph, d.h. T ist bijektiv und sowohl T, als auch T~ sind stetiq.
Sonderfall: k = 0. Hier ist LP(Q) = L?(R), sofern 2 und © 1-diffeomorph sind.

Beweisidee: T ist offenbar linear und bijektiv. Dass T bzw. T~! auch stetig (beschrinkt) ist,
folgt aus der Kettenregel, der Transformationsformel und (i3.5.1).

Zusatz: Sind Q und Q k-diffeomorph vermdge ¢ und gilt p(9Q) = 9, so ist
T: W) — Wi (9)
algebraischer und topologischer Isomorphismus.

Definition 3.5.3 Q C R" sei offen. 2 hat einen Rand O} 'von_der_Klasse Ck k>1,
falls zu jedem x € OS2 eine offene Umgebung U > x existiert, so dass U N § k—diffeomorph zur
abgeschlossenen Halbkugel §1+<0) ={zx e R", |z| <1, x, > 0} ist. Dabei soll gelten:

p(U N 00) = {zeR", [a] < 1, 2, = 0}
p(OU N Q) = {z€R", |a| = 1, 2, > 0}.

Bemerkung 3.5.4 Definition |3.5.5 sagt aus, dass der Rand lokal glatt gebogen werden kann.
Hat Q einen Rand der Klasse C* mit k£ > 1, so folgt:
(1) © hat die Segment-Eigenschaft

(2) Q erfiillt die Kegelbedingung, sofern € beschriankt ist.

Satz 3.5.5 Es seiu € WyP(Q) N C(Q) fir 1 < p < oo und 0 sei von der Klasse C*.

Dann gilt: )
uw(xz) = 0 fir alle = € 0.

Bemerkung 3.5.6 In diesem Sinne erfiillen Wol’p—Funktz'onen ,schwache® oder ,verallgemei-
nerte” Nullrandbedingungen.
Satz 3.5.7 Q C R" sei offen, beschrinkt mit Rand von der Klasse C*.

Ist uw € WyP(Q) N WEP(Q) mit 1<p<oo, k> 5, so folgt:

u(x) = 0 fir alle x € 0.

Genauer gesagt gilt: In der Aquivalenzklasse von u gibt es ein @ € C(Q), welches auf 0N
verschwindet.
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Beweisidee: W?(Q) — Cp(Q) = C(Q) fiir k > .
Satz 3.5.8 FEs sei 2 C R" offen und u € W(f’p(Q), 1<p<oo, k> %. Dann gilt:

U|p0 = 0.

Im allgemeinen haben W'?(Q) Funktionen natiirlich keine ,verniinftigen“ Randwerte
(02 = Nullmenge). Trotzdem ldsst sich etwas machen:

Satz 3.5.9 (Spuroperator)
Es Q C R" beschrinkt mit 9Q von der Klasse C', p € [1,00).

Dann existiert ein beschrankter linearer Operator
S: WP (Q) — LP(00)

mat

(i) Su=ul|,, firale weC'(Q)

(ii) HSUHLP(@Q) < CH“HWLP(Q) fiir alle w e WHP(Q), wobei C = C(p,Q).

Su heifit die ,,Spur von u auf 9€2“.
Beweisidee: Zunéchst zeigt man
lwonll rony < C - llullyroggy firalle we ()

und verallgemeinert diese Abschétzung anschlieend mit Approximation durch C§°(R")-Funktionen
(Satz von Agmon) auf WP (Q)-Funktionen.

Satz 3.5.10 Sei Q C R" offen, beschrinkt mit 0Q von der Klasse C' und u € WP(Q),
1 <p<oo. Dann gilt:

ueWyP(Q) <= Su = 0¢€ LP(0Q).

Beweisidee: Durch Approximation mit C§°(£2)-Funktionen und mit Satz[3.5.9

Satz 3.5.11 (Erweiterung von W'?(Q)—Funktionen)

Sei Q C R" offen, beschrinkt mit 02 von der Klasse C*, sowie 1 < p < oo. V sei so gewdbll,
dass Q) CC V. Dann existiert ein beschrinkter linearer Operator

E: W' (Q) — W'P(R"),
so dass fiir alle uw € WHP(Q) gilt:

(a) Eu = u fast iberall in Q.

(b) supp EuCC V.
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(c) HEunl,p(Rn) <C- ||uHW1’p(Q) wobei C = C(p,Q, V).

(d) E — CWP(R™).

|cre@)

Beweis: Evans [Eval(], S. 270.

3.6 Differenzenquotienten

Definition 3.6.1 Firh # 0 und i € {1,...,n} heifst

u(x + he;) — u(x)
h

Viu(z) = Vi,u(z) =
Differenzenquotient in Richtung e; € R".

Lemma 3.6.2 Seiu € W'AQ), 1 <p < co. Dann gilt:
Vhiuw€ LP(Q)  firalle QCCcQ mit 0 < |h] < dist(,00)

und
[V ullrry < lldiul] oy

Eine Art Umkehrung gilt auch:

Lemma 3.6.3 Seiu € [AQ), 1 < p < oo, und Vy,u € LP(Q), [Viiull oy < K fir alle
0 < |h| < dist(,00Q) und fir alle ' CC Q. Dann ezistiert die schwache Ableitung d;u in
LP(Q2) und

HdiUHLP(Q) < K.

Bemerkung 3.6.4 In Lemmal|3.6.5 geniigt es, die Voraussetzungen fir eine Folge h,, — 0,
how # 0 zu fordern.

3.7 Die Poincaré—Ungleichung

Fiir u € WHHQ) bzw. u € WH(Q) suchen wir eine Abschiitzung der Form

||u||€vk,p(g) <C- Z HdauH]ZP(Q) +7,
|a|=k

d.h. im Wesentlichen eine Abschitzung durch die héchsten Ableitungen.
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Definition 3.7.1 Sei (2 C R" offen und beschrdnkt. §;, i € I, bezeichne die Zusammenhangs-
komponenten von 2. Wir setzen fir k > 1

Pr_1 = {q: Q—R | qio, st Polynom vom Héchstgrad < k — 1} c WhP(Q).
Sei Tpo1:={f1,.-, fer} C (W’”’(Q))/ derart, dass
o
VEP1, Y Ifiw) =0 = v =0 (3.7.1)
i=1
Beispiel 3.7.2
fo(u) :/do‘udx, la] < k — 1.
Q

Satz 3.7.3 Sei (2 C R" beschrinkt und habe die Segmenteigenschaft. Set 1 <p < oo, k>1
und Ty_q erfille (3.7.1). Dann ist

1/p
‘6*
— a, ||P P
0] = [y = [ D flaalll + 3 |fiw)
|a|=k =1
auf WHHQ) eine zu || - [wraq) dquivalente Norm.

Korollar 3.7.4 (verallgemeinerte Friedrichs—Ungleichung)

Q C R” sei offen, beschrinkt und zusammenhingend, 09 Klasse C*,T" C 0 mit
tn-1(I') >0, 1 <p<ooundk >1. Dann existiert C' > 0 mit

PA\L/P

lillpo < C- | 32 aalf + 30 /do‘u do(z)| | fir atie uewre(Q).

la =k ol <k—1 | 1

Bemerkung: Das Korollar bleibt richtig, falls 2 nicht zusammenhéngend, aber
fin—1(T N 0;) > 0
fiir alle Zusammenhangskomponenten €2; von €.

Korollar 3.7.5 (Poincaré—Ungleichung in W, (Q))

Sei Q0 C R™ offen und beschrinkt mit Rand von der Klasse C*, 1 <p < oo, k > 1.
Dann ist
1/p

Ul = Z [d®ull; (3.7.2)
o] =k

auf WEP(Q) eine zu || - lwrr) dquivalente Norm.
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Bemerkung: Die Aussage von Korollar|[3.7.5 bleibt auch richtig, wenn 92 nicht glatt ist.

Korollar 3.7.6 Sei 1 < p < oo, k > 1, Q C R"™ offen, beschrinkt, zusammenhdngend und
erfille die Segmenteigenschaft. Dann gilt: zu Q* C Q mit p(2*) > 0 existiert ein C' > 0 mit

p\1/p

lullyis < C 1 D [dul? + > /dau dx fiir alle uw e WHP(Q).
la| =k la| <k—1 Q*

Bemerkung 3.7.7 Das obige Korollar bleibt richtig, falls Q nicht zusammenhdngend ist,
sofern wir p (QQ*N ;) > 0 fir alle Zusammenhangskomponenten €; von Q fordern.

Korollar 3.7.8 Sei p und Q wie in Korollar[3.7.6, dann ist

Vo= vEWl’p(Q):/vdx:O

Q

mit der Norm ||ully := |ul|ipq aus (3.7.2) ein Banachraum. Des Weiteren sind ||-||v und ||-||1p.0

auf V dquivalent.

Korollar 3.7.9 Sei Q beschrinkt und offen mit Rand von der Klasse Ct, 1 < p < 0.
Dann gilt:

WyP(Q) € WHP(Q)  fir alle k > 1.

Bemerkung 3.7.10 Fir Q =R" gilt WEP(R") = Whe(R").



52

KAPITEL 3. SOBOLEV-RAUME



Kapitel 4

Elliptische Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

4.1 Elliptizitdt und schwacher Losungsbegriff

Sei 2 C R" offen und beschrankt. Wir untersuchen zunéchst das Dirichlet—Randwertproblem

Lu = f in QCR"

(4.1.1)
u = g auf 00

mit g: 0Q — R. f: Q — R gegeben. u: Q — R wird gesucht.

Definition 4.1.1 L sei ein linearer Differentialoperator 2ter Ordnung,
entweder in Divergenzform

n

Lu = — Z (a;(x) uwi)xj + sz(x) Uz, + c(x)u (4.1.2)

ij=1 i=1

oder in Normalform

n

Lu = — Z ij (T) Ug,e; + Z bi(x) uy, + c(z)u, (4.1.3)

ij=1

wobei a;j, b;, c: 0 — R gegebene Koeffizientenfunktionen sind. Wir wollen jeweils symmetrische
Koeffizienten annehmen:

Q5 = Qjj, 1 S i, j < n. (414)

Bemerkung 4.1.2 Sind die Koeffizienten a;j, simtlich C*~Funktionen, so lifit sich (4.1.4)) je-
weils erreichen. Auch Divergenzform und Normalform lassen sich jeweils ineinander tberfiihren.

23
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Definition 4.1.3 Die Differentialoperatoren aus (4.1.2) und (4.1.3) mit symmetrischen
Koeffizienten a;; (4.1.4) heiflen gleichmdfig elliptisch, falls ein © > 0 existiert, so dass

> ay(x) &8 > O firalle x€Q, EERY (EL)

1,7=1

Der Prototyp eines gleichméBig elliptischen Operators ist natiirlich L = —A. Operatoren mit
der Eigenschaft (EL) heiflen oft auch gleichméBig stark elliptisch. Aus Notationsgriinden hat der
Hauptteil von L jetzt im Gegensatz zu Kapitel[dein negatives Vorzeichen (vgl. Annahme|2.1.1).

In Folgendem sei L immer in Divergenzform.

Annahme 4.1.4
a;j,bi,c € L*(Q), 1 <i,j<n
f e L),
g € H*(Q).

Offenbar gilt: u ist Losung von (4.1.1) <= u := u — ¢ ist Losung von
Lu=f—-Lg in Q
u=20 auf 0€Q.

Da aber f = f— Lg € L*(Q), konnen wir 0.B.d.A. in (#.1.1) g = 0 annehmen.

Schwache Lésungen: Jede Losung von (4.1.1) mit L aus (4.1.2)) erfiillt

/[Z Aij Ug; Po; + Zbiumgo+cu<p] dx
o ij=1 i=1

(4.1.5)
= /fgpdx fiir alle o € Hy(S2).
Q

Die gesuchte Funktion u werden wir wegen der Randwerte g = 0 ebenfalls in HJ (£2) suchen.

Definition 4.1.5 Die Koeffizientenfunktionen seien wie in Annahme [4.1.4).

Die mit dem Divergenzoperator L aus (4.1.2) assoziierte Bilinearform ist dann definiert
als

Bluy) = [ [Z 0y (2) apr, + D bi@) U + @) up | o fir up € H'(O).

o Lig=1
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Definition 4.1.6 Wir sagen u € H} () ist schwache Lésung des Randwertproblems

mit g = 0, falls

B(u,¢) = (f, g0>L2(Q) fiir alle ¢ € H3(Q). (4.1.6)

Um ([4.1.6) zu 18sen, verwenden wir von der rechten Seite F(p) := (f, ¢)
Fe[Hy(Q)].

L2 DT, dass

Notation 4.1.7 (Dualmum von H&(Q)) H-YQ) = [H}(Q)]. Wir schreiben
F(p) = (F,p) fir FeH Q) und o€ Hy).

Norm auf H™():

[ P sup [(F.0)].

pe Hé(Q), H‘P”}ﬂ(g) <1

Bemerkung 4.1.8 (Charak:te'risierung von H_I(Q)> :
Es gilt F € H Q) <= es existieren f° f',..., f* € L*(Q) mit

(F,p) = /f% + Z I e dr fiir o€ Hy(Q). (4.1.7)
Q

i=1

Definition 4.1.9 Falls u € H}(Q) eine Lisung von
B(u,p) = (F,¢) fir alle ¢ € Hy(Q), (4.1.8)

wober '€ H™Y(Q) durch (4.1.7) gegeben ist, dann sagen wir u ist schwache Lésung
(im Distributionssinne) von

Lu = f°— Z f:; in € (4.1.9)

i=1

u =20 auf 0SQ.
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4.2 Existenz schwacher Losungen des Dirichlet—Problems

Ziel ist es, den Satz von Lax—Milgram anzuwenden.
Satz 4.2.1 (Lax—Milgram)
Sei (H, (- >) ein Hilbertraum und D: H x H — R bilinear, so dass «, 5 > 0 existieren mit

(i) [D(u,v)| < allul - ||v]| fir alle uw,v€ H (Stetigkeit)
(ii) Bllull* < D(u,u) fir alle we H (positiv definit).

Dann ezistiert fir jedes F € H' = L(H,R) genau ein u = up € H mit
D(up, ) = F(p) firale € H.

Zusatz: Der Losungsoperator T: F — up, H' — H ist stetig, linear und bijektiv, also ein
Isomorphismus.

ITE) = lluella < CIF |-

Literatur: |Alt92], S.118.

Im Gegensatz zum Satz von Riesz braucht D hier keine Symmetrie.

Wir wollen diesen Satz im Wesentlichen auf die Bilinearform B anwenden:

n

Z i § () Us, Pu; T+ Z bi(x)uy,  + cuyp | do
=1

ij=1

B(ua 90) =

Q

Satz 4.2.2 Sei L gleichmdfig elliptisch, in Divergenzform und mit Koeffizienten gemdyfs
Annahme[{.1.4] Dann existieren Konstanten o, 3 > 0 und v > 0 mit

(i) |B(u,v)| < aHuHHl( fiir alle u,v € H'(Q)

Q) ||U||H1(Q)
und
() Bllullfg < Blww) + v |Jullja, firalle ue H(Q).

Dabei ist § = % und vy ist von der Form v = % + C* mit © aus Deﬁm’tion und
C*=C*(b;, ¢, ©) > 0 hdangt nur von den b;,© und ¢~ = min{0,c} ab mit C%0,0,0) = 0.

Zusatz zu Satz Ist Q beschriinkt, ldsst sich (ii) fiir u € H}(Q) verschérfen.
Es gilt die Garding’sche Ungleichung

G Bl < B+ C(be0) [l firalle we H@)
——

= ~v'>0

wobei 8 = 2 / (1+¢%) >0 mit ¢> 0 aus der Poincaré-Ungleichung.
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Als Spezialfall hat man damit fiir b, =0, ¢ =1,...,n und ¢ >0
. 2 .
(i1)” g ||uHH1(Q) < B(u,u) fiiralle ue€ Hy(Q),
d.h. B ist positiv definit oder Hj(Q)- elliptisch.

Satz 4.2.3 (Existenz schwacher Ldsungen des Dirichlet—Problems)

Unter den Voraussetzungen an L gemafS Satz[4.2.4 und Q2 beschrinkt existiert eine
Konstante v > 0, so dass fir alle

> (4.2.1)

und fiir alle f € L*(Q) eine eindeutige schwache Lisung u € H} () des Randwertproblems

(vgl. Definition[{.1.6)):
Lu 4+ pu = f  in Q

(4.2.2)
u =0 auf 00
existiert. Das heifst, es gilt
D, (u,v) == B(u,v) + plu,v)r2) = (f,v)12q fir alle v € Hy(S).
Beweisidee: Mit Lax—Milgram.
O

Bemerkung 4.2.4 Analog lisst sich fiir
fle L*(Q), 1=20,...,n,

die Eristenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lésung v € HY(Y) (im Distributionssinne) von

Lu+/w:f0—2f;i in €
i=1
u =0 auf 02

fiir i >~ zeigen (vgl. Definition .

Dafiir geniigt es zu zeigen, dass

(4.2.3)

n

Flo) = | fPode + [ Y [lom du (4.2.4)
s

Q i=1

ebenso F € [HY(Q)] = H-Y(Q) erfillt. Dies ist der Fall und in der Form ([£.2.4) hat
man tatsichlich alle F € (H(Q)) erfasst (vgl. Bemerkung .
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Korollar 4.2.5 Der schwache Lisungsoperator von (4.2.3))
(‘eigentlich von D, (u, ) = F(p) fir alle ¢ € Hj(SY)) fiir p> 7.
(L) = oL+ uD)™ HHQ) — Hi(Q)

F — up
st linear, stetig und bijektiv, also ein Isomorphismus. Insbesondere gilt also

HuFHHé(Q) = ||(L+ ,u[)_lFHHé(Q) < const(p) - HFHH_l(Q) (a priort Abschdtzung).

Beispiel 4.2.6 Betrachte fiir beschrinktes )

n

Lu = — Z (aij ta,),, + cu

ij=1
mit ¢ > 0 in 2. Dann gilt nach Zusatz zu Satz die Garding’sche Ungleichung

ﬁ”uHip(m < B(u,u) fir alle u € Hy(Q),

mithin also v = 0 in () von Satz[{.2.9

Somit hat
Lu+ pu = f in Q

(4.2.5)
u=0 auf 00

fiir alle ;1 > 0 und f € L*(Q) genau eine schwache Lisung u = uy € Hg ().
Insbesondere hat mit L = —A
—Au = f in Q

u =0 auf 09,
fiir alle f € L*(?) genau eine schwache Lisung u € HJ(S2).

Fiir u < 0 kann sowohl Existenz, also auch Eindeutigkeit in (4.2.5) fehlen. Etwa

—Au —nu =0 in [0,7]" n
hat Losungen u(x) = « H sin (z;), o € R.
u =0 auf 0[0,n]" i1

Frage: Konnen wir aus den schwachen Losungen tatsdchlich klassische Losungen erhalten?

Dabei auftretende Probleme sind

(i) Randwerte: Ist ujgo = 07

(ii) Regularitét: Gilt tatséchlich u € C*(Q) N C (Q)?
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Falls man diese Probleme 16sen kann, bekommt man tatséchlich klassische Losungen.
Dazu: Die schwache Losung u erfiillt

Du(u, gp) = <f, gp>L2 fiir alle ¢ € Cg°(Q) C Hy(Q).
Mittels partieller Integration erhéilt man

/(Lu + pu — f)-edr =0 firalle ¢ e C*(Q),
Q

d.h.
Lu + pu = f in L*Q), (4.2.6)

da C5°(9) dicht in L?(€) ist.

Falls u € C?() N C (Q) gilt ([{.2.6) in C(Q).

Auch ohne Regularitdt erhélt man aber in jedem Fall:
Korollar 4.2.7 Jede klassische Lisung von (4.2.2) mit p >~ gemdfs Satz[§.2.5 ist eindeutig.

Beweis: Jede klassische Losung ist natiirlich auch schwache Losung, welche aber
eindeutig waren.

4.3 Schwache L6sungen des Neumann—Problems

Wir miissen zuerst einen schwachen Losungsbegriff herleiten. Sei wieder L in Divergenzform
und gleichméafig elliptisch. Mit

Ru(z) = — Z a;;(z) ug, (x) - vj(x) fir x € o (4.3.1)
ij=1
bezeichnen wir den natiirlichen Randoperator, wobei v = v(z), x € 9 das &duflere Nor-
malenfeld ist. 02 sei in diesem Paragraph von der Klasse C*' und Q beschrinkt. Wir suchen
klassische Losungen u € C?(2) N C'(Q2) des inhomogenen ,,Neumann“—Problems (auch
natiirliches Randwertproblem)

Lu = f in

(4.3.2)
Ru = h-u+ ¢ auf 09.

Neben f: QQ — R sind auch h,v: 992 — R gegeben.
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Beispiel 4.3.1 Falls a;; = d;; ist Ru = — % die Normalenableitung.

Multiplikation der Differentialgleichung in (4.3.2)) mit Testfunktionen ¢ € Cg°(R")z und
Integration liefert

Blu,p) = F(p) fiiralle ¢ e Co*(R™) g, (4.3.3)
wobei

B(u,¢) := B(u,p) + /h-u-gpdo
G)

und

Fy) = Q/f-sodx —8£w-soda.

Annahme 4.3.2 Sei Q C R" offen und beschrinkt mit C'—Rand und L in Divergenzform und
gemdf$ Definition gleichmdfig elliptisch, f € L*(Q), ¢ € L*(9Q) und h € L>(09Q) und
natirlich a;;, b;, c € L>(Q) wie in Annahme |4.1.4}

Lemma 4.3.3 Unter der Annghme ist wohldefiniert: B: HY(Q) x HY(Q) — R
(bilinear und beschrinkt) und F: H'(Q) — R (linear und beschrinkt). Insbesondere gilt

(4.3.3)) fiir alle p € H(Q).

Definition 4.3.4 Wir sagen u € H'(Q2) heifit schwache Lésung des natiirlichen Randwert-

problems (4.3.2)), falls

B(u,p) = F(p) firalle e HY(Q)

qgilt.

Satz 4.3.5 Sei Annahmel[f.3.9 und h > 0 erfillt. Dann existiert ein v > 0, so dass
fiir alle p >~ das Randwertproblem

Loy = Lu + pu = in Q
g s d (4.3.4)
Ru = h-u+ v auf 00
genau eine schwache Lisung u = uysy, € HY(Q) hat.
Beweisidee: Anwendung von Lax—Milgram auf

Dy(u,) = B(u,¢) + P, @) 1o fir w0 € H'(Q)

fir u > 7, wobei v aus Satz [{.2.9 ist.
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Bemerkung 4.3.6 Die schwache Formulierung der Randwertaufgabe (4.3.4)) ist:
Finde u € H*(Q), so dass

D, (u,p) = F(p) fir alle ¢ e H'(Q). (4.3.5)
Bleibt die Frage, ob schwache Losungen, die hinreichend regulér sind, auch klassische Losungen
von (4.3.4)) sind?

Das ist tatséichlich so! Sei dazu a;; € C' (Q), bi,c € C(Q), h,¢ € C(9Q) und f € C().

Ist dann u € C?(2) N C* (Q) eine reguléire schwache Lésung geméf (4.3.5)), dann gilt

B(u, ) +/h SuSpdo + u<u,gp>L2(Q) = <f,g0>L2(Q) —/w S do fiir alle ¢ € H' (),
o0 o9

(4.3.6)
wobei S: H(Q) — L*(99) der Spuroperator aus Satz[3.5.9 ist.
1. Fiir Testfunktionen ¢ € C§°(2) liefert (4.3.6) <Lu + pu, g0>L2(Q) = <f, ¢>L2(Q)
und damit
Lu + pu = f in L*Q). (4.3.7)

2. Testet man (4.3.6) mit p € C5°(R") 5 und verwendet (4.3.7) erhilt man die Randwerte:

/(—Eaijuxil/j)-goda :/(h-u + ¢) - pdo fiir alle p € C° (R")q
B o0

und damit Ru = hu + v in L*(99).

Korollar 4.3.7 Jede requlire schwache Losung von (4.3.4) ist auch klassische Ldsung.

Bemerkung 4.3.8 Der Randoperator R aus heifit natiirlicher Randoperator (ho-
mogene natirliche Randbedingung Ru = 0), weil sich diese Randbedingungen einstellen, ohne
in den Funktionenraum mit aufgenommen werden zu missen (schwache Lésungen liegen in
HY(Q), im Gegensatz zu H}(Q) bei Nullrandwerten).

Bemerkung 4.3.9 Fir u € H'(Q) (schwache Lisung von ([£.3.4)) ist dy,u € L*(Q), was zu
wenig ist fiir verniinftige Randwerte. Ru macht also ohne Regularitit gar keinen Sinn!

Neben Dirichlet- bzw. Neumann—Randwertproblemen treten in den Anwendungen auch oft
gemischte Randwerte auf (sogenanntes Robin—Problem).
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Beispiel 4.3.10 (Robin—Problem — gemischte Randwerte)

Wir betrachten zum Beispiel die Randwertaufgabe

—Au = f in

u=0 auf I
S0 pa\T
9 au, :

fir ) £ T C 0Q, ¢ € L*(09Q). Die schwache Formulierung lautet:
Suche u € HE(Q) = clH.”Hl(m[Cgo (R*\ T )‘Q}, so dass

/Vu~V<pd:U = /f~<pd:c —/ Y Spdo  fir alle p € HA(Q).
Q Q

OO\

Nur die erzwungenen , Nullrandwerte® kommen in den Ansatzraum H{(Q), denn falls 052
und I hinreichend glatt sind, kann man zeigen, dass H} () = {u € H'(Q) | Syr = 0} gilt
und damit

H)(Q) C HNX(Q) ¢ HY(Q).

4.4 Einschub: Fredholm Alternative fiir kompakte
Operatoren

Im néchsten Paragraphen werden wir sehen, dass der schwache Losungsoperator
L' L2(Q) — Hy(Q) cc L*(Q)

kompakt ist, d.h. er bildet beschréinkte Mengen auf relativ kompakte Mengen ab

(vgl. Definition|3.4.5).

Wir wollen deshalb unsere Kenntnisse iiber kompakte Operatoren vertiefen:

Beispiele kompakter Operatoren

e TeL(X,)Y), dmX < oo oder dimY < co = T kompakt.

e T'e L(X,Y), Se L(Y,Z). Ist T oder S kompakt, dann ist auch S o T" kompakt.
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Lemma 4.4.1 Seien (HZ-, (,)Z), i = 1,2 Hilbertrdume und A € L(Hy, Hy). Dann existiert
ein (eindeutig bestimmter) linearer Operator A*: Hy — Hy mit A* € L(Hy, Hy) und

(A*v,u), = <'U,Au>2 fiir alle w € Hy, v € Hs.
A* heifit der zu A adjungierte Operator.

Beweis: vgl. Funktionalanalysis Skript, Maier-Paape [MP22], §8.2.

Fiir lineare Operatoren A € L£(X,Y) sei im Folgenden N(A) = ker A (nucleus) und
R(A) = im(A) (range).

Satz 4.4.2 (Fredholm—Alternative fiir kompakte Operatoren)
Seir K: H — H kompakter linearer Operator. Dann gilt:

(i) N(I — K) ist endlich dimensional

(ii) R(I — K) ist abgeschlossen
(i) RU—K) = N(I—K")", R(I - K*) = N(I — K)*
(iv) NI - K) = {0} « R(I-K) = H

(v) dimN(I — K) = dim N (I — K*)

Beweis: Evans [Eval(] Appendiz §D.5, Theorem 5.

Bemerkung 4.4.3 Falls (iv) ist [ — K: H — H bijektiv, d.h. (I — K)™': H — H existiert
und ist stetig (open mapping theorem), mithin (I — K)™' € L(H, H).

Bemerkung 4.4.4 Die Fredholm Alternative [{.4.7 liefert insbesondere, dass genau eine der
beiden Alternativen wahr ist (vergl. (iv)

() fiir jedes f € H hat die Gleichung x — Kx = f genau eine Lisung x € H
oder

(B) die homogene Gleichung v — Kx = 0 hat eine nichttriviale Losung x # 0.

Zusdtze:

e Fualls (B) gilt, hat man keine eindeutigen Losungen von v — Kx = f mehr.
Existenz wird wie folgt charakterisiert:

r — Kx = f st genau dann l6sbar, wenn f € N (I — K*)L. (4.4.1)

e Der Raum der nichttrivialen Lisungen x # 0 von x — Kx = 0 ist zusammen mit
x =0 ein endlich dimensionaler Unterraum.
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Definition 4.4.5 Sei X normierter Raum tber den Kérper C, T € L(X, X).
Setze Ty :==T — N[ =T — \. Dann heifit:

(a) o(T) = {)\0 €C| Thy: X = X ist bijek‘tiv} Resolventenmenge von T
(b) o(T) := C\ o(T) das Spektrum von T.
(c) o,(T) = {)\ ca(T) | N(T - \) # {O}} C o(T) Punktspektrum von T.

(d) Ist A € 0,(T"), dann heifst X\ Eigenwert von T. Lisungen w # 0 von Tw = \w
heiffen Eigenvektoren zu .

Satz 4.4.6 (Riesz—Schauder: Spektrum kompakter Operatoren)
Ser H Hilbertraum, dim H = oo und K: H — H kompakt. Dann gilt:

(i) 0 € o(K)
(i) o(K)\ {0} = 0,(K) \ {0}

entweder o(K)\ {0} st endlich, oder

(iii) o(K)\ {0} ist abzdhlbar und jede konvergente Folge in
o(K)\ {0} hat 0 als Grenzwert.

Beweis: Evans [EvalO] Appendiz D.5 , Theorem 6.

4.5 Fredholm Alternative fiir das Dirichlet—Problem

Definition 4.5.1 Sei b; € Wh>(Q). Der zu Lu=— ), (aijuxi)xj + > biug, + cu
ij=1 i=1
formal adjungierte Operator L* sei ’

Ly = — i(aijv%)xi - i wai + (C - i bz,m) V.
=1 =1

3,7=1

Bemerkung 4.5.2 Sofern die Koeffizientenfunktionen hinreichend glatt sind

<Lu,v>L2(Q) = (u, L*0)j2iq) fiir alle u,v € C°(€2).
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Dieser Operator fithrt uns auf den adjungierten Losungsbegriff. Wir betrachten wie
bisher das Dirichlet—Problem

Lu = f in Q

(4.5.1)
u =0 auf 00
mit schwacher Losung u € H} (Q):
B(u,p) = <f,g0>L2(Q) fiir alle o € Hy(S2). (4.5.2)
Definition 4.5.3 Wir sagen v € H} () ist schwache Lésung der zu (4.5.1))
adjungierten Gleichung
L'v = f in Q
(4.5.3)
v =0 auf 09,
falls
B*(v,¢) = (f, ¢>L2(Q) fiir alle ¢ € Hy(9). (4.5.4)
Dabei ist B* definiert durch
B*(v,u) := B(u,v), u,v€ Hy(Q). (4.5.5)

Bemerkung 4.5.4 Die Bilinearform B* gehdrt gemdfl Definition 2um
Differentialoperator L*, da

B(v,u) = /

Q

[ 2": iU Uy — 2": bivg,u + (c — z”: bwl) vu] dx.
i=1 =1

,j=1

Satz 4.5.5 (Zweiter Existenzsatz fiir schwache Losungen des Dirichlet—Problems)

Seir 0 C R™ beschrankt und offen, L in Divergenzform und gleichmdfig elliptisch,
aij, ¢ € L*(Q), by € WH>(Q). Dann gilt:

(i) (Fredholm—Alternative):

Es gilt genau eine der Alternativen:
(a) Fiir jedes f € L*(Q) existiert genau eine schwache Lésung von (4.5.1)).
oder aber
(B) es ezistiert eine nichttriviale schwache Losung u # 0 der homogenen Gleichung

Lu =0 m )

(4.5.6)
u =0 auf 0.
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(ii) Das homogene Randwertproblem zu L* ist

L*v = 0 m

(4.5.7)
v =0 auf ON.
Wir betrachten die linearen Unterrdume:
N = {u € H}(Q), u ist schwache Léisung von (4.5.6) } C HN Q)
N* = {U € Hy(Q), v ist schwache Lisung von (4.5.7) }
Dann gilt: dim N = dim N* < oo.
(iii) (4.5.1) hat eine schwache Lisung fir f € L*(Q) genau dann, wenn
<f,v>L2(Q) =0 firalle ve N".
4.6 Die Eigenwertaufgabe
Eine Motivation fiir die Eigenwertaufgabe (gesucht: A € C bzw. A € R und u # 0)
Lu—Xu = 0 in €
(4.6.1)

v = 0 auf 9090

ist der Ansatz zur Trennung der Variablen zum Losen von parabolischen bzw. hyperbolischen
Differentialgleichungen. Das zugehorige Randwertproblem

Lu—Xu = f in Q

(4.6.2)
u = 0 auf 00

hat nach Satz fiir alle f € L*(Q) genau eine schwache Losung, falls

—A=pu>v (fy so, dass D, positiv definit ist).

In diesem Fall hat (4.6.1]) keine nichttrivialen Losungen.
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Satz 4.6.1 (Dritter Existenzsatz fiir schwache Lésungen)

Seien Q und L wie in Satz[{.5.5. Dann gilt:
Es gibt eine hichstens abzdihlbare Menge 6(L) =: ¥ C R mit

(i) fir alle X ¢ ¥, A € R hat das Randwertproblem (4.6.2) fiir jedes f € L*(Q2) genau
eine schwache Lésung

(ii) fir alle X € ¥ hat (4.6.1) nichttriviale schwache Lisungen
(iii) falls |Z| =00 und X = {A},e, mit A\, nicht fallend, dann gilt
A, —> 00 (k — o0).

Bemerkung 4.6.2 6(L) entspricht dem reellen Teil des Spektrums o(L) falls L: L*(2) —
L*(Q), D(L) = H*(Q2 N HY(Q), mit Hilbertriumen iiber C.

Beweisidee: Mit Riesz-Schauder Theorie fiir K := yL ': L*(Q) — L*(€2) kompakt.

AEY <— p =, . ist Eigenwert von K.
v+ A

Bemerkung 4.6.3 Fiir die Riesz-Schauder Theorie miissen wir L*(Q) und Hg(Q) diber C,
also fiir komplex—wertige Funktionen betrachten. Sei zu z = a + bi die komplexe Konjugation
Z =a — bi. Dann ist

<u,v>L2(Q) = /ﬂ-vdm <u v>H1(Q /Vu Vv + w-vdx

B(u,v) :/Z% Uy, - vx+Zb Up, v + c-U-vdT.

1,7=1
Wieder gilt |B(u,v)| < aHuHHI(Q) ol fiir alle u,v € H'(Q2; C)

und 6“““311(9) < Re B(u,u) + vHuHiQ(Q) fiir alle uwe HY(Q2; C)

womit eine Version von Lax—Milgram fiir komplex—wertige Funktionen anwendbar ist und alle
Sdtze aus den Paragraphen [4.3 bis[{.0 analog gelten.

Beispiel 4.6.4 Q = (0,7)?. Das Randwertproblem
—Au = du  in €
u = 0 auf OS2
hat Eigenfunktionen wy, p, (21, 22) = sin(kyz1) - sin(kqwa) fir ki, ks € N mit Eigenwerten

Ney ko = k3 + k3 (welche sich nur bei Unendlich héiufen,).

Umgekehrt ist
—Au—Xu = f in Q

u =0 auf 00
losbar fiir alle f € L*(Q), falls X\ # Ay x, fiir alle (kq, ko) € N2,
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Beim Ansatz der Trennung der Variablen war es wichtig, dass man ,,geniigend“ Eigenfunktionen
{eetsen = {¢afaen von L kennt. Wir werden zeigen, dass die {¢¢}, . sogar ein vollstandiges
Orthonormalsystem in L*(Q) bilden.

Annahme 4.6.5 Die mit Lu=— 3 (a;; ux)x] + > bitg, — Y (biu),, + cu assoziierte
ig=1 i=1 i=1

Bilinearform B: Hj(Q) x H} () — R sei symmetrisch, d.h.

B(u,v) = / Z Aij Uz, Vg; + Z bi(Uz, v + u-vy,) + c-u-vdx (4.6.3)
i=1

o ia=1

erfillt B(u,v) = B(v,u) fir alle u,v € H}(Q).

Definition 4.6.6 Der Rayleigh—Quotient von L ist dann J: H} () \ {0} = R

J(u) - B(u,u)

- <u, U’>L2 7

Ziel: Betrachte die Variationsaufgabe ,, Minimierung von J*.

u € Hy(S), u # 0.

Nach Satz [4.2.2] ist
B(u,u) > 6HuH21 - ’}/HUHiQ fiir alle w € HJ (), (4.6.4)

also J nach unten beschrankt. Somit existiert

o:= inf J(u)eR. (4.6.5)
u € H (2)\{0}

Satz 4.6.7 o ist minimaler Eigenwert von L in H}(Q), d.h. es existieren nichttriviale
schwache Lisungen v € Hg(S2) von

Lu—ou = 0 n €

(4.6.6)
u =0 auf 00
und o ist die kleinste Zahl, die das erfiillt.

Beweisidee: Sei dazu {um}meN € H}(9) eine Minimalfolge mit (0.B.d.A.)

|tm |2 = 1, n}grloo J (um) = o.

Man kann zeigen, dass eine Teilfolge in Hj () konvergiert (um —u* in Hg(Q) fir m — oo>

und damit B (u*u*) = o.
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Setzt man fiir v € H} () fest

f: R — R
t — J(u*+ tv),

muss also f'(0) = 0 gelten. Man rechnet leicht nach, dass

f(0) = : [B (u'v) — 0<“*7U>L2(9)}

2
w2

Also erfiillt u* € Hg(Q):

B (uv) — o{u’v) =0 fiiralle ve Hy(Q),

L2(Q)

d.h. u* ist schwache Losung von (4.6.6)).

O
Ordnet man die Eigenwerte von L als A\; < Ay < A3 < --- mit normierten Eigenfunktionen
V1, P2, @3, - - - lassen sich diese wie folgt charakterisieren:
ue Hj(Q)\ {0} (467)

u Loy span{py, ..., or1}-

Die Losbarkeit dieses Variationsproblems wird im Wesentlichen genauso gezeigt wie oben der
Fall £ = 1. Da man auf diese Weise alle Eigenwerte von L schliefllich bekommt, bilden die
Eigenfunktionen ¢ in (4.6.7)) ein Orthonormalsystem in L*(2).

Satz 4.6.8 (vollstindiges Orthogonalsystem aus Eigenfunktionen)

Sei L wie in Satz mit symmetrischer Bilinearform B: Hg(Q) x Hj(Q) — R (vgl. (4.6.3)).
Dann hat L abzdhlbar viele Eigenwerte {\g}ren (chamk‘terisiert durch ) mit A\, — o0
und die zugehorigen Eigenfunktionen {pg}ren bilden ein wvollstindiges Orthonormalsy-
stem in L*(0).

Mithin gilt L*(Q) = span{py: k € N}ML2 und jedesv € L*(Q) hat eine Fourier—Darstellung

v = Z <g0k,v>L2(Q) - Pk (Konvergenz in L*(12)). (4.6.8)
k=1
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4.7 Innere Regularitit

Motivation:

Bisher sind unter diversen Voraussetzungen (insbesondere L gleichméfig elliptisch und 2
beschriinkt) jeweils schwache Losungen u € Hg(€2) von

Lu = f in Q

<~ B(u,v) = (f,v),, fir alle v € HM(Q
u = 0 auf 89} (v, v) <f >L(Q) 0(€)

nachgewiesen worden.

Beispiel 4.7.1 L = —A st auf jedem beschrdinkten € positiv definit, d.h. fir ein 5> 0 gilt:
B(u,u) > BHqu{l(Q) fiir alle u € Hy(9).
Damit hat
—Au = f in Q
u =0 auf 00
nach Satz fiir jedes beschrinkte Q0 und jedes f € L*(Q) genau eine schwache Lisung.

Andererseits wissen wir aus der Ubung, dass in Q = B, (0)\ {0} C R? das Dirichlet-Problem
fiir spezielle f keine klassische Loésung u € C*(Q2) N C(Q) hat.

Wann also sind schwache Losungen auch klassische Losungen?

Wir betrachten im Folgenden schwache Losungen u € H} () des Dirichlet-Problems
Lu = f in Q (4.7.1)
u =0 auf 00 (4.7.2)

mit L in Divergenzform, also

n

Lu = — Z(aw T) Uy, ), St Z bi(z) uy, + c(z)u. (4.7.3)

3,j=1

Zur Erinnerung:

n

B(u,v) = / Z aij () Ug, Vg, + Z bi(x) uz,v + c(z)uvde.

o ig=1
u ist schwache Losung von und (4.7.2) < u € Hg(?) ist Losung von

B(u,v) = (f,v)2(q) fiiralle ve Hy(Q). (4.7.4)
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Satz 4.7.2 Sei Q C R™ beschrinkt, offen, a;; € C1(Q), b;, ¢ € L=(Q), L gleichmdfig elliptisch
und f € L*(Q).

Sei weiterhin u € H'(Q) eine ,schwache Lésung® von Lu = f in Q in dem Sinne, dass (4.7.4)
erfillt sei. Dann gilt bereits

u€ HE(Q) = {u: Q—>RU {:I:oo}’uw € H*(V) fir alle V CC Q}
und fiir jedes V- CC Q gilt die a priori Abschdtzung

lllyegy < €1 Nz + lulliao) (47.5)

mit einer Konstanten C = C(V, ), Koeffizienten von L) > 0.

Bemerkung 4.7.3 (i) Wir setzen nicht u € H(Q) voraus, weshalb wir Satz[{.7.2 auch fir
das schwache Neumann—Problem anwenden konnen.

(ii) da we H2,(Q) gilt Lu= f fast dberall in 2.

Beweisidee:

1. Setup: Sei V CC § fest gewiihlt. Es geniigt zu zeigen, dass v € H?(V') und dass (4.7.5))
gilt. Wahle dazu ein offenes W mit V. CC W CC Q und eine glatte Abschneidefunktion
¢ € C3°(Q2) mit

(=1 auf V, ¢(=0auf R®"\W, 0<(¢<1. (4.7.6)

2. Schwache Loésungen: Nach Voraussetzung gilt (4.7.4))
B(u,v) = (f,v)2@0) fiir alle v e Hy(Q).

Dann gilt:

n

Z /aij Uy, Vg; dx = /f-vdx fiir alle v € Hy(9), (4.7.7)
Q

ij=1 %

wobei f = f — Z biy, — c-u € L*(Q). (4.7.8)

i=1
3. Differenzenquotienten: Wir betrachten (4.7.7) mit
V= —Vons [&vm u} € HY(Q) fir |h| #0. (4.7.9)

Man beachte, dass wegen (£.7.6) u € H'(Q) geniigt, dass v € H}(). Also

A = Z /aijugci%]. dz :/f-'ﬁdx = B. (4.7.10)
Q 0

h,j=1
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4. Abschitzungen: Man kann zeigen:

S) 2
(@) A> = [ | Viu(Vu)|Pde — C |Vu|” d
| /

mit C' = C(V,Q, Koeffizienten) und © = Elliptizitdtskonstante von (EL) und 0 < |h| <
dist (W, 0Q). Sowie

(B) |B] < %/CZ | Vi e(Vu) |2dx + C-/<f2+u2+|Vu}2> dz .
Q Q

Aus A = B folgt dann

/|vh,k(w)|2 doe < /gﬂvh,k(vu) 1 da
1% Q

< C./(f2+ u’ + |Vul?) dx
Q

firalle VcCcQ,k=1,...,n und |h| # 0 hinreichend klein.

Verwenden wir Lemmal[3.6.5 erhalten wir g, € L*(V), also u € HZ () mit der Abschitzung
H“HH2(V) <C <HfHL2(Q) + ||uHH1(Q)> (4.7.11)

und C' = C(V, Q, Koeffizienten).

Das ist leider noch nicht ganz (4.7.5)), ldsst sich aber mit weiteren Argumenten zu (4.7.5)

verbessern.

|

Weiteres Ziel wird sein, obiges Argument zu ,iterieren“, um die Losung in immer hohere
Sobolev—Réume zu liften (bootstrap Argument).

Satz 4.7.4 Sei f € H™(Q), m € Ny und a;j,b;,c € C™TH(Q), L gleichmifig elliptisch.

Ist u € HY(Q) eine ,schwache Lisung® der elliptischen Differentialgleichung Lu = f in Q
(d.h. (&74) gilt). Dann ist u € H"“*(Q) und fiir jedes V CC Q gilt

HUHH”L+2(V) <C (HfHHm(Q) + ”uHL?(Q))’

wobei C' = C(m, O, V, Koeffizienten von L).
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Beweisidee: Induktion nach m, wobei m = 0 genau Satz [{.7. entspricht.

Verwendet man jetzt noch den Sobolev’schen Einbettungssatz, erhédlt man (bei hinreichend
glatten Koeffizientenfunktionen) sogar im Inneren von € klassische Losungen (Weyl’sches
Lemma).

4.8 Randregularitit

Satz 4.8.1 (a priori Abschdtzung)

Sei L gleichmdfig elliptisch und in Divergenzform mit a;; € C5(Q), by, ¢ € L®(Q) und f €
L3(2), wobei Q C R™ beschrinkt und offen, 02 von der Klasse C?. Ist dann u € H}(Q) eine
schwache Ldsung von

Lu = f in Q

(4.8.1)
u =0 auf 09,

so ist bereits u € H*(Q)) und es gilt die a priori Abschiitzung

||uHH2(Q) < C(HfHL2(Q) + HUHL2(Q))

mit C' = C(Q, Koeffizienten von L) > 0.

Bemerkung 4.8.2 Im Gegensatz von Satz verlangen wir jetzt u € H}(Q), also
insbesondere Spur(u) = 0 € L?(09).
Bemerkung 4.8.3 Analog gilt fiir u € Hg () schwache Lisung von

Lu — M= f in Q (/\ER)

(4.8.2)
u =0 auf 09,

dass u € H?(Q2) mit

IA

C ([l + Nl
< C, HfHLQ(Q) <nu7“falls AgY (vgl. Satz).

||UHH2(Q)
(4.8.3)

Da zu A € 3 das Randwertproblem (4.8.1) zu gegebenem f € L2( ) eine eindeutige Losung uy €
H?(Q) N HY(Q) besitzt (vgl. Satz, ist also (L—X): H*(Q) N H}(Q) — L*(Q) stetig
und invertierbar. Mit w= (L—X)"'f, in ist damit (L—X\)"1: L2(Q) — H*(Q) N Hy (Q)
ebenfalls ein stetiger Operator.
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Mit einem zu Satz analogen bootstrap Argument beweist man:
Satz 4.8.4 Seien a;j, b;, c € Cm“(ﬁ) , f€ H™(Q) und 0Q von der Klasse C™2.
Q C R™ sei offen und beschrinkt. Ist u € H}(Q) schwache Lisung von

Lu = f in Q
u=0 auf 09,

(4.8.4)

dann ist u € H™2(Q) und

||“HHm+2(Q) < C(||f”Hm(Q) + HUHL2(Q)) (4.8.5)
mit C = C(m,, Koeffizienten von L) > 0.
Bemerkung 4.8.5 (analog Bemerkung Ist u die eindeutige Lésung von , so gilt

el srnz@y < C Mooy

Korollar 4.8.6 (Unendliche Differenzierbarkeit)
Ist a;j,b;, c € C° (ﬁ) , feC™ (ﬁ) , Q offen und beschrdinkt, und 02 von der Klasse C*°, so
ist jede schwache Lésung u € H} () von (4.8.1) bereits in C>(Q).

Neben dem hier présentierten Zugang tiber schwache Losungen gibt es auch eine ,direkte”
Theorie fiir Regularitéit, die sogenannte Schauder Theorie oder C'*~Theorie. C* (Q) sei der

Raum der a-Holder stetigen Funktionen auf Q (0 < o < 1).

Wir setzen C%*(Q) := {v € C*(Q) : Dy, v € C*(Q) }

Satz 4.8.7 (Fredholm—Alternative fiir C*“—Theorie):
Sei Lu = X a;j(T) Ugz;, + 3 bitly, + cu ein gleichmdfig elliptischer Differentialoperator mit
Koeffizienten in C* (ﬁ) und Rand 0 von der Klasse C*“. Dann gilt die Alternative

(a) Das homogene Problem
0 i Q

(4.8.6)
0 auf 00

Lu =
u =
hat nur die triviale Lésung. In diesem Fall hat

Lu = f n €

(4.8.7)
u = ¢ auf 0N

immer eine eindeutige Losung u € C%° (ﬁ) fiir jedes f € C* (ﬁ) und p € C%° (ﬁ)
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(b) Das homogene Problem (4.8.6)) hat nichttriviale Losungen, welche einen endlich—dimensionalen
Unterraum von C**(Q) bilden.

Beweis: Gilbarg & Trudinger, Theorem 6.15

Bemerkung 4.8.8 Es gibt keine C?(Q) Theorie! Sei Q C R™ beschrinkt mit Rand von der
Klasse C?. Dann gibt es stetige rechte Seiten f € C(Q), so dass das Dirichlet—Problem

Au = f n Q
u =0 auf 00
keine Losung u € C*(Q) N C(Q) besitzt. (vgl. Gilbarg /Trudinger S. 25/26)
Bemerkung 4.8.9 (nicht glatter Rand)
Hat der Rand 02 Ecken (z.B. Lipschitz—Rand) ist Randregularitit ein heikles Thema.

Es gibt aber Ausnahmen:
Ist 2.B. ) Rechteck oder gleichseitiges Dreieck und

Lu = -Au+c-u=f inQ (4.8.8)
mit Neumann (N) oder Dirichlet (D) Randbedingungen, ¢ > 0, so hat (4.8.8) fir f € C*(Q)
(bzw. H™(2)) immer Lisungen u € C**(Q) (bzw. H™2(12)).

Satz 4.8.10 Sei L: L*(2) — L*(Q), D(L) := H*(Q) N HMQ) gleichmdfig elliptisch (mit
(EL)) und in Divergenzform, Q C R" sei offen und beschrinkt, 0 € C?, a;; € CE(Q), b;, ¢ €
L>(Q). Dann ist L ein abgeschlossener Operator, d.h. der Graph von L, G(L) := {(u, Lu) | u €
D(L)}, ist eine abgeschlossene Menge in L*(Q2) x L*(Q).

Bemerkung 4.8.11 Der zu T: L*(Q)) — L*(Q), D(T) C L*(2) adjungierte Operator
T: L*(Q) — L*(Q), D(T*) C L*(Q) ist wie folgt definiert.
Falls zu w € L*(Q) ein w* € L*(Q) existiert mit
<Tu,w>L2(Q) = (w,w")2q) fir alle ue D(T),
dann ist w € D (T*) und T*w := w*.
Satz 4.8.12 Sei L wie Satz[{.8.10 und zusdtzlich formal selbstadjungiert, also

Lu = — z": (aij(x) ux>

1,j=1

+ c-u. (4.8.9)

T

Dann ist L symmetrisch, d.h.
<LU,U>L2(Q) = <u,LU>Lz(Q) fiir alle w,v € D(L) = H*(Q) N H(Q) (Notation:L C L*)
und sogar selbstadjungiert (L = L*), also insbesondere auch D(L) = D(L*).

Beweisidee: Nur ,, L C L*“. Symmetrie von L folgt aus der Symmetrie von B und <Lu, U>L2 @ =
B(u,v). Damit ist automatisch L* eine Erweiterung von L und D(L) C D (L*), denn
(Lu, U>L2(Q) = (u, L"v) 5 fiir alle w € D(L), v € D (L7).

O
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Definition 4.8.13 FEin abgeschlossener, dicht definierter (d.h. m = X)
Operator A: X — X (X = Banachraum) heifst Fredholm—Operator, falls
(i) dimN(A) < o0
(ii) codim R(A) < oo
(iii) R(A) ist abgeschlossen.

Korollar 4.8.14 Sei L wie in Satz[{.8.10. Dann gilt:
(a) R(L) ist abgeschlossen

(b) R(L) = N (L")
(c) L ist Fredholm-Operator vom Index Null:
ind(L) := dim N(L) — codim R(L) = 0.

Ist zusitzlich L formal selbstadjungiert (vgl. (£.8.9)), so gilt
(d) N(L) L R(L) und L*(Q2) = N(L)® R(L).

Beweisidee: Satz liefert R(L) = (N*)", also ist R(L) abgeschlossen, d.h. (a).

Damit ist der Satz vom abgeschlossenen Wertebereich anwendbar, und weil L ein abgeschlos-
sener Operator ist, folgt (b).

O

4.9 Eigenfunktionen und Eigenwerte

Wir beginnen mit einer kleinen Wiederholung der Ergebnisse aus Section [/.6 Sei Q beschréinkt
und offen, L. symmetrischer, gleichméfig elliptischer Operator mit zugehoriger symmetrischer
Bilinearform B: Hg(Q) x Hj(Q) — R (ai, b;, ¢ € L=(Q))

i,j=1 i=1

B(u,v) = / Z Aijle, Ve, + Z bi(uz, v + uvy,) + cuvdr. (4.9.1)
-

Dann gilt:

e Es existieren nur abzdhlbar viele Eigenwerte {\;}ren € R mit Ay — oo und

zugehorigen Eigenfunktionen {py}ren C Hy(2), d.h.

B(pg,v) = /\k<<,0k,v>L2(Q) fiir alle v € Hy(Q). (4.9.2)
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e {1} ren bilden ein VONS in L*(Q), d.h. jedes v € L*(2) hat eine eindeutige

Fourierdarstellung
v = Z appr  in L*(Q), wobei ap = <<,0k,v>L2(Q) und Z ai < oo.
k=1 k=1

e Variationelle Charakterisierung der Eigenwerte

M = min 2w :min{Bu,u u € HYH D), ||u :1}

1 O;AueHé(Q) ”u”iQ(Q) ( )’ O( ) H HLQ

A = min ”’lLB”(+U)’ Wi = {0 #u€ Hi(Q):u Lpe Span{apl,...,cpk_l}}.
u€ W L2(Q)

Der Einfachheit halber sei im Folgenden b; = ¢ = 0, also B positiv definit. Wegen (EL) und
Poincaré ist die H'(2)-Seminorm auf HJ () eine dquivalente Norm

B(u,u) > @HV@L”i2 = HuHiIé(Q). (4.9.3)

Satz 4.9.1 Sei Q offen und beschrinkt, L gleichmdf$ig elliptisch mit B wie in mit
b; = c=0. Dann ist

</\“‘1"/€2)C vollstindiges ONS im Hilbertraum (Hé(Q), B(, )) mit
eN

k

(Ha(), B(.)) 2= (HHQ), - ) = (HEQ), IV lz2e)

und fiir
X = {u e L*(Q) ‘ lullk =) afh < o0, a = <¢k,u>L2(g)}
k=1

gilt, dass (HJ(), || - ) = (X, || - lx) algebraisch und topologisch isomorph sind.
Zusatz: (a) A\; > 0. AuBerdem gilt B(u,u) = > o? fir ue X.
k=1

Bemerkung zu Satz [{.9.1]

Mit analogen Methoden zeigt man:
Sei

Ve {ue O ulf} = Y ab ¥ <00 ari= (pnw)ime
k=1

wobei (¢g), oy das VONS in L*(Q) von Eigenfunktionen zu den Eigenwerten (), oy von L
wie in Satz ist, und die Koeffizienten von L sowie 0f) seien hinreichend glatt, so dass
o € H*(Q). Dann gilt:

(Y, || - |ly) ist normisomorph zu (HQ(Q) N H&(Q), Il - HHQ(Q)) )
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Zusatz: (f—:) ist VONS im Hilbertraum
keN

(H2(9) 0 (), () = (Lo L) 2@ )

Wir erinnern an ein Lemma aus Sektion [/.6

Lemma 4.9.2 Sei L wie am Anfang des Paragraphen. Dann gilt: Fir u € H}(Q) mat
H“HLZ(Q) =1 sind dquivalent
Lu = Mu m €

u ist schwache Ldsung von
u =0 auf OS2

} < B(u,u) = )\1] :

Satz 4.9.3 (Eigenschaften der ersten Eigenfunktion)
Sei L, wie in Satz also L = =% (a;juy, )xj, mit 02 und Koeffizienten hinreichend glatt,
so dass schwache Lisungen u € H}(Q) von

B(u,v) = )\1<u,v>L2(Q) fiir alle v € Hy(S) (4.9.4)
immer in C*(Q) N C’(ﬁ) sind und B positiv definit ist. Zusdtzlich sei ) zusammenhdngend.
Dann gilt:

(a) Das Minimum in
. 1 _
Al = mm{B(u,u) |u € Hy(Q), ||uHL2(Q) = 1}
wird von einer positiven Funktion @1 € C2(Q) N C(Q) (¢1 > 0in Q) angenommen und
w =y lost

Lw = Mw in Q (punktweise
' ( / (4.9.5)
w =0 auf OS.

(b) Jede schwache Lisung w € Hg(Q) von [@9.5), B(w,v) = M(w,v),, fir allev € Hj(Q),
st Vielfaches von ;.

Bemerkung 4.9.4 \; (der erste Eigenwert) heif§t auf Englisch ,principle eigenvalue.,,.
Nach obigem Satz ist er immer einfach, also 0 < A\ < Ay < A3 < ...

Beweisidee von Satz[4.9.3 Fiir jede schwache Losung u € H(Q2) von (.9.5) ist mit
ut = max{u,0} > 0
u~ = min{u,0} <0

u = ut 4+ u
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wegen B(ut,u”) =0 auch w =u* € H}(Q) ebenfalls schwache Losung von ([4.9.5)).

Das geht nur wenn « > 0 oder u <0 in €.

Das Maximum—Minimum Prinzip von Courant—Fischer—Weyl

Sei wieder L gleichméBig elliptisch mit beschrinkten Koeffizienten, B symmetrisch, (2 offen und
beschrankt. Dann ist bekannt, dass

(4.9.6)
W, = {0 # u€ Hy(Q): (pi,u)paq = 0, firi=1,..., k— 1}
und ¢y = @x(2) schwache Eigenwerte (A, < A fiir & < ¢) und schwache Eigenfunktionen von
B(p,u) = A(gp,u>L2(Q) fiir alle w € Hy(Q) (4.9.7)
sind. Wir schreiben die Abhéngigkeit von 2 C R™ um diese zu betonen.

Satz 4.9.5 (Minimaz—Prinzip)

Unter den Voraussetzungen von Satz|4.6.8, so dass also abzihlbar viele Eigenwerte
M)peny (M <A <+ — o0, k € N) mit Eigenfunktionen (@), .y (VONS in L*(Q))

existieren, gilt:
Seien vy, ..., vp_1 € HY(Q) beliebig und Vj_1 := span{vy,...,vp_1} mit dimVy_; <k — 1.

Dann existiert

d(Vi—1) == min {M} , (4.9.8)

0#u€HY(Q), ul,s Vi HuH%Q(Q)
und es gilt |
e = d(Vi— 4.9.9
g Vk,chl(Q?l(%r}ﬁVk,lgkq{ (Viei)} (4.9.9)
wobei das Maximum fiir V' | = span {¢1,..., ox_1} C HI(Q) C H' () angenommen wird.

Satz 4.9.6 (Schwache Anti—Monotonie der Eigenwerte in Abhdngigkeit
vom Gebiet)

Voraussetzungen seien wie im Satz vorher an Q und Q mit Q C Q. (L sei auf Q definiert!)

Dann, gilt \e(2) < M\e(Q) fiir alle Eigenwerte k € N.
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Beweis mit Minimax—Prinzip.

Weiteres Ziel ist die ,,Starke Anti-Monotonie® der Eigenwerte in Abhingigkeit vom Gebiet.
Dies gilt, falls Q C Q und int (2 \ Q) # 0.

Zum Beweis benétigen wir eine Verschirfung einer fritheren Ubungsaufgabe.

Satz 4.9.7 Sei @ C R" beschrinkt, offen und zusammenhingend, sowie L gleichmdafig ellip-
tisch. Dann hat zu jeder Losung u € C*(Q) N C () von

Lu = 0 in
u = 0 auf 09

die Knotenmenge K := {x e | u(z) = O} leeres Inneres <K = (ZJ) oder u=0.
Beweis: Hardt & Simon [HS89]: Nodal sets for solutions of elliptic equations.

Satz 4.9.8 (Starke Anti—Monotonie der Eigenwerte in Abhingigkeit vom Gebiet)

Es gelten die Voraussetzungen von Satz auf Q@ C R™ (insbesondere B symmetrisch),
so dass also abzihlbar viele schwache Eigenwerte (M), oy mit Eigenfunktion (o), <y von

Lu =X in
u =0 auf 0
existieren. Zusditzlich gelte, dass o = () € C2(Q) N C(Q) (mit Reguldrititstheorie fiir ).
FEine Teilmenge Q C Q sei ebenfalls offen und beschrinkt und Q0 sei zusammenhdngend mit
int(2\ Q) # 0. Dann gilt:

Bemerkung 4.9.9 Der Satz ist falsch fir Q0 unzusammenhdngend, weil dort das Figenwert-
problem in Eigenwertprobleme auf den Komponenten zerfillt. Ist z.B. Q = QU Qy mit zwei
Komponenten €;, dann liefern die Eigenwerte (M), ey U (M) en »

Lu =X in Lu = pu in €y
u=20 auf 0y u =0 auf 0

auch Figenwerte auf ) (Ez'genfunktion jeweils = 0 auf )y oder Qz).

Vergrafert man nur 0y und ldsst Qy fest, dndern sich natiirlich nur die (Ap), c -
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Ein Knotengebiet von u ist eine zusammenhingende Komponente von {x € Q|u(zx) # 0}.

Korollar 4.9.10 Sei L,Q wie in Satz [{.9.8 (wieder Q zusammenhingend), so dass (M), ey
Eigenwerte und (1), <y € C*(Q) N C(Q) Eigenfunktionen zu

Lu =X i Q
u =0 auf 02

existieren. Dann besitzt ¢ hochstens k Knotengebiete.

Beweisidee: Die Annahme von mindestens k£ + 1 Knotengebiete fithrt zum Widerspruch mit
der starken Anti-Monotonie der Eigenwerte.

a

4.10 Resolventenabschéitzung fiir elliptische Operatoren

Motivation: Betrachte das ,,Cauchy—Problem* fiir u = u(t) € D(L) = H*(Q) N H}(Q)

d
d—? + Lu=0 fir t >0 (4.10.1)

u(0) = ug € L*(), (4.10.2)

wobei ([4.10.1)) eine Gleichung in L?(Q) ist. L sei gleichméBig elliptischer Operator.

Setze u(t) := T(t) up, wobei T'(t): L*(Q) — L*(Q) fiir jedes ¢ > 0 ein linearer Operator
sein soll, der T'(0) = Id, T'(t)T(s) = T(t + s) fir t,s > 0 und
%T(t)u = (-L)T{t)u fir weD(L) und t >0 (4.10.3)

erfiillt. In Anlehnung an die reelle Exponentialfunktion schreibt man deshalb auch oft
T(t) =e ™. (T(t))¢>0 heit Halbgruppe beschrinkter linearer Operatoren.

Dann gilt fiir ug € D(L)

du d
— () = 2Ty = (L) T()uy = —Lu(t)

und u(0) = T'(0)ug = ug. Die Existenz der Operatorfamilie (7'(t));>o wird zum Studium von
Evolutionsgleichungen wichtig sein. Wir werden einen Satz beweisen, dass fiir einen , sektoriel-
len“ Operator L der Operator —L eine (analytische) Halbgruppe gemifl oben erzeugt.
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Definition 4.10.1 (sektorieller Operator)

Sei A: X — X linearer, dicht definierter und abgeschlossener Operator auf einem Banachraum
X (iber C). A heifit sektoriell, falls ¢ € (O, %), My > 0 und rq > 0 ezistieren, so dass fir
das sektorartige Gebiet

A=Ay = {)\E(C: 6 < |agN)| <7, A > ro}
gilt, dass A C p(A) und

M,
=2 fir alle A€ A. (4.10.4)

H()‘]d - A)_IHE(X,X) = W

Bemerkung 4.10.2 Fir A, =A—z-1d und A: X — X wie oben mit dichtem
Definitionsbereich D(A) C X erfillt die Resolventenmenge von A

p(A) = {2 € C|A.: D(A) — X st injektiv, R(A.) ist dicht, und A" ist stetig}

= {z € C|A.: D(A) — X st bijektiv und A;' € L(X,X)}.

Unser kurzfristiges Ziel ist zu zeigen, dass A = L (gleichméBig elliptischer Operator) sektoriell
ist.

Beispiel 4.10.3 Fiir L = gleichmdfig elliptisch und symmetrisch ist nach Satz[{.0.8 des Spek-
trum o(L) = {\,, n € N} C R mit \,, = oo fiir n — oco. Also existiert A mit A C p(L). Was
fehlt ist die Resolventenabschdtzung (4.10.4)).

Zunichst wollen wir aber die lineare elliptische Theorie auf komplexwertige Funktionenrdume
liften, damit Spektraltheorie Sinn macht. Sei dazu

n

Lu = — Z (aij(x) ug,), St Z bi(z) g, + c(x)u (4.10.5)

ij=1

mit a;; € C'(Q) = C*(Q; C), b, ¢ € L®(Q) = L>®(Y; C), welche komplexwertig sind und

a;; = aj; erfiillen (vgl. (4.1.4)).

Definition 4.10.4 L aus (4.10.5)) heifit (komplex) gleichmdfSig elliptisch, falls ein © > 0
existiert mat

n

Z ai;(x) - i n;

2,j=1

Re > O-|n|? firale neC” und x€Q, |-|=]|"llacn (EL)

Bemerkung 4.10.5 L (reell) gleichmdifiig elliptisch mit a;; = aj; impliziert, L (komplex)
gleichmdyfsig elliptisch.
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Seien H*(Q)) = H*(Q; C) und HY(Q) = H(Q; C) die Sobolev—Riume komplexwertiger
Funktionen, also Hilbertrdume iiber C mit L?>-Skalarprodukt (fiir alle Ableitungen)

/ﬂ(x) v(z) dz,

Q

dann lésst sich das Randwertproblem

Lu = f in Q

(4.10.6)
u =0 auf 90

wieder schwach formulieren. Mit B: H'(Q)x H'(Q2) — C (jetzt Sesquilinearform, die im ersten
Argument nur semilinear ist; vgl. [MP22], Definition 4.1.1 (U4)).

n

B(u,v) = / Z i, () Uy, Uz, + Z bi(2) Uy, - v + c(z)uvde

o b=l
gilt

<Lu,v>L2(Q) = B(u,v) fiir alle u,v € H*(2) N Hy ().

Schwache Formulierungen von (4.10.6)): Gesucht ist u € Hj () mit

B(u,v) = <f,v>L2(Q) fiir alle v € H)(Q).

Energieabschitzungen analog Satz[{.2.9 liefern

Re B(u,u) > 5““”21(9) — VHUH;(Q) fiir alle w € H'(Q). (4.10.7)

Also B, (u,v) = B(u,v) +~ [uvdz ist stetig und koerziv (positiv definit) mit Re B, (u,u) >
)
5||u||%{1(9) . Der Satz von Lax-Milgram im Komplexen (z.B. Alt [AIt92], Satz 4.7) garantiert

Existenz schwacher Losungen (usw.).

Falls B hermitesch, d.h. B(u,v) = B(v,u), so ist B(u,u) € R. Damit machen Variationsme-
thoden Sinn.

Alle reellen Beweise lassen sich ins Komplexe iibertragen, insbesondere gilt die a priori
Abschétzung ( fiir a;; € C'(Q), b;, ¢ € C(Q), 092 von der Klasse C?).

Schwache Lésungen u von
Lu = f in Q

u =0 aul 90N
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mit f € L?(Q) sind bereits in H?(Q) N H}(Q) und es gilt

H“Hm(m < C(HfHLz(Q) + H“HL2(Q)> (4.10.8)
fiir ein C' = C(Q, Koeffizienten von L) (vgl. Regularitatstheorie aus Sektion .

Lemma 4.10.6 Sei L komplex gleichmdfig elliptisch mit hinreichend glatten Koeffizienten und
0Q von der Klasse C? (so dass die a—priori Abschitzung (4.10.8)) gilt).

Dann gilt: Zu jedem § € (O, g) existieren Konstanten Ky, 19 > 0, so dass mit argz € (—m, 7,

A = As,, = {ZE(C

|z| > 7o, g+5 < Jargz| < 7T}

die Abschdtzung

1/2

Al Hu||L2(Q) + | < Kol ()‘[d_L)“HH(Q)

lellr1 0y + Nl 2

fiir alle X\ € A und uw € D(L) = H*(Q) N H(Q) gilt.

Bemerkung 4.10.7 Das Lemma ist offensichtlich falsch fir A Eigenwert von L!
Beweisidee von Lemma : Der Operator Ly := L — €™ 8—2( k| < Z—6) ist komplex

ot? 2

gleichméigBig elliptisch im Zylinder Qp = Qx (=T, T) C R™"!. Die a-priori Abschétzung (4.10.8))
fiir Ly fithrt zur Behauptung.

O
Korollar 4.10.8 Sei L wie im Lemma aber mit reellwertigen Koeffizienten.
Dann gilt: Zu gegebenem 6 € (0, Z) eistieren ro = 1o(8) > 0, Ko = Ko(8) > 0, so dass
die Abschitzung von Lemma
1/2
A el + I il + il < Koll OJd=Dyullgy (4109

fir alle A€ A_s,, = {z e C| |z| = 7o, g -0 < |argz| < 7r} und alle w € D(L) gilt.
Satz 4.10.9 Sei Q C R™ beschrdinkt und offen, 0 von der Klasse C? | L reell gleichmifig
elliptisch mit a;; € CH(Q), b, ¢ € C(Q). Dann ist L: L*(Q) — L*() mit
D(L) = H*(Q) N Hy(Q)
ein sektorieller Operator.
Beweisidee: Fiir A € A_s,, gilt nach Korollar[{.10.§

Al Jull 2y < Kol (A1d— L) fiir alle u € D(L).

u HL2(Q)



Anhang A

Beispiele fiir Differentialgleichungen

Im Folgenden ist eine (unvollstindige) Liste mehrerer physikalisch relevanter Differentialglei-
chungen zusammengestellt.

Gesucht ist jeweils: v =u(z) , u: G - R mit G C R" bzw. u =u(t,z), u: Rx G — R.
Treten neben u, x und t Koeffizientenfunktionen auf, sind diese immer als gegeben anzusehen.

(a) Lineare Gleichungen

1. Laplace—-Gleichung oder Potentialgleichung
n 82

—u =
2
- Ox;

Au = 0.

1=

2. Poisson—Gleichung Au = f (f: G— R gegeben)
3. Helmholtz-Gleichung oder Eigenwertgleichung —Au = Au (A Eigenwert) .

4. Biharmonische Gleichung oder Plattengleichung
02 92

_— U =
ox} 0x3

APy = A(Au) = 0.

1,j=1

5. Lineare Transportgleichung
0 —i—ib 0 0 (bi: Rx G — R gegeben)
— U i — U = i 11
315 i—1 8% &6

6. Liouville-Gleichung

0 "0
—u — — (bju) = 0.
o ; o, )

7. Warmeleitungs- oder Diffusionsgleichung

)
“u—Au=0.
gt~ Au="0
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10.

11.

12.

13.

ANHANG A. BEISPIELE FUR DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

. Schrodinger—Gleichung

au = 1Au.

. Kolmogorov—Gleichung oder allgemeine Diffusionsgleichung

0 " 92 a
U — — E — bR R ‘
o Z i dx; 0x; Ox; " : b 35 v =10 (a;j,b;: R x G — R gegeben)

2,7=1 =1

Fokker—Planck—Gleichung

P "2 "
&“_,Zlaxia aijt) ;axl

,L?J:

Wellengleichung

82

@U—Au:o.

Telegraphengleichung
—u+d—-u— —u=0 (n=1,d RxG—=R).

Allgemeine Wellengleichung

a—zu—zn:a~a—2u—2n:b» 0 u=20
8t2 : * 8x, 8xj - ‘ 8@ n .

i,0=1

(b) Nichtlineare Gleichungen

1.

2.

3.

Nichtlineare Poisson—Gleichung
—Au = g(u) (9: R — R gegeben)

Minimalflichengleichung

. Vu
div e | =
(1 + |Vu|2)

Monge-Ampere-Gleichung

det( (V )) =f (D(Vu) = Hesse-Matrix von u f: G — R gegeben) .



10.

. Hamilton—Jacobi—Gleichung

ot

. Skalares Erhaltungsgesetz

ot

. Burgers—Gleichung

0 0

. Scalare Reactions-Diffusionsgleichung

%u — Au = g(u) (9: R — R gegeben).

. Porous Medium—Gleichung

%u — A(u") = Ogquad(y >,0 gegeben) .

. Nichtlineare Wellengleichung

az

—u — Au = g(u) (9: R — R gegeben) ,

ot?

2

—u—divV F(Vu) =0 (F:R" — R gegeben) .

ot?

Korteweg—de Vries Gleichung (kgV)

2u + H(Vu) =0 (H:R"— R gegeben) .

2u + divF(u) =0 (F:R— R" gegeben) .
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Anhang B

Eigenschaften von Sobolev-Raumen

<Literatur: Adams [Ada75]>

Es sei jeweils €2 C R™ offen, 1 < p < oo und k,n € N.

Dichtheitsaussagen
Meyers & Serrin: C°°(Q) N WkP(Q) ist dicht in W"P(Q).
Agmon: C5° (R™),q ist dicht in WHFP(Q), Q mit Segmenteigenschaft.

Definition: Cs°(Q) ist dicht in WP(Q).

Sobolev: Stetige Einbettungen auf 2 (vergl. [Ada75], Theorem 5.4)

Jeweils () mit Kegelbedingung;:

(A) k> —: WFP(Q) — Cp(Q).

S

(B) k= —: WkP(Q) — LYQ), firalle ¢:p < q < oo.

SHIIN

3

(C) k< —: WkP(Q) — LYQ), firalle ¢:p < q < pi= 2

S

Sobolev: Stetige Einbettungen auf Q

(D) k> L WhP(Q) — Cp (ﬁ) , £ mit Kegelbedingung & Segmenteigenschaft .
p

Alle Aussagen (A) bis (D) gelten entsprechend fiir W;?(Q) anstatt W*?() ohne weitere
Voraussetzungen an 2 C R" offen.
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Stetige Randwerte

Sei jeweils Q beschriinkt, 9Q Klasse C:

Nullrandwerte: k£ > %: WP (Q) N WEP(Q) — C(Q)Nn{u=0 auf 00}.

Spuroperator S: W'P(Q) — LP(JQ) ist stetig, aber nicht injektiv.

Kompakte Einbettungen
Sei jeweils €2 beschréankt:
e Rellich—-Kondrachov: W*tLP(Q) cc Wk»(Q), fiir Q mit Segmenteigenschaft.

e Rellich: WythP(Q) cc WP Q).

Die meisten der Einbettungen (A) bis (D) von oben sind fiir beschrianktes € sogar kompakt
(vergl. [Ada75], Theorem 6.2).



Anhang C

Ausgewihlte Sitze aus der
Funktionalanalysis

C.1 Elementare Begriffe

Ein zentraler Begriff der Funktionalanalysis ist die Vollstandigkeit, welche mittels
Cauchy—Folgen definiert ist.

Definition C.1.1 (Cauchy—Folge)

Sei (X, d) ein Vektorraum mit Metrik d: X x X — R, dann heifit eine Folge (:L'n)neN X
eine Cauchy—Folge, falls

Ve>0 3N =N()eN, sodass d(x,,z,) <e¢ Vn,m > N.
Definition C.1.2 Fulls jede Cauchy—Folge konvergent ist, dann heifit der Vektorraum vollstdndig.
Definition C.1.3 (a) Ein vollstindiger normierter Raum (X, || -||) heifft Banachraum.
(b) Ein vollstindiger Skalarproduktraum (H, (-,-)) heift Hilbertraum.

Jeder Skalarproduktraum (H , () ) ist in natiirlicher Weise auch ein normierter Raum mit der
Norm

]l == vz, 2), xeH.
Ebenso ist jeder normierte Raum (X, || - ||) in natiirlicher Weise auch ein metrischer linearer
Raum mit der Metrik
d(z1,19) = Hxl—:@”, T1,T2 € X .
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C.2 Stetige lineare Funktionale

Von besonderer Bedeutung in der Funktionalanalysis sind die linearen, stetigen Funktionale,
d.h. Abbildungen aus

X' =L(X,R):={F: X — R F ist linear und stetig} .

X’ heif3t Dualraum von X.

Satz C.2.1 Ist (X, ||-||) normierter Raum und F linear. Dann gilt:

F ist stetig <= 3 C >0 mit |F(3:)‘ < C- Hx” VeeX (d.h. F ist beschrdnkt).

Satz C.2.2 Ist (X, || - H) ein normierter Raum, dann ist auch L(X,R) ein normierter Raum
vermoge
17l coxmy = s fir FELXR).
zeX|F(z)|

Le(X,R) ist vollstédndig und damit ein Banachraum, selbst wenn X nicht vollstandig ist.
Literatur: [Yos80], Kapitel IV, §7, Theorem 1

Unter gewissen Bedingungen haben stetige lineare Funktionale, die nur auf einem Teilraum
definiert sind, eine stetige Fortsetzung auf dem ganzen Raum.

Satz C.2.3 (Hahn—Banach):
Sei (X, ||-||) ein normierter linearer Raum. M C X sei ein linearer Teilraum und F: M — R

sei linear und stetig. Dann existiert eine lineare, stetige Fortsetzung F: X — R von F mit

”ﬁ”L(X,R) - ||FH£(M,R)'

Literatur: [Yos80], Kapitel IV, §5, Theorem 1

Satz C.2.4 (Riesz’scher Darstellungssatz)

Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum und F € L(X,R). Dann eistiert genau ein Element xp € X, so
dass F(z) = (zp,z) VaxeX undes gill HFHﬁ(XR) = ||zg||-

Literatur: [Yos80|, Kapitel 11, §6, Theorem (Riesz)
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C.3 Schwache Konvergenz

Definition C.3.1 (schwach konvergent)

Sei (X, || - ||) normierter Raum und X' sein Dualraum. Eine Folge (xn)neN C X h heifst
schwach konvergent gegen x € X, falls
lim h(z,) = h(z) VheX (KonvergenzinR) (%)

n— oo

Notation: z, — =z (n — o)
Zur Abgrenzung bezeichnet man die Normkonvergenz
T, — ¢ (n—o0) <= |z, —z|]] — 0 (n— o)

auch als starke Konvergenz.

Eigenschaften:

(i) der schwache Grenzwert x € X in (x) ist eindeutig (falls er existiert)

(i) z, —m 2z (n—o00) = z, = x (n — 00),
d.h. starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.

Mit X” := L(X’,R) bezeichnet man den Bidualraum von X. Ist x € X, so kann auf kanonische
Waise eine Abbildung i(x) € X" vermoge

i(r): X' — R, i(x)[2] = 2'(2) fiir '€ X' (3.3.1)

definiert werden. Damit ist X kanonisch nach X" eingebettet.

Satz C.3.2 Die Abbildung i: X — X" aus (3.3.1)) ist eine (im Allgemeinen nicht surjektive)

lineare Isometrie.

Literatur: [Wer(0], Satz III, 3.1

Definition C.3.3 Ein Banachraum (X, || - ||) heift reflexiv, wenn die kanonische Abbildung
1 von X surjektiv ist.

Beispiele:
(i) 7 (Folgenraum), LP(), W*P(Q), 1 < p < oo sind reflexiv

(ii) Hilbertraume sind reflexiv

Satz C.3.4 In einem refleziven Raum (X, | -||) besitzt jede beschrinkte Folge eine schwach
konvergente Teilfolge.

Literatur: [Wer(0], Satz IV, 3.7
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C.4 Satz von der offenen Abbildung und Folgerungen

Definition C.4.1 FEine Abbildung zwischen metrischen Rdumen heifst offen, wenn sie offene
Mengen auf offene Mengen abbildet.

Offensichtlich ist eine offene lineare Abbildung immer surjektiv. Folgender Satz von Banach
garantiert bei vollstdndigen Rdumen die Umkehrung. Er ist einer der wichtigsten Sétze der
Funktionalanalysis.

Satz C.4.2 (Satz von der offenen Abbildung)
Sind X und Y Banachrdume und T € L(X,Y) surjektiv, dann ist T offen.

Beweis: Mit dem Baireschen Kategoriesatz, siehe [Wer(00], Satz IV. 3.3

Ist T zusitzlich bijektiv, liefert die Offenheit, dass Urbilder offenerer Mengen unter 7! wieder
offen sind, d.h. T list stetig.

Korollar C.4.3 Sind X und Y Banachriume und ist T € L(X,Y) bijektiv, dann ist auch
T-1:Y — X stetig, d.h. T ist ein Isomorphismus.
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