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fir die fraktionale Trading Strategie im
wgeneral framework of portfolio theory*

Jannik Henkes
16. September 2021

Abstract

Ziel dieser Arbeit soll es sein, einen detaillierten Uberblick der Portfolio-Optimierung mit lo-
garithmischen (log) Risiko- und Nutzenfunktionen zu verschaffen. Dabei nutzen wir ein Mehr-
Perioden-Finanzmarkt-Modell und die fraktionale Trading Strategie, bei der wir eine Aufteilung
unseres Kapitals auf M € N riskante und eine risikofreie Anlage suchen. Insbesondere verwenden
wir Konzepte fiir allgemeine Trading Strategien aus Platen [12], sowie einige Erkenntnisse aus
Brenner [2|, werden diese gegeniiberstellen und uns um eine einfachere Darstellung bemiihen.
Die basierend auf der logarithmierten Kapitalentwicklung konstruierten, schon bekannten Funk-
tionen log-TWR (TWR = Terminal Wealth Relative) und Ezpected log DrawDown mochten wir
um die neue Risikofunktion Fzpected log RunDown ergdnzen. Neben theoretischen Untersuchun-
gen werden wir diese Funktionen empirisch analysieren und riickwirkend am realen Finanzmarkt
testen.
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1. Einleitung

Der Aktienmarkt bietet Chancen und Risiken. Besonders in den letzten Jahren ist der Anteil
der Privatpersonen, die am Markt partizipieren, stark gestiegen. Diese mo6chten - genauso wie
Investmentunternehmen - in eine Auswahl von M € N Anlagen investieren und sich damit ein
Portfolio zusammenstellen, durch welches sie sich die Erfiillung ihrer Ziele erhoffen. Diese Zie-
le kénnen von einer sicheren Altersvorsorge bis hin zur reinen Steigerung des Vermdogens reichen.

Ein Portfolio ist eine Zusammenstellung von Finanzanlagen und Unternehmensanteilen, und um
sich ein solches zusammenzustellen und zu verwalten, wird oft eine Trading Strategie verwendet.
Eine weit bekannte Trading Strategie ist beispielsweise Buy and Hold, bei der die investierende
Person ein Portfolio zusammenstellt und diese Geldanlage langfristig nicht verindert. Wir wer-
den uns {iberwiegend mit der fraktionalen Trading Strategie beschéftigen, d.h. wir tiberlegen uns
vorrangig wie viel Prozent unseres Kapitals wir in eine Anlage investieren und errechnen damit
die notwendige Anzahl an Aktien, die gekauft werden miissen. Dann wird das Kapital nach jeder
Periode reallokiert, sodass in der neuen Periode diese Aufteilung wieder besteht. Dabei ist eine
zuléssige Aufteilung ein Element aus der Menge

M
Ay = {feRM“\ Zfi—l}.

1=0

Unser Ziel ist es, eine optimale Aufteilung fiir unser Kapital zu erreichen. Dabei ist zu beachten,
dass wir M € N riskante Finanzanlagen und eine risikofreie Anlage wie z.B. das Bankkonto
betrachten.

Die Entscheidung, wie viel in welche Anlage investiert werden soll, wird oft durch Emotionen der
investierenden Person beeinflusst. Im Gegensatz zu den meisten Investmentunternehmen sind
Privatpersonen meist besonders anfillig fiir emotionale Entscheidungen. Daher begannen Wis-
senschaftler in der Mitte des 20. Jahrhunderts den Aktienmarkt mathematisch zu analysieren,
um auf Grundlage von Modellen logische und transparente Entscheidungen zu treffen.

In der Portfoliotheorie ist es von enormer Bedeutung, welche Ziele die investierende Person
hat und wie diese den Nutzen und das Risiko eines Portfolios bewertet. Im Allgemeinen wird
versucht, den Nutzen eines Portfolios zu maximieren und das Risiko zu minimieren. Oft sind
Nutzen und Risiko dabei positiv korreliert, d.h. bei ansteigendem Nutzen steigt auch das Risiko.
Unter diesen Umstéanden ist das Problem nicht 16sbar, weshalb wir versuchen werden den Nutzen
zu maximieren und gleichzeitig das Risiko zu beschréinken.

Um das Risiko und den Nutzen einer Aufteilung f € A; zu messen, werden Risikofunktionen t
und Nutzenfunktionen u verwendet. Diese miissen bestimmte Eigenschaften erfiillen, damit wir
eine Optimierung durchfithren kénnen. Beispielsweise sollte t konvex und u konkav sein. Ziel ist
es dann, wie schon oben erwéhnt, das Problem

max u(f)

st e(f) <r



fiir eine Teilmenge A C A; und ein vorgegebenes r > 0 eindeutig zu l6sen. Genauso gut kdnnte
man die Risikofunktion unter der Nebenbedingung, dass die Nutzenfunktion einen bestimmen
vorgegebenen Wert {iberschreitet, minimieren. Diese Analyse ist jedoch analog und wir werden
alle notwendigen Eigenschaften der Funktionen nachweisen, sodass eine solche Optimierung oh-
ne Umstdnde moglich ist.

Eine besondere Stellung in dieser Theorie sind Nutzen- und Risikofunktionen basierend auf
dem natiirlichen Logarithmus (log), welche von der logarithmierten Kapitalentwicklung abgelei-
tet werden. Mit diesen mochten wir uns in dieser Arbeit besonders beschéftigen. Dabei werden
wir eine umfassende mathematische Analyse der Funktionen vornehmen und den theoretischen
Grundstein fiir eine Portfolio Optimierung mit diesen legen.

In Kapitel 2| werden wir als Einfithrung in das Thema den Ein-Perioden-Finanzmarkt ken-
nenlernen. Dort wird jede Periode einzeln betrachtet, ohne dass ein Zusammenhang zwischen
der jetzigen und vorherigen Periode existiert, wobei eine Periode beispielsweise einem Tag, ei-
ner Woche oder einem Monat entsprechen kann. Fiir eine solche Periode werden wir dann die
Existenz eines optimalen Portfolios bzgl. der vorgestellten log Nutzen- und Risikofunktionen
nachweisen. Dabei beschéftigen wir uns besonders mit der Theorie rund um das Growth Opti-
mal Portfolio.

Dieses Konzept werden wir dann in Kapitel [3|auf einen Mehr-Perioden-Finanzmarkt mit N € N
Perioden erweitern. Dabei wird insbesondere das Portfolio zu einer Trading Strategie ausgebaut,
denn im Mehr-Perioden-Finanzmarkt wissen wir zu einem Zeitpunkt, was in den vorherigen Pe-
rioden passiert ist und koénnen darauf im weiteren Verlauf reagieren. Insbesondere wird dann
auch das Growth Optimal Portfolio zu einer Growth Optimal Trading Strategie erweitert. Dabei
wird die Nutzenfunktion log-TWR (TWR = Terminal Wealth Relative) und die Risikofunktion
Expected log DrawDown eine besondere Rolle spielen (vgl. Abb. .

0.1
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Abbildung 1.1.: Eine beispielhafte Kapitalentwicklung iiber 13 Perioden mit log-TWR, (InTWR)
und Expected log DrawDown (DrawDown)

Fiir die Optimierung ist es von enormer Bedeutung, auf welchen Mengen sie stattfindet. Natiirlich
konnten wir versuchen, eine Optimierung auf der gesamten Menge A; durchzufiithren. Jedoch
miissten wir dann auf einige Eigenschaften verzichten und kénnen das Problem unter Umsténden
nicht 16sen. Daher miissen wir uns auf Teilmengen von A; beschranken. Dabei méchten wir in
Kapitel [3] zwei Ansétze gegeniiberstellen: einerseits die a posteriori Optimierung, welche von
Platen in [12] verwendet wird, und andererseits die a priori Optimierung, welche von Brenner
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in [2] analysiert wird. Diese Unterscheiden sich in den Voraussetzungen und Analysen insofern,
dass a posteriori die Moglichkeit besteht einzelne Portfolios auszuschlieflen, durch die wir bei-
spielsweise insolvent gehen wiirden. Also findet in diesem Szenario die Optimierung nur auf einer
Menge statt, bei der wir den Bankrott vermeiden. Dies im Vorhinein zu wissen, ist in der Praxis
jedoch nicht moglich, weshalb wir im a priori Ansatz andere Eigenschaften an zuléssige Portfo-
lios fordern miissen und damit zwar eine grundsétzlich beliebige Teilmenge von A; verwenden
konnen, diese jedoch andere einschrankende Voraussetzungen erfiillen muss.

Dariiber hinaus hat Brenner [2] erkannt, dass sich beim fraktionalen Trading die logarithmierte
Kapitalentwicklung einfacher darstellen ldsst. Durch seine Konsistenz-Analysen muss eine kom-
plizierte Notation verwendet werden, was seine Arbeit leider sehr technisch macht. Dies ist bei
Platen [12] nicht anders, da er grofitenteils allgemeine Trading Strategien untersucht hat. Ein
Ziel dieser Arbeit soll es daher auch sein, diese Ideen zusammen zu bringen und sich um eine
praktischere Darstellung zu bemiihen.

Die in Kapitel [3] vorgestellten logarithmischen Nutzen- und Risikofunktionen log-TWR und
Expected log DrawDown moéchten wir in Kapitel [4] durch eine neue log Risikofunktion Run-
Down ergénzen und weitere Versuche zur Konstruktion neuer log Nutzenfunktionen diskutieren.
Dort werden wir auch ein Optimierungsproblem betrachten, welches auf fast alle Resultate aus
den vorherigen Kapiteln zuriickgreift und eine zusammenfassende mathematische Darstellung
zur Optimierung mit den log Risiko- und Nutzenfunktionen bietet.

Kapitel [5| dient zur Vorbereitung der empirischen Untersuchungen. Wir wissen aus den voran-
gegangenen Kapiteln, dass eine - meist sogar eindeutige - Losung existiert, jedoch miissen wir
diese noch empirisch bestimmen. In Brenner [2] wurde gezeigt, dass Losungen von empirischen
Optimierungsproblemen, falls man sukzessive immer mehr Informationen iiber den zugrunde
liegenden (theoretischen) Markt im Hintergrund erhilt, gegen eine Losung des theoretischen
Optimierungsproblems konvergieren. Wir werden uns darauf beschréinken, die Idee fiir eine sol-
che Analyse vorzustellen.

In Kapitel [6] widmen wir uns dann den empirischen Untersuchungen, bei denen wir die Theorie
aus den vorherigen Kapiteln riickwirkend testen mochten. Dabei werden wir sehen, was passiert
wiére, wenn wir in den letzten fast 20 Jahren unsere entwickelten Strategien angewendet hétten.
Dort wird sich herausstellen, ob das mathematische Modell in der Praxis gut funktioniert und
was noch fiir eine echte Anwendung der Theorie getan werden muss.

Abschlieflend werden wir die Ergebnisse der Analyse in Kapitel [7] kurz zusammenfassen und
einen weiteren Ausblick geben.
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2. Ein-Perioden-Finanzmarkt

In diesem Kapitel betrachten wir einige grundlegende Definitionen und Eigenschaften eines Ein-
Perioden-Finanzmarktes. Mit Hilfe dieser wollen wir Existenz und Eindeutigkeit einiger Pro-
bleme rund um das Growth Optimal Portfolio beweisen. Das grundlegende Modell und erste
Analysen stammen dabei von Maier-Paape und Zhu [11].

2.1. Ein-Perioden-Finanzmarkt-Modell

In einem ersten Ansatz betrachten wir einen Ein-Perioden-Finanzmarkt mit einer endlichen Men-
ge an Ereignissen. Dazu sei 2 = {wi,w2, ...,wy } die Ereignismenge mit L € N und (2, 3, P) der
dazugehorige Wahrscheinlichkeitsraum, wobei ¥ die o-Algebra von €2 darstellt. Dann beschreiben
wir mit £O(R) := £°(Q, &, P;R) die Menge aller Zufallsvariablen auf diesem Wahrscheinlichkeits-
raum. Diese Zufallsvariablen beschreiben die Auszahlung einer Finanzanlage. Dariiber hinaus be-
schreibt £O(Rxg) := £°(2, ¥, P;R>0) die Menge aller nicht negativen Zufallsvariablen in £°(R),
LORM) .= £0(Q, %, P; RM) die Menge aller Zufallsvektoren mit Werten in RM , wobei jede Kom-
ponente ein Element von £°(R) ist, und analog definieren wir LO(RY) := £°(Q, ¥, P; RY).

Definition 2.1.1 (Ein-Perioden-Finanzmarkt, vgl. Maier-Paape und Zhu [11, Def. 1]). Wir
nennen S; = (57, S, ..., SM)T mit ¢ € {0, 1}, einen Ein-Perioden-Finanzmarkt, falls Sy € R%H
und S; € (0,00) x EO(R%). Dabei reprisentiert S =1, SY = R > 0 eine risikofreie Anlage mit
positiver Rendite, falls R > 1. Die restlichen Komponenten S, m=1,..., M, stellen den Preis
der m-ten riskanten Finanzanlage zur Zeit ¢ dar.

Ein Portfolio ist ein Spaltenvektor z = (xq,1,...,za7)7 € RM*1 dessen Komponenten x,,
die Menge an Anteilen am m-ten Vermogenswert darstellen. Dann ist insbesondere Sj"x,, der
Anteil am investierten Kapital in den m-ten Vermogenswert zum Zeitpunkt ¢. Wir werden oft
die Notation S; = (Stl, ey SMYT und 2 = (21, ..., x77)7 verwenden, falls wir uns nur mit dem
riskanten Teil beschéftigen wollen.

Definition 2.1.2 (Zuléssige Portfolios, vgl. Maier-Paape und Zhu [11, Def. 2]). Eine Menge
A C RM*! pennen wir eine Menge von zulissigen Portfolios, falls A nicht leer, abgeschlossen
und konvex ist. Dariiber hinaus hat A unit initial cost, falls SOT x =1 fir alle z € A.

Definition 2.1.3 (Risikolose Portfolios, vgl. Maier-Paape und Zhu [11, Def. 4]). Sei z € RM+!
ein Portfolio. Dann nennen wir x risikolos, falls es einen mindestens so hohen Ertrag wie die
risikofreie Anlage hat, d.h.

P((S1 - Rsp) v =0) =1.

AuBerdem ist ein Portfolio trivial, falls 7 = 0 € RM.

Es existiert immer das triviale, risikolose Portfolio, indem das gesamte Vermégen in die ri-
sikofreie Anlage S? investiert wird, z.B. 2* := (1,07)7. Dieses Portfolio hat insbesondere unit
initial cost. Im realen Markt wird nicht erwartet, dass es ein nicht triviales risikoloses Portfolio
gibt. Daher beschrinken wir uns im Folgenden meistens auch auf Markte, die kein nicht triviales
risikoloses Portfolio enthalten.
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2.2. Growth Optimal Portfolio

Nun wollen wir uns einem ersten Optimierungsproblem widmen, wobei In den natiirlichen Loga-
rithmus bezeichnet. Um aus diesem eine Funktion auf ganz R zu machen, setzen wir In(t) = —oco
fir alle ¢ < 0. Damit erhalten wir das Problem

T
xer%%ﬁ1E(ln(Sl z)) (2.2.1)
st. Sgx =1,

bei dem wir den erwarteten logarithmierten Payoff des Portfolios x maximieren mochten. Dabei
gibt uns STx den Wert unseres Kapitals in der ersten Periode. Eine Losung dieses Problems
wiirde das schnellste kumulierte Wachstum des Kapitals bieten. Dieses Problem gehort zur
Growth Portfolio Theory und wurde von John Lintner in 7] vorgestellt und ist verbunden mit
der Arbeit von John L. Kelly in [6]. Doch bevor wir dieses Problem lésen, bendtigen wir noch
zwei Lemmata.

Lemma 2.2.1 (Strenge Konkavitéit, vgl. Maier-Paape und Zhu [11, Prop. 6]). Sei S; ein Fin-
Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher kein nicht triviales risikoloses Portfolio enthdlt
(vgl. Def.[2.1.3) und sei A eine Menge von zulissigen Portfolios mit unit initial cost (siehe Def.

2.1.%). Dann ist die Funktion x — E(In(S{ z)) streng konkav auf A (siehe Def. .

Beweis. Seien z' # 22 zwei Portfolios aus A. Dann unterscheiden sich die Portfolios ebenfalls
im riskanten Teil, d.h. 2! # Z2. Denn angenommen, es gilt 2! = 22, dann folgt

1=5Tat = 8928 + S0z, ie{1,2},
auf Grund der unit initial cost-Bedingung und wir erhalten mit S = 1

ST~1 or=2 _ 2
Sor =1-557° = xj.

x[l) =1-
Damit sind auch die risikofreien Anlagen gleich und es wiirde z! = 22 gelten, was ein Wider-
spruch zur Annahme darstellt. Nun wollen wir noch zeigen, dass fiir ' # 22 immer ST 21 # S¥ x5
gilt. Denn dann folgt die Behauptung auf Grund der strengen Konkavitét des natiirlichen Lo-
garithmus und der Linearitdt des Erwartungswertes. Dazu definieren wir die folgende Matrix

Sll(wl) — RS& S%(wl) — RS% SiM(W1> — RS(‘;V[

St(ws) — RSY S%(we) — RSE ... SM(wy) — RS

G = c RLXM

SHwr) ~ RSy S3(wi) — RS .. SM(wy)—RSY

und stellen fest, dass diese vollen Rang hat. Denn angenommen, G hat nicht vollen Rang, dann
existiert ein 7 € RM\{0} mit GZ = 0. Dies impliziert jedoch

(Si(wi) — RSy) 2 =0, i=/{1l,..,L},

womit x := (19,7) € RM*! ein nicht triviales risikoloses Portfolio wiire. Dabei withlen wir x9 € R
als xp == 1 — §g Z, sodass die unit initial cost-Bedingung erfiillt ist. Damit erhalten wir einen
Widerspruch zu der Annahme, es existiere kein nicht triviales risikoloses Portfolio. Weiter folgt
wieder mit der unit initial cost Bedingung
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Da G vollen Rang hat und z! # 22 gilt, folgt auch GZ' # G2? und wir schlieen wie behauptet
auf STzt # S¥2?, denn es gilt
STa' = R+ (81 — RSo)T2" # R+ (S — RSy)T2? = 5722
[

Lemma 2.2.2 (Kompakte Superlevels, vgl. Maier-Paape und Zhu [11, Lemma 2]). Sei S; ein
FEin-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher kein nicht triviales risikoloses Portfolio

enthdlt (vgl. Def. . Dann ist
By, = {IL‘ e RM+1 | E(In(STz)) > p, S{z= 1}

fur alle p € R kompakt.

Beweis. Da RM*1 endlich-dimensional ist, beweisen wir Abgeschlossenheit und Beschrinktheit

der Menge B, fiir ein i € R beliebig aber fest. Zuerst zeigen wir die Abgeschlossenheit. Sei
dazu (z")pen € BEI eine Folge, die gegen einen Grenzwert z* € RM*! konvergiert. Dann gilt
einerseits

STa* = lim Sga" =1
n—oo

und andererseits auf Grund der Oberhalbstetigkeit (siehe Def. |A.1.3) des natiirlichen Logarith-

mus’

E(In(S{z*)) > limsup E(In(S] z")) > p.

n—oo

Damit ist 2* € B, und B,, abgeschlossen. Alternativ folgt diese Aussage direkt mit Theorem

AT4

Nehmen wir nun an, die Menge sei unbeschrinkt. Dann existiert eine Folge von Portfolios
(2")nen € B)Y mit [|z"| — oo fiir n — oo und

STam =1, (2.2.2)
E(In(S{2™) > u (2.2.3)

fiir alle n € N. Aus (2.2.2)) folgt insbesondere §g " =1— Sya¥ fiir alle n € N und damit muss
|Z"|| — oo fiir n — oo gelten. Weiter stellen wir fest, dass

T zh FNT 1 -8FEr @n \T L _gr @ @M
v ||fn||:<uffnu’ ufnn) :( 2 ||5c‘nu> :(WH‘ Oz ||:f"u>

fiir alle n € N gilt und (y")nen eine Teilfolge besitzt, welche fiir n — oo gegen ein Portfolio
* = (28, (7*)T)T mit ||2*]] = 1 konvergiert. Dies impliziert z* # 0 und damit ist Z* nicht
trivial. Auflerdem gilt fiir alle n € N

STz" >0 P-fs. (2.2.4)

Denn angenommen, es existiert ein w € Q mit P({w}) > 0 und ein ng € N mit S(w)T 2™ < 0,
dann ist In(S(w)¥2™) = —c0 < p, was ein Widerspruch zu (2.2.3)) darstellt. Teilen wir nun
(2.2.2)) und (2.2.4)) durch [|z"|| und bilden den Grenzwert fiir n — oo, erhalten wir

STx*=0 und Sfaz*>0 P-fs.
Damit folgt nun insgesamt
(S — RSp)Ta* >0 P-fs., (2.2.5)

d.h. z* ist ein nicht triviales risikoloses Portfolio. Dies steht im Widerspruch zu den Vorausset-
zungen. Damit ist die Menge B,, beschrénkt und es folgt die Kompaktheit. O
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Wenn wir jetzt noch einmal das Optimierungsproblem aus (2.2.1)) betrachten, stellen wir fest,
dass aus Lemma die Eindeutigkeit und mit Lemma die Existenz einer Losung folgt,
falls die Menge B, nicht leer ist. Dies wollen wir im folgenden Theorem etwas genauer fassen.

Theorem 2.2.3 (Growth Optimal Portfolio, vgl. Maier-Paape und Zhu |11, Theorem 12]). Sei
S; ein Ein-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher kein nicht triviales risikoloses Port-
folio enthilt (vgl. Def. . Dann ist das Problem (2.2.1)) eindeutig losbar. Dieses eindeutige

Portfolio nennen wir auch das Growth Optimal Portfolio und bezeichnen es mit k € RM+1,

Beweis. Zuerst zeigen wir die Existenz einer Losung, indem wir die Menge
Buur) = {x e RM* | E(In(STx)) > In(R), S§a = 1}

betrachten, wobei SY = R der Payoff der risikofreien Anlage war. Dann erkennen wir, dass das
triviale risikolose Portfolio 2* = (1,07)7 € RM+! ein Element von Biy(g) ist, denn

E(ln (slTx*)) - E(ln (SlT(l,ﬁT)T)> - E(ln (89 + §1T6)) = E(In(R)) = In(R).

Auflerdem gilt SOT x* = SOT (1,6T)T = 1. Also ist Bj,(p) nicht leer und nach Lemma ist diese
Menge kompakt. Damit folgt die Existenz einer Losung mit
o T T . _
Hmax = MAX {E(ln(Sl z)) | Spx = 1} < 00

von (2.2.1). Nach Lemma angewendet auf A; = {z € RM*1 : STy = 1} ist =
E ( ln(S%Fa:)) streng konkav auf A;. Die Eigenschaften einer Menge an zulédssigen Portfolios lassen
sich bei A; durch einfaches Nachrechnen verifizieren. Sollte es zwei optimale Losungen geben,
dann wiirde mit der strengen Konkavitit ein Punkt zwischen diesen Losungen einen gréfleren
Zielfunktionswert besitzen und dies wére ein Widerspruch zur Optimalitit. Dieses Argument
werden wir im Beweis von Theorem noch einmal genauer betrachten. O

Das Growth Optimal Portfolio ist unabhéngig davon, welche Risikofunktion wir verwenden.
Dabei erfiillt es eine sehr natiirliche Eigenschaft, die beispielsweise das Markowitz’ Portfolio
nicht erfiillt: Wir erhalten einen maximal moglichen, zu erwartenden log Payoff, welcher auch
mit dem Eingehen eines hoheren Risikos nicht gesteigert werden kann. Im Gegensatz dazu ist
es im Markowitz’ Portfolio méglich einen unbegrenzten Gewinn zu erhalten (vgl. Maier-Paape
und Zhu [11} Kapitel 4]).

2.3. Leverage Space Portfolio

Nun ist das Growth Optimal Portfolio in der Praxis mit einem sehr hohen Risiko verbunden, da
es das groftmogliche Wachstum unseres Kapitals erreichen mochte. Um dieses Risiko a priori zu
beschrénken, wurde von Ralph Vince in [14] das Leverage Space Portfolio vorgestellt. Weitere
dhnliche Analysen dazu lassen sich in de Prado, Vince und Zhu [8] und Vince und Zhu [16] finden.

Dazu betrachten wir im Folgenden eine unterhalbstetige und konvexe Risikofunktion ¢ : A —
[0, 00] (vgl. Def. und Def. [A.1.3), die nur von dem riskanten Teil eines Portfolios abhéingig
ist, d.h. t(z) = ¥(2) fiir alle x = (29,27)" € A, wobei A eine zulissige Menge von Portfolios
mit unit initial cost ist (siehe Def. [2.1.2). AuBerdem soll t(z) = 0 genau dann gelten, wenn
T=0eRM gilt. Damit erhalten wir folgende Funktion

v:R—RU{-00}, r— max{E(ln(SlT:c)) | v(z) =%@) <r, Slz=1undz e A}, (2.3.1)

deren Graph wir uns spéter in einem Beispiel noch im Risiko-Nutzen-Raum anschauen werden.
Weiter werden wir im Folgenden die Menge A explizit angeben.
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Theorem 2.3.1 (Leverage Space Portfolio, vgl. Maier-Paape und Zhu |11, Theorem 13]). Sei S;
ein Ein-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher kein nicht triviales risikoloses Portfolio
enthdlt (vgl. Def. , Ay = {z e RM* | STz =1} undv: Ay — [0, 00] eine unterhalbstetige
und konvexe Funktion (vgl. Def. und Def. , die nur von dem riskanten Teil eines
Portfolios abhingig ist, d.h. v(z) =%(Z) fir alle x € Ay. Dann hat das Problem

max E(In(S] z)) (2.3.2)

TEAL

st.ov(x) =7(x) <r

fiir alle r > 0 eine eindeutige Lisung. Dabei gibt uns die Funktion v aus (2.3.1)) fiir A= Ay das
Mazimum von E(ln(Sfx)) unter den obigen Restriktionen in Abhdngigkeit von r in (2.3.2)).

Beweis. Sei r > 0 vorgegeben. Zu Beginn stellen wir fest, dass durch A; eine Menge von
zuléissigen Portfolios mit unit initial cost (vgl. Def. gegeben ist. Ahnlich zu dem Be-
weis von Theorem folgt die Existenz aus Lemma Dazu betrachten wir wieder die
kompakte Menge

Bin(r) = {x e RM*1 | E(In(S7)) > In(R), STz = 1} c A
und erkennen, dass die folgende Teilmenge
{x eRMH | %(@) <7, E(In(STx)) > In(R), STz = 1} C Bun)

ebenfalls auf Grund der Unterhalbstetigkeit von t und der Oberhalbstetigkeit von x — E(In(S{ x))
abgeschlossen (vlg. Theorem und als Teilmenge einer beschrdnkten Menge auch be-
schrinkt ist (vgl. Theorem . Damit ist sie kompakt und dariiber hinaus nicht leer, da
das triviale risikofreie Portfolio z* = (1,6T)T offensichtlich ein Element der Menge ist. Denn es
gilt

t(z*) =0<r und E(ln (S?m*)) = In(R).

Daher folgt die Existenz einer Losung von ([2.3.2) (vgl. Theorem [A.1.5]).

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an, es existieren zwei Losungen ! # 22 mit
(@) <r und E(In(S7z")=wv(r)
fiir i € {1,2} (vgl. (2.3.1))). Dann gilt fiir 2* := (z! + 22)/2 auf Grund der Konvexitit von t

1 1 PN 1. 1o
STa* = 5 Tt + 550Tx2 =1, (@) < §t(x1) + it(xl) <r

und wegen der strengen Konkavitéit von z +— FE ( In(SlTx)) (vgl. Lemma } gilt
1 1
E(In(S{z*)) > §E(ln(SlT:n1)) + 5E(ha(sngg?)) =u(r).

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von v und zur Optimalitit der Losungen x' und 2.
Insgesamt erhalten wir die Existenz einer eindeutigen Losung. O

Bemerkung 2.3.2. Maier-Paape und Zhu halten in [11, Theorem 13] noch weitere Eigenschaften
fiir v fest, die wir fiir unsere Zwecke nicht benéttigen. Beispielsweise ist die Einschrinkung von
v auf das Intervall [0,t(x)], wobei k das Growth Optimal Portfolio darstellt, streng monoton
wachsend und stetig.

Jede Risikofunktion generiert einen Weg zwischen dem trivialen risikofreien Portfolio z* =
(1,00)T mit zu erwartendem log Payoff In(R) und dem Optimal Growth Portfolio . Auf diesem
Weg gibt es interessante Punkte, wie zum Beispiel den Wendepunkt und den Punkt, der das
Nutzen-Risiko Verhéltnis maximiert. Genauere Analysen dazu finden sich in de Prado, Vince
und Zhu [§] und Vince und Zhu [16].
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2.4. Eine Betrachtung ohne risikofreie Anlage

Wir betrachten im Folgenden das Growth Optimal Portfolio und das Leverage Space Portfolio
ohne die risikofreie Anlage, d.h. wir investieren unser gesamtes Kapital in die riskanten Anlagen.
Um hier die Existenz einer Lésung zu erhalten, brauchen wir noch eine weitere Bedingung, die
wir mit der risikofreien Anlage nicht gebraucht hatten.

Theorem 2.4.1 (Growth Optimal Portfolio ohne risikofreie Anlage, vgl. Maier-Paape und Zhu
[11, Theorem 14]). Sei S; ein Ein-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher kein nicht
triviales risikoloses Portfolio enthdlt (vgl. Def. und L = |Q € N. Angenommen der
Preis jeder Finanzanlage ist in jedem Szenario echt gréfier null, d.h. fir alle i € {1,..., L} und
jged{l,..., M} gilt

5 (w;) > 0.
Dann hat das Problem

E(In(STz 2.4.1
max E(In(5; 7)) (24.1)
S.t. SO i'\: 1

eine Losung.

Beweis. Wir wollen wieder Lemma[2.2.2| verwenden, um auf Kompaktheit einer Teilmenge schlie-
en zu konnen. Dazu miissen wir sicherstellen, dass diese Teilmenge nicht leer ist. Definiere

M .
K = Z S)
j=1

und betrachte das Portfolio 2* := (0, (:/E\k)T)T e RM+1 mit z* := (1/K, ..., l/K)T € RM d.h. wir
investieren in jede riskante Finanzanlage den gleichen Anteil des Kapitals. Damit gilt einerseits

" Moo 1 &
S()Tx*zsgf*:ZSé?:? . S)=1
7j=1 7=1
und andererseits
L ~
E(In(ST3)) = 3 P({w;}) (ST (w))#*) = p* > —o0,
j=1

da §f(w])§c\* > 0 fiir alle j € {1, ..., L}. Damit gilt
z* € {x e RM+1 | E(ln(S?m)) >p*, Sla=1, zo= 0}
C {x e RM™ | E(In(ST2)) > p*, Sga = 1}

und, da nach Lemma die Obermenge kompakt ist, folgt mit analoger Begriindung wie im
Beweis von Theorem die Kompaktheit der Teilmenge. Daraus folgt wieder die Existenz

einer Losung (vgl. Theorem |A.1.5)). O

Um uns zu verdeutlichen, warum wir in diesem Problem keine Eindeutigkeit erhalten, analy-
sieren wir folgendes Gegenbeispiel.
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Beispiel 2.4.2 (Gegenbeispiel strenge Konkavitét). Wir betrachten zwei riskante Finanzanlagen
mit jeweils Einstiegspreis 1, d.h. es gilt M = 2 und §g = (1,1)”. Weiter nehmen wir an,
dass zum Zeitpunkt ¢ = 1 beide Anlagen mit 90-prozentiger Wahrscheinlichkeit den Wert 2
und mit 10-prozentiger Wahrscheinlichkeit den Wert 0.5 haben. Dies impliziert Q = {wq,wa},
Si(w1) = (2,2)7 und S} (ws) = (0.5,0.5)7. Dann stellen wir fest, dass sowohl Z* := (1,0)7 als
auch 72 := (0,1)” Losungen von sind. Dabei gilt

fmax := E(In(STZ)) = 0.9 - n(2) + 0.1 - In(0.5)

fir ¢ € {1, 2/} Insbesondere stellt dieses Beispiel ein Gegenbeispiel zur strikten Konkavitdt von
z — E(In(ST%)) dar, weshalb der Beweis zur Eindeutigkeit aus Theorem in Theorem
nicht anwendbar ist.

Mit Hilfe des Theorems koénnen wir feststellen, dass das Leverage Space Portfolio ohne
die risikofreie Anlage mindestens ein effizientes Portfolio enthélt. Dazu bendtigen wir folgende
Definition.

Definition 2.4.3 (Effiziente Portfolios, vgl. Maier-Paape und Zhu [11, Def. 5]). Sei A eine
Menge an zulédssigen Portfolios (siehe Def. [2.1.2)) und ¢t : A — [0, 00] eine Risikofunktion. Dann
nennen wir z € A ein effizientes Portfolio, falls kein Portfolio Z € A existiert, sodass entweder

t(z) <t(z) und E(ln(SlTaE)) > E(ln(SlT:z:))
oder
v(Z) <t(z) und E(In(S{%)) > E(In(S{z))
gilt. Insbesondere nennen wir dann (r, z1) := (t($), E(In(ST $))) einen effizienten Punkt.

FEin effizientes Portfolio stellt sicher, dass wir einerseits nicht mit gleichem oder geringerem
Risiko einen hoéheren zu erwartenden log Payoff erhalten und andererseits, dass wir nicht mit
einem geringerem Risiko einen gleich hohen oder sogar hoheren log Payoff bekommen.

Neben den Voraussetzungen aus Theorem [2.4.1] miissen wir anders als im Theorem [2.3.1] ei-
ne weitere Einschrinkung einfithren. Wollen wir ndmlich das Problem ohne risikofreie
Anlage betrachten, dann wissen wir unter den Voraussetzungen von Theorem nicht, in-
wiefern die Risikofunktion endliche Werte annimmt. Daher werden wir im folgenden Theorem
eine stetige Risikofunktion t: A — [0, 00) fordern. Die Menge A werden wir auch im folgenden
Theorem explizit angeben konnen, diese unterscheidet sich aber auf Grund des Wegfalls der
risikofreien Anlage zu der Wahl in Theorem [2.3.1

Theorem 2.4.4 (Leverage Space Portfolio ohne risikofreie Anlage). Sei Sy ein Ein-Perioden-
Finanzmarkt wie in Def. mit L = || € N, welcher kein nicht triviales risikoloses Portfolio
enthdlt (vgl. Def. , Ay = {z e RMTL | §OT:/1? =1 und zo = 0} und v : Ay = [0,00) eine
stetige und konveze Funktion (vgl. Def. und Def. , die nur von dem riskanten Teil
eines Portfolios abhingig ist, d.h. v(x) = ¥(T) fir alle x € Ay. Angenommen, der Preis jeder
Finanzanlage ist in jedem Szenario echt grofier null, d.h. fir allei € {1,...,L} und j € {1,..., M }

qgilt
$9(w;i) >0
und fiir jede Folge (x™)neny C A1 mit ||Z"]| — oo fiir n — oo existiert eine Teilfolge (x™) jen mit

T(z™) = 0o fiir j — oo. (2.4.2)
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Dann existiert mindestens ein v > 0, zu dem das Problem

sup E(In(5{ 7)) (2.4.3)

ZZ(Io,ET)TGA\l

st.¥(Z) <r
ein effizientes Portfolio als Lisung besitzt.

Beweis. Wir stellen wieder fest, dass durch A; eine Menge von zuldssigen Portfolios mit unit
initial cost (vgl. Def. gegeben ist. Mit Theorem folgt die Existenz von Losungen des
Problems . Dazu definieren wir durch £ die Menge aller solcher Lésungen.

Erster Fall: |£] < oo, d.h. wir kénnen £ schreiben als £ = {Z',...,2'} mit I € N. Dann nehmen
wir von diesen Portfolios eines mit dem geringsten Risiko, d.h. sei * € £ mit

T@*) <T3) < oo Vie{l, ..}
Dieses Portfolio ist ein effizientes Portfolio mit Risiko r :=%(z*) und zu erwartendem log Payoff
fhmax ‘= E(ln(Sf/m\*)). Denn sowohl eine Erhohung des log Payoffs als auch eine Verringerung
des Risikos wiirde im Widerspruch zu den Annahmen stehen.
Zweiter Fall: |£| = oo. Dann definieren wir

r=inf {t%(Z) | T € L} < o0
und passend dazu die Minimalfolge (2"),en € £V, d.h.
T(Z") N\ r fiir n — co.

Mit Voraussetzung ([2.4.2)) muss die Folge (Z"),cn beschrinkt sein und damit existiert eine
Teilfolge (") ;en, die gegen ein Grenzwert ¥ € RM konvergiert. Wegen der Stetigkeit von ©
gilt insbesondere T(z*) = r, S{z* = 1 und

E(ln (5’?@*)) > lim supE(ln (§f§"1)> = lmax,
Jj—o0
wobel pimax der optimale Zielfunktionswert der Losungen aus L ist. Also gilt #* € £ und mit
derselben Begriindung wie im ersten Fall, folgt die Behauptung. O

Alternativ zu der Forderung, dass die Risikofunktion endliche Werte annehmen muss, kénnte
man genauso gut die Existenz einer Losung z* des Problems (2.4.1)) mit ¢(Z*) < oo fordern. Zum
Abschluss dieses Kapitels analysieren wir noch ein Beispiel, welches die Resultate aus diesem
Kapitel noch einmal veranschaulichen soll.

Beispiel 2.4.5 (Maier-Paape und Zhu |11, Bsp. 4]). Angenommen, wir haben eine riskante
Finanzanlage M = 1 und zwei mégliche Zustinde Q = {w;,ws} mit Eintrittswahrscheinlichkeit
P({w1}) = 0.45 und P({wa}) = 0.55. Insbesondere lassen wir die risikofreie Anlage wieder zu
und dort wollen wir genau das nach einer Periode erhalten, was wir eingesetzt haben, also gilt
R = 1. Die riskante Finanzanlage hat den Kinstiegspreis Sé = 1 und folgende Preise in den
jeweiligen Zustdnden

Sl(w1) =05 und Si(w2) =1+ a,

wobei a > 9/22 beliebig gew#hlt werden kann. Also verlieren wir im Zustand w; die Hélfte
unseres in S§ investierten Kapitals und in Zustand wo erhalten wir einen Kursgewinn von a.
Mit dieser Wahl von « gilt insbesondere

9
E(S]) = 045054055 (14 a) = 0.775 + 0.550 > 0.775 + 0.55 - - = 1 = 5.
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Also stehen unsere Chancen, im Erwartungswert einen Gewinn mit der riskanten Finanzanlage
zu erzielen, nicht schlecht. Als Risikofunktion verwenden wir eine Approximation des Draw-
Downs t(xg, 1) := |z1]. Genauere Analysen zu dieser Risikofunktion finden sich in Vince und
Zhu [16] und auch wir werden uns in Kapitel einer Form des DrawDowns widmen.

Die Eigenschaften, die wir in Theorem [2.3.1] von einer Risikofunktion verlangt haben, kénnen
leicht nachgerechnet werden. Mit diesen Voraussetzungen kénnen wir die Funktion v aus ([2.3.1))
fir A = A; == {& € RM*! | §f'z = 1} folgendermaBen herleiten. Sei dazu erst einmal
x = (zg,21)T € R? beliebig mit 1 = S{'z = 2¢ + x1. Dann gilt

E(In(STx)) = 0.451n (ST (w1)x) + 0.55In (S (w2)z)
= 0.451In(zp + 0.521) + 0.55In(zo + (1 + a)xy).

Setzen wir nun xg = 1 — z; in die Gleichung ein, erhalten wir
0.451n(xo + 0.521) + 0.55In(zo + (1 + a)x1) = 0.45In(1 — 0.5z1) + 0.551In(1 + ax;).

Um nun v zu erhalten, miissen wir unter der Nebenbedingung t(z) = |z1| < r die obige Funktion
maximieren, sodass sich

v(r) =0.45In(1 — 0.5r) + 0.55In(1 + ar)

ergibt. Dabei muss r im Intervall [0,7%,,,] liegen, wobei 7%, das Risiko des Growth Optimal

Portfolios widerspiegelt. Da v in [0, %, ] monoton wachsend ist, erhalten wir %, als Maximal-

7 max
—
stelle von v, d.h. r = r%,, muss

/ 1 !
V'(r)=-0.225—— + 0.55« =0

1-0.5r 1+ ar

a = 22029 Damit erkennen wir, dass das eindeutige, opti-

erfiilllen. Mit diesem Ansatz gilt r5,. S0
male Portfolio zu (2.3.2) in Abhiingigkeit von 7 € [0,7r%,,] durch x%,. = (1 —r,7)T gegeben
ist. Dabei hat es Risiko r und zu erwartenden log Payoff v(r). Fiir r = r%, . erhalten wir das

max
Growth Optimal Portfolio.

Betrachten wir das Problem (2.4.3]), d.h. ab jetzt gilt wieder g = 0. Dann erkennen wir, dass
wir auf Grund der unit initial cost-Bedingung nur den effizienten Punkt {(1,r(1))} erhalten,
wobei v(1) = 0.55In(1 + «) — 0.451n(2) analog zu oben gilt.

Ist o € (9/22,9/2), so haben beide Probleme kein gemeinsames effizientes Portfolio. Dies wird
in der Abbildung illustriert. Dort ist die Funktion v in blau dargestellt und verbindet den
Nullpunkt mit dem Growth Optimal Portfolio, welches durch den roten Kreis erkennbar ist. Der
blaue Kreis stellt das effiziente Portfolio zu dem Punkt {(1,v(1))} dar, denn es gilt r%,, =1
genau dann, wenn a = 9/2 erfiillt ist.

In Abbildung erkennen wir den Spezialfall « = 9/2. Denn in diesem Fall schneiden sich
die Losungen in genau einem Punkt und dieser Punkt ist das Growth Optimal Portfolio. Je
mehr wir nun a > 9/2 vergrofiern (damit gilt 75, > 1), desto weiter entfernt sich der Punkt
{(1,v(1))} vom Growth Optimal Portfolio und bewegt sich entlang des Weges zwischen dem
Nullpunkt und dem Growth Optimal Portfolio in Richtung des Nullpunktes. Dies sehen wir in
Abbildung Dariiber hinaus erkennen wir, dass dies nur sehr langsam passiert. Denn in der
Abbildung wurde o« = 7 gewihlt, das bedeutet, dass wir mit 55-prozentiger Wahrscheinlichkeit
einen Gewinn von 700% erhalten.
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(a) a=1.5 (b) a=9/2
T 1
0.6 // 0.6 //

(c)a=7 (d) v(z) <05, a=7

Abbildung 2.1.: Darstellung effizienter Portfolios im Risiko-Nutzen-Raum

In der Praxis erweist es sich oft als sinnvoll, das Risiko a-priori zu beschrinken. In Abbil-
dung wurden die effizienten Punkte durch t(z) < 0.5 beschrénkt. Diese Beschriankung ldsst
sich durch die griine Linie erkennen. Insbesondere befindet sich dort die optimale Losung am
Schnittpunkt zwischen der Funktion v mit der Restriktion.
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3. Mehr-Perioden-Finanzmarkt

In diesem Kapitel wollen wir das Ein-Perioden-Finanzmarkt-Modell zu einem Mehr-Perioden-
Finanzmarkt erweitern. Dabei werden wir feststellen, dass uns einige Resultate im Mehr-Perioden-
Finanzmarkt erhalten bleiben. Jedoch werden wir teilweise stidrkere und manchmal auch schwéchere
Restriktionen fordern. Ziel dieses Kapitels ist es, die Idee der optimalen Portfolios aus Kapitel
und zu Trading Strategien iiber mehrere Perioden zu erweitern. Diese Erweiterungen
werden ausfiihrlich in Platen [12] diskutiert.

3.1. Mehr-Perioden-Finanzmarkt-Modell

Im Ein-Perioden-Finanzmarkt-Modell beschrdnken wir uns auf eine endliche Ereignissmenge.
Diese Restriktion wollen wir 16sen und betrachten im Folgenden einen beliebigen Wahrschein-
lichkeitsraum (€2, 3, P). Auf diesem definieren wir die Menge aller Zufallsvariablen, deren p-tes
Moment fiir p € Ny existiert durch

P (RM) = £2(Q,%, P;RY) = {X : Q » RM | E(|X ") < o0}

fiir M € N. Um die zukiinftigen Preise fiir N € N Perioden zu modellieren, nutzen wir einen
stochastischen Prozess auf dem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, X, {F;, }o<n<n, P) mit
Filtration {fn}ognSN, die

{@,Q} =FgCFC .. CFn:=X

erfiillt. Damit erhalten wir die Menge aller Preis-Prozesse fiir M Finanzanlagen und N Perioden
durch

N
LP(N;RM) = £P(Q, 8, { FnYo<nen, PsRM) i= X LP(Q, F,, P;RM).

n=0
Weiter definieren wir £P(N) := LP(N;R) und analog zu obiger Definition die Menge aller nicht
negativen Preis-Prozesse notiert durch £P(N;RY) ¢ £P(N;RM). Beachte, dass fiir die Wahl
p = 0 die Menge L£°(R) alle reellen Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum enthiilt.
Wir werden uns im Folgenden mit der Wahl p € {0, 1,2} beschiftigen. Um den Mehr-Perioden-
Finanzmarkt einfithren zu kénnen, miissen wir zuerst definieren, was wir unter einer risikofreien
Anlage verstehen.

Definition 3.1.1 (Risikofreie Anlage, vgl. Platen [12, Def. 2.1.3]). Der stochastische Prozess
Z = (Zy,...,Zn) € L2(N) heifit risikofrei, falls Z, fiir n = 0,..., N fast sicher konstant ist und
Zn > Zn—1 >0 fiir allen =1, ..., N fast sicher gilt.

Mit dieser Definition kénnen wir das Mehr-Perioden-Finanzmarkt-Modell einfithren.

Definition 3.1.2 (Mehr-Perioden-Finanzmarkt, vgl. Platen [12, Def. 2.1.4] und Follmer und
Schied [5, Kapitel 5.1]). Fiir M, N € N sei S := (Sy)o<n<n € L2(N;RYY) ein stochastischer
Prozess mit

Sy = (82,8 ST € Rug x L2(Q, Fr, P;RY)) € £L2(Q, F, P;RM

fir n = 1,...,N, wobei (S§,5Y,...,5%) € L%(N) eine risikofreie Anlage darstellt (siche Def.
3.1.1). Dann nennen wir S einen Mehr-Perioden-Finanzmarkt der Grofie M + 1 mit N Perioden.
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Im Ein-Perioden-Finanzmarkt haben wir ein Portfolio als Spaltenvektor kennengelernt, wel-
cher uns die Gewichtung der Finanzanlagen angibt. Im Mehr-Perioden-Finanzmarkt haben wir
die Moglichkeit, nach jedem Zeitschritt unser Portfolio neu zu allokieren.

Definition 3.1.3 (Trading Strategie, vgl. Platen [12, Def. 2.2.1]). Sei S = (Sn)o<n<n €
L3(N ;R%H) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. Dann definiert X := (,)1<n<n €
LO(N — 1; RM+1) mit

Ty = (29, 2 ...,xﬁ/])T IS EO(Q,E,Fn_l,P;RMﬂ)

n’ mno
fiir n =1,..., N eine Trading Strategie.

Machen wir uns einmal klar, in welchem Zusammenhang die Trading Strategie X zu dem
Mehr-Perioden-Finanzmarkt-Modell S steht und wie wir dies interpretieren kénnen. S? gibt uns
den Preis der i-ten Finanzanlage zum Zeitpunkt n und x! die Anzahl der Anteile an der i-ten
Finanzanlage beim Zeitschritt n — 1 zu n. Dabei darf x,, logischerweise nur von den Preisen
S{<n} abhéngen. Dann gibt uns S xt das Kapital, welches wir zum Zeitpunkt n — 1 fiir den
Zeitschritt n — 1 zu n in die i-te Finanzanlage investieren. Den Payoff, welchen wir mit dieser
Investition zum Zeitpunkt n erhalten, wird durch S%z, dargestellt. Dann wiirden wir wieder
iiberlegen, wie viel wir in diese Finanzanlage fiir den néchsten Schritt investieren wollen und
erhalten ;4.

Mit diesen Interpretationen konnen wir die Kapitalentwicklung einer Trading Strategie defi-
nieren.

Definition 3.1.4 (Kapitalentwicklung, vgl. Platen [12, Def. 2.2.2]). Sei S € EQ(N;R%H) ein
Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. X € LO(N — 1;RM+1) eine Trading Strategie
(siehe Def.[3.1.3) und Wy > 0 das zu Beginn verfiigbare Anfangskapital. W(X) € £°(N) definiert
durch

Wo(X) := W,

Wa(X) 1= Wit (X) + (Sn — Sn-1) 2 = Wo + > _(Sk — Sk-1) 2
k=1

fiir n =1, ..., N heiit Kapitalentwicklung der Trading Strategie X.

Die Kapitalentwicklung gibt uns also die Entwicklung unseres Kapitals iiber N Perioden. Um
den Bankrott zu vermeiden, betrachten wir die folgende Definition &hnlich zu Def.

Definition 3.1.5 (Zuldssige Trading Strategien, vgl. Platen [12, Def. 2.2.6]). Eine Trading
Strategie X € LO(N — 1;RM*1) wie in Def. [3.1.3| heifit zulissig, falls fiir alle n = 1,..., N,
Wi (X) > 0 fast sicher gilt.

Als letzte Definition in der Einfithrung des Mehr-Perioden-Finanzmarkt-Modells erhalten wir
die Verallgemeinerung der Def. auf N Perioden.

Definition 3.1.6 (Risikofreie Trading Strategie, vgl. Platen |12, Def. 2.2.22]). Sei S € £2(N; R%ﬂ)
ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. und X € LY(N — 1;RM+1) eine Trading Stra-
tegie (siehe Def. 3.1.3). Dann ist X risikofrei, falls

STz, < Wy 1(X) (3.1.1)
fast sicher fiir alle n = 1,..., N und
SN
0
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fast sicher gilt. Wir sagen S enthélt keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie, falls keine
risikofreie Trading Strategie X existiert mit X # 0 P-f.s., wobel X := (Z),)1<p<n durch z, :=
(z}, ..., 2T gegeben ist.

ny e

Die erste Bedingung an eine risikofreie Trading Strategie stellt sicher, dass in dem
Zeitschritt n — 1 zu n nicht mehr Kapital investiert wird, als vorhanden ist und die zweite Be-
dingung bedeutet, dass unser Kapital nach N Perioden mindestens so grof ist, wie wenn
wir unser gesamtes Vermogen zu Beginn in die risikofreie Anlage investiert héitten.

Die Annahme, es existiere keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie, impliziert die fol-
genden beiden Aussagen.

Lemma 3.1.7 (Keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie 1, vgl. Platen [12, Theorem
2.2.23]). Sei S € L2(N;RY;) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher kei-
ne nicht triviale risikofreie Trading Strategie enthdlt (vgl. Def. . Dann besteht in jeder
Periode n und fiir jedes nicht triviale Investment n, von Periode n — 1 nach n eine positive
Wahrscheinlichkeit, einen geringeren Ertrag als die risikofreie Anlage zu erhalten, d.h. fir alle
n=1,...N und alle n, € LO(Q, Fn_1, P;RM+YY mit i, £ 0 gilt

P((Sn - 5531 M)T% < o) > 0.

Beweis. Angenommen, es existieren ein ng € {1,..., N} und n* € £%(Q, Fry_1, P;RMF1) mit
n* # 0, sodass

P<<Sno - gg’g()sno_l)Tn* > o) —1

no—1
gilt. Dies ist jedoch dquivalent zu
T x S70Lo *
Spo™ 2 o Sno—1m"  P-fs. (3.1.3)
Snofl

und wir stellen fest, dass n* unabhéngig von der risikofreien Anlage ist. Sei nun Z := (2p,)1<n<n
die Trading Strategie, welche die risikofreie Anlage widerspiegelt, d.h. es gilt

Wo T
Zn = <%)7 O7 ceey 0)

fir n =1, ..., N. Damit erhalten wir die folgende Kapitalentwicklung
n 1 n
Wi(Z) = Wo + Z(Sk — Sp-1) Tz =Wy - (1 + 50 Z(S,g — 5,2_1)).
k=1 k=1

Diese Summe ist jedoch eine Teleskopsumme und es folgt

1 & 1 S0
Wi(Z) = W - (1 + 50 2 (50— sg,l)> =W - (1 + (S0 - sg)) = W5 = St (314)
0 —1 0 0

fiir alle n, k = 1,..., N. Mit Hilfe dieser Trading Strategie und n* wollen wir uns nun eine nicht
triviale risikofreie Trading Strategie definieren (vgl. Def. [3.1.6]). Sei dazu Y := (yn)1<n<n mit

*

Yng =1 und Yn = Zn (315)
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fir n # ng. Dann gilt W, (Y) = W, (2) fur n € {1,...,n9 — 1}. Da n* unabhéngig von der
risikofreien Anlage ist, wihlen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit den risikofreien Teil
als

0 __ Wnofl(y) - ‘/5’\50_177/\’(

n° = (3.1.6)
S’?Lo—l
und fiigen wir diese Erkenntnisse zusammen, stellen wir folgendes fest:
S’no ]_ynO Sno ]_77 S’?lo— n + Sno ]_77 WnO 1( ) WnO 1( ) S’rLo 1%ng-
(3.1.7)
Damit gilt zusammen mit der Definition der y,,
ST yn = ST 12, (3.1.8)

fir alle n = 1,...,N. Um den Beweis zu beenden, miissen wir die Kapitalentwicklung von Y
gegeniiber der von Z abschétzen. Diese sind fast gleich, lediglich im Zeitschritt ng — 1 zu ng
ergibt sich ein Unterschied, d.h.

Wi (Y) = WilZ) — (Sng — Sno— 1)Tzno + (Sno — SnOfl)Tn*

SO _ SO
Dann schétzen wir die rechte Seite mit der Hilfe von Gleichung ([3.1.3)) ab und erhalten
SO — 80
Wa(2) WOOTN ‘1‘57?0 - Sy o—11"
SO o SO SO
> W, (Z) — Wo T CNY Y (3.1.9)
S0 Smo-1 ’

P-f.s. Mit Gleichung (B.1.7) gilt S} _ n* = ST _ 1 2ny = WoS),_1/5§. Dies setzen wir in (3.1.9)

n,
ein und bekommen

SO o SO SO SO 1 SO 1
Wi(Z) = Wyt | no—Lyyy — Zro—lyy,
S8 Sgo .S S8
SO _ SO SO o SO
:Wn(Z)—Wo »98 no—1 + SO no— 1W0
=Wh(2).
Also haben wir fiir allen=1,..., N
Wh(Y) >W,(Z) P-fs. (3.1.10)

gezeigt. Fligen wir all dies zusammen, erhalten wir

B19) B14) (3.1.10)
STy B 51 By (2) T ()

[N

firn=1,...,N und

(3.1.10) G 50
Wi (2) 822 W, 2n S

Damit ist Y eine nicht triviale risikofreie Trading Strategie, was ein Widerspruch zur Annahme
darstellt und es folgt die Behauptung. O
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Lemma 3.1.8 (Keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie 2, vgl. Platen [12, Theorem
2.2.23)). Sei S € L2(N;RY,M) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. welcher keine
nicht triviale risikofreie Trading Strategie enthdlt (vgl. Def. . Dann gilt fir alle Trading
Strategien X und Y,

=D

W(X)=W(Y) Pfs. = X-=

d.h. die Abbildung W € L°(N) ist injektiv im riskanten Teil.

Beweis. Angenommen, es existieren zwei Trading Strategien X = (zp,)1<n<ny und Y = (yn)1<n<n
mit W(X) = W(Y) P-fs. und P(X #Y) > 0. Dann gilt

Wi(X) = Wp—1(X) =W (Y) = W,—1(Y)
fir alle n =1,..., N und mit der Definition der W folgt
(S — Sn-1) T = Wi (X) = Wi 1(X) = (S — Sn_1) yn. (3.1.11)

Ziel ist es nun eine nicht triviale Trading Strategie zu finden, die denselben Ertrag wie die
risikofreie Anlage hat. Diese Strategie wire damit insbesondere eine nicht triviale risikofreie
Trading Strategie. Definiere Z € £O(N — 1;RM+1) durch

Jo— Tn = Yns Sg—l(xn —yn) <0
" Yn — Tn, 55_1(% - yn) >0

fiir n = 1,..., N. Dann gilt bei Konstruktion P(Z #0) > 0, also ist Z nicht trivial, ST_;2, <0
und

- (3.1.11))
WilZ) =Wo+ > (Sk = Sk—1)"z = Wy

k=1
fir alle n = 1,..., N. Um nun eine Trading Strategie mit den gewiinschten Eigenschaften zu
erhalten, iibernehmen wir den riskanten Teil von Z, aber éndern das Investment in die risikofreie
Anlage, d.h. wir definieren = durch Z:=Zund €9 =20 + Wp/S) fiir n = 1,..., N. Dann gilt
fiir die Kapitalentwicklung von =

Wa(E) =Wo + ) (Sk — Sk-1) &
k=1

Da aber per Konstruktion und nach Gleichung (3.1.11)) die meisten Summanden wegfallen, gilt

n n W
Wo+ > (Sk—Se—1)Té = Wo+ D (S — 5,3_1)?3
k=1 k=1 0
und dies ist wieder eine Teleskopsumme. Also erhalten wir insgesamt
- . Wo Wo _ Sp
Wa(E) =Wo+ ) (5] 5,2_1)@ = Wo + (89 — 53)@ =W (3.1.12)
1 0 0 0

fur alle n = 1,..., N, d.h. die Kapitalentwicklung von Z ist gleich dem FErtrag in der risiko-
freien Anlage. Bleibt zu iiberpriifen, ob das Investment zuldssig im Sinne von (3.1.1]) ist. Dazu
betrachten wir

Wo =~ 5’0_
Sglllgn - 52*122 + 5271@ + Sn12n = nglzn + giolW()
0 0
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Es gilt jedoch per Konstruktion S! z, < 0. Nutzen wir dies zum Abschitzen der obige Glei-
chung, erhalten wir

Sp— Se_1.. ELD) -
SE 1&n=8p 1z + WIWO < SOIWO ELD) Wi-1(Z)
0 0

Also ist = eine nicht triviale risikofreie Trading Strategie und dies steht im Widerspruch zu der
Annahme. O

Es ist noch interessant zu erwéhnen, dass die Folgerungen aus Lemma [3.1.7] und Lemma
nicht nur notwendige, sondern sogar hinreichende Bedingung fiir die Annahme, es existiere
keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie, darstellen. Also erhalten wir in beiden Lemmata
Aquivalenz. Da wir die Riickrichtung im Folgenden nicht benétigen, verzichten wir auf den
Beweis und ich verweise hier auf Platen |12, Theorem 2.2.23].

3.2. Growth Optimal Trading Strategie

Mit diesem Modell sind wir soweit, ein erstes Optimierungsproblem in den Blick zu nehmen.
Ahnlich zum Growth Optimal Portfolio im Ein-Perioden-Finanzmarkt wollen wir eine Allokation
unseres Kapitals finden, mit der wir das schnellste kumulierte Wachstum erreichen. Wir mochten
also fiir jede Finanzanlage zu Beginn festlegen, welchen Anteil unseres Kapitals konstant iiber
alle Perioden in die jeweilige Finanzanlage investiert ist. Da sich unser Kapital iiber die Perioden
und damit auch die Verhéltnisse der Anlagen verdndern, miissen wir unser Portfolio jede Periode
neu allokieren.

Um dieses Konzept anschaulicher darzustellen, definieren wir zu einem Mehr-Perioden-Finanzmarkt
S € L2(N; ]R%H) wie in Def. den Quotienten von aufeinander folgenden Preisen R :=

(Rn)1<n<n € LO(N — 1; R%ﬂ) gegeben durch

sy s} SMANT
R, = <SO g ’SM1> (3.2.1)
n— n— n—

fir n = 1,...,N. Dieser Ansatz wird in Brenner [2] weiter ausgefiihrt und auch auf andere
Konzepte iibertragen. Weiter gibt uns die Menge

M
Al = {feRM“ y Zfl-:1} (3.2.2)
=0

alle moglichen Aufteilungen unseres Kapitals auf M + 1 Finanzanlagen. Dabei gibt uns f; den
relativen Anteil unseres Kapitals, das wir in die i-te Finanzanlage investieren. Den absoluten
Anteil zu Beginn der Investition erhalten wir dann durch f; - Wy (vgl. Def. . Da wir das
gesamte Kapital allokieren méchten, muss die Summe iiber diese f; eins ergeben. Insbesondere
sind negative f; als Short-Positionen zu verstehen.

Auf dieser Menge erhalten wir eine Funktion vy, : A1 — LO(N — 1;RM+1) welche aus ei-
ner solchen Aufteilung eine Trading Strategie generiert, sodass diese Aufteilung in jeder Periode
konstant bleibt und wir voll investiert sind, d.h.

i i fi

(vewr ()} = 2 Wo, (v (f))) = =Wt (Ve (f)) (3.2.3)

0 n—1
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fir n = 2,..., N Perioden und ¢ = 0, ..., M Finanzanlagen, wobei wir die Bezeichnungen aus
Definition verwendet haben. Dann gibt uns (v (f))%, die Anzahl der Anteile an der iten
Finanzanlage fiir den Zeitschritt n — 1 zu n und wir erkennen sofort

St 1 (Vo ()L, = fiWnot (Ve (f))

fir n = 1,...,N und i = 0,..., M. Also erfiillt die Trading Strategie viw,(f) tatsdchlich die
gewiinschte Eigenschaft. Die Menge aller Aufteilungen f, damit vy, (f) eine zulidssige Trading
Strategie im Sinne von Def. wird, ist gegeben durch

Atwr 1= {f €A | Rﬂf >0P-fs firn=1, ...,N}. (3.2.4)

Denn sobald in einer Periode k € {1,..., N} der Fall Rg f < 0 eintritt, entspricht dies einem
Total-Verlust des Kapitals und ein weiteres Investment ist nicht mehr mdoglich. Insbesondere
entspricht Rg f < 0 einer Verschuldung der investierenden Person. Um dies zu verdeutlichen,
betrachten wir die Kapitalentwicklung von viy,.

Lemma 3.2.1 (Kapitalentwicklung von vy, vgl. Maier-Paape, Platen und Zhu [9, Bsp. 2]).
Sei N € N und Ay wie in (3.2.4) gegeben. Fir alle f € Apyr undn =1,...; N gilt

Wi, (Utwr(f)) =W H R%f
k=1

fast sicher.

Beweis. Sei f € Awyr und n € {1,..., N}. Dann gilt per Definition der Kapitalentwicklung (siehe

Def. ,
Wn(vtwr(f)) = Wn—l(”twr(f)) + (Sn - Sn—1>T(thr(f))n-

Durch Umschreiben des Skalarprodukts in eine Summe und Einsetzen der Definition von vy,

wie in gilt
Wa-1 (Ve () + (Sn = Sn-1)" (vt (f))n)

M .
= nfl(vtwr(f)) + (Z (S:L - é-l)%fllwnl(vtwr(f))>'
=0 n—

SchlieBlich folgt mit ausklammern von W, _1(vtwr(f))

M

Wn—l(vtwr(f)) + (Z (S; - zL—l) fl Wn—l(’l)twr(f)))

i=0 Sgl—l
M
i3 fi)
i=0
und nach Konstruktion des Quotienten von aufeinander folgenden Preisen ([3.2.1)) gilt insgesamt

Wn (Utwr(f)) = Wn—l (Utwr<f)) : Rg;fa
da f € Agw:. Per Induktion folgt die Behauptung. O

M
= VVn—1 (Utwr(f)) : <1 + Z SS
1=0

i
n
7
n—1

Dieses Lemma konnen wir lediglich auf f € A, anwenden. Fiir beliebiges f € A; miissen
wir im Falle R;{ f <0 fiir ein k € {1,..., N} unser gesamtes Investment wihrend der Periode
(z.B. intraday) verkaufen und setzen Wi (vew:(f)) = 0 fiir alle £ € {k, ..., N}.

28



Bemerkung 3.2.2 (Keine nicht triviale risikofreie fraktionale Trading Strategie). Im Folgenden
werden wir 6fters die Annahme, es existiere keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie (vgl.
Def. , verwenden. Da wir uns im Kontext der fraktionalen Trading Strategien bewegen,
wére es schon, wenn wir diese Voraussetzung lediglich fiir solche Strategien der Form vy (f)
verwenden miissten (vgl. ) In Bezug auf die fraktionale Trading Strategien bedeutet
diese Annahme, dass keine Aufteilung neben f* = (1,6T)T existiert, welche nach N Perioden
sicher einen mindestens so hohen Gewinn wie f* erwirtschaftet. Um dies zu sehen, nehmen
wir zunéchst an, f € Ay (vgl. (3.2.4) erfiille Gleichung mit der fraktionalen Trading
Strategie X = viy(f). Dann gilt

N
emma SO
W]V ('Utwr(f)) L :m WO H Rgf > WOSi](\)[ P-fs.
n=1 0
und daraus folgt
N SO N
[IRYf= ?jg =[[REf* Pis. (3.2.5)
n=1 n=1

Per Konstruktion der fraktionalen Trading Strategie viw, ist Gleichung fir alle X =
Vtwr (f) mit f € Agyr mit Gleichheit erfiillt. Daraus folgt, dass unter der Annahme, es existiere
keine nicht triviale risikofreie fraktionale Trading Strategie, Gleichung nur fiir X* =
per (F*) mit f* = (1,077 erfiillt sein darf, d.h. mit muss die Implikation

N N

n=1 n=1

fiir alle f € Agyr gelten und dies entspricht der obigen Interpretation, da f € Aj\Awr per Defi-
nition zum Totalverlust fithrt und daher nicht risikofrei sein kann. Leider kénnen wir momentan
nicht auf die restriktivere Voraussetzung, es existiere keine nicht triviale risikofreie Trading Stra-
tegie, verzichten, da wir oft auf die Resultate aus Lemma und Lemma zuriickgreifen
miissen.

Nun mochten wir zwei wichtige Eigenschaften der Menge Ay, im folgenden Lemma zusam-

menfassen.

Lemma 3.2.3 (Menge an zulissigen Trading Strategien, vgl. Platen [12, Prop. 2.2.8 und Lemma
2.2.29]). Sei S € L2(N;RYM) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. . Dann ist Agyy
aus (3.2.4) konvex. Enthdlt S keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie (vgl. Def. ,
50 15t Appr beschrankt.

Beweis. Die Konvexitiit lisst sich leicht nachrechnen. Seien f!, f? € Ay und X € [0, 1] gegeben.
Dann ist Af! + (1 — \)f? € A; und es gilt

REMF + 1= Nf2) = AR +(1 = N REfZ > 0.
~—— ~——

>0 >0

Also gilt Aft + (1 — A\)f? € Agwr- Nehmen wir nun an, S € L£2(N; R%‘H) enthélt keine
nicht triviale risikofreie Trading Strategie und Ay, ist unbeschrinkt. Dann existiert eine Folge
(f™)m C Apwr mit f™ = (f", ..., fi}) und

M
REfm™ > 0, Zf[” =1, sowie [f™| — oo fiir m — oo.
1=0
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Insbesondere gilt ebenso fiir (Vi (f™))1 mit Komponenten (vew, (f™))] = Wo f™/Sg (vel. (3.2.3)),
dass

[(Vewr (f ™)1l = 00 fiir  m — oo,
sowie mit der Definition der Kapitalentwicklung und Lemma gilt
W1 (Ve (F™) = Wo + (S1 — S0)T - (0w (f™)1 = WoRT f™ >0 P-fs. (3.2.6)

fiir alle m € N. Mit Wy = W) Zf\io I = ST (vewe (f™))1 folgt, dass auch der risikoreiche Teil
der Trading Strategie in der Norm gegen unendlich divergiert, d.h.

| (Vgwr )1 (f™)]] = oo filr m — oo.
Weiter ist ml( m/ ||m1( f™)|| durch eins beschrinkt und damit existiert eine Teilfolge,
die wir wieder mit (f"),, bezeichnen, sodass

—

(Vtwr), (S)

WL, 7 2% e RMHFL fiir m — oo

[ (@twe) 1 (S

mit ||Z*]| = 1. Wegen Wy = Sg-(vtwr(fm))l = Sg(vtwr(fm))(l)—kggml(fm) folgt insbesondere

O fm _aT T N (fm QT =+
lm iU %Wﬂ =50 (Do U7 —SUSf = (3.2.7)
T o) (S TR0 [ (vewr) 1 (F7) 0
also gilt insgesamt
—%ﬂf ) — z* = (zf, (@)D)T e RM*L fiir m — o0
(vt )1 (S]]

und daraus folgt

STa* = S9uh + SLz* 0. (3.2.8)

Teilen wir nun Ungleichung (3.2.6) durch Hml( ™|l und nehmen den Grenzwert gegen un-
endlich folgt mit (3.2.8))

STa* >0 P-fs. (3.2.9)
Damit gilt jedoch
SY \T . T+ B29)
P (Sl—@So) o <0) E2Y psTyr < ) B2V
0

was einen Widerspruch zur Annahme, es existiere keine nicht triviale risikofreie Trading Strate-
gie, darstellt (vgl. Lemma [3.1.7). Also ist Aty beschrénkt. O

Dieses Setup ist verbunden mit dem Terminal Wealth Relative (TWR), welches wir in der
folgenden Definition thematisieren.
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Definition 3.2.4 (Terminal Wealth Relative, vgl. Vince [15]). Sei Ay wie in (3.2.4). Fiir
f € Atwr und a,b € Nmit 1 < a < b < N definieren wir

b
b L T p Lemma B2 )x%(vtwr(f)) 0
TWRa(f) T H Rnf - Wa—l(vtwr(f)) € E (R>0)'

Dann ist der Terminal Wealth Relative (TWR) definiert durch

n=a

N
TWR() = TWRY (1) = [[ REf = 220D ¢ o),
n=1

Mit diesen Einfithrungen koénnen wir analog zum Ein-Perioden-Finanzmarkt eine Nutzenfunk-
tion basierend auf dem log-TWR definieren.

E[In(TWR(f))], f € Apwr
—0Q, fi¢v4mm.

Mit der Charakterisierung des Terminal Wealth Relative und den Rechenregeln des natiirlichen
Logarithmus’ folgt fiir f € Agwr

umrwr ¢ RY T = [—00,00], f { (3.2.10)

unTwr(f) = E

N N
In < 11 REf)] => E[W(R]))]. (3.2.11)
n=1 n=1

3.2.1. Optimierung auf a posteriori zuldssigen Mengen

Im Allgemeinen wissen wir im Vorhinein nicht, inwiefern eine Aufteilung in der Praxis zuldssig
ist, d.h. wir kénnen die Menge Ay, nicht explizit angeben. Um das Optimierungsproblem et-
was genauer zu verstehen, mochten wir in einem ersten Ansatz dennoch die Funktion u,Twr
auf Agy, maximieren. Natiirlich kénnen wir diese Optimierung auch auf beliebigen nicht leeren,
konvexen Teilmengen B C dom(u,rwr) C Aty stattfinden lassen. Die Beweise verlaufen analog.

Brenner multipliziert in [2, Kapitel 5.2.2] die Funktion u,rwr mit 1/N. Die daraus resultieren-
de Funktion gibt dann nicht mehr den absoluten Ertrag, sondern den mittleren Ertrag nach N
Perioden wieder. Dies dndert natiirlich nichts am optimalen Portfolio bzgl. u;,Twgr. Halten wir
einige erste Figenschaften der Nutzenfunktion w,rwrg fest.

Korollar 3.2.5 (log-TWR Nutzenfunktion 1, vgl. Platen [12, Theorem 2.3.12]). Sei S € £L2(N; R )
ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. und der Quotient von aufeinander folgenden
Preisen R wie in gegeben. Angenommen, In(R) € LY(Q, Fy, P;R) gilt firn=1,...,N

und i =0, ..., M. Dann ist wy,rwgr proper konkav (vgl. Def. und Uy, Twr < 00.

Beweis. Zuerst stellen wir fest, dass fiir f* := (1,6T)T € Atwr

N 50 N0 59
unTwr(f*) = Zln (50n1> =1In H SO" =1In (ég) < 00

n=1"n—1

gilt, da (S, ..., S%) die risikofreie Anlage (siehe Def. des Mehr-Perioden-Finanzmarktes
widerspiegelt und S?V, SY damit fast sicher konstant sind. Damit ist f* € dom(u,Twgr) und
somit dom(urwr) # 0. Da In (R%) nach Annahme einen endlichen Erwartungswert hat, folgt
fiur f € Atwr

= T -
wrwn(F) EZ0 3" B[ (RED)] < 32 En([Rallo)] + N n (M + )] fll) < oo,
n=1 n=1
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wobei die Supremumsnorm || - ||« als das Maximum aller Komponenten des Vektors definiert ist.
Die Endlichkeit des rechten Summanden folgt, da || f||oc € R fiir f € RM*! beliebig. AuBerdem
ist uprwr(f) = —00 < oo fiir f ¢ Ay Also bleibt die Konkavitét zu zeigen. Diese folgt aus
der Konkavitdt des natiirlichen Logarithmus’ und der Linearitéit des Erwartungswertes. O

Um spéter im Optimierungsproblem Eindeutigkeit zu erhalten, benétigen wir eine Art ,,Stren-
ge“. Um diese zu erhalten, miissen wir noch eine weitere Voraussetzung fordern.

Korollar 3.2.6 (log-TWR Nutzenfunktion 2, vgl. Platen [12, Theorem 2.3.12]). Sei S € £2(N; RYH)
ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der Quotient von aufeinander folgenden Prei-

sen R wie in und Ay wie in gegeben. Angenommen, S enthdlt keine nicht triviale
risikofreie Trading Strategie (vgl. Def. . Dann ist uy,rwr eingeschrinkt auf Apyy streng
konkav und

Buyrwn, A (1) :=A{f € Aor | winrwr(f) = p} C dom(umrwr)
ist fiir alle p € R beschrinkt.

Beweis. Seien f, f' € Ay beliebig mit W (v (f)) = W(vgw:(f')) P-f.s. Dann gilt v;(\f) =

v;(\f’) nach Lemma . Per Definition von vgy, muss damit auch f = f/ gelten. Also existiert
fiir beliebige f, f' € Aty mit f # f’ mindestens ein ng € {1, ..., N} mit

P(RL f # RE ) > .

Mit dieser Erkenntnis erhalten wir fiir A € (0,1) mit der strengen Konkavitit des natiirlichen
Logarithmus’, dass

Pl (R, + (1= X)f) > Aln (RE,f) + (1= ) In (RE, 1) | >0
gilt. Daraus folgt
E[ln (RE(Af+ 1 =XNf))] > EAIn (RLf) + (1 — X In(RL, )]

Also erhalten wir strenge Konkavitit fiir mindestens einen Summanden von u,twgr. Da wir
in den restlichen Summanden einfache Konkavitdt anwenden kénnen, bekommen wir strenge
Konkavitét von up,rwr eingeschrankt auf Aygyy. Die Beschranktheit von By rwr, Awe (1) folgt
direkt aus Lemma da By, rwr, Awe (1) €ine Teilmenge von Ayy, ist. O

Die Growth Optimal Trading Strategie bezieht sich analog zum Growth Optimal Portfolio
darauf, die Nutzenfunktion zu maximieren. Leider kdonnen wir keine allgemeingiiltige Aussa-
ge dariiber treffen, ob u,Twr abgeschlossen ist. Diese Voraussetzung werden wir spéter je-
doch benétigen, da fiir die Existenz einer Losung - dhnlich zum Ein-Perioden-Finanzmarkt -
By, rwr, Awer Kompakt sein muss. Im Ein-Perioden-Finanzmarkt haben wir gesehen, dass diese
Eigenschaft erfiillt ist. Dies liegt mafligeblich daran, dass wir einen endlichen Ereignissraum be-
trachtet haben.

Platen verwendet daher in |12, Kapitel 3.1.5] den Abschluss von up,rwr als Nutzenfunktion.
Bevor wir uns schliefflich dem Optimierungsproblem widmen, betrachten wir u,rwr auf einem
endlichen Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung 3.2.7 (u,rwr auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum, vgl. Maier-Paape, Pla-
ten und Zhu [9, Bsp. 10]). Angenommen, der Wahrscheinlichkeitsraum ist endlich, d.h. Q :=
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{wi,...,wg } fiir ein festes K € N und pg := P({w}) > 0 fiir alle k = 1,..., K. Dann gilt fiir Ay,
aus Gleichung ((3.2.4)

Apr = {feA1 | RT(wp)f > 0 fiirn=1,..., N und k = 1K} £ 0.

Insbesondere ist R, (wy) € RM*1! ein fester Vektor fiir alle n = 1,..., N und k = 1,..., K. Weiter
gilt fiir f € Agyr und wnrwr aus Gleichung ((3.2.11))

N K
unrwr(f) = Y > prIn (R(wi)n f)-

n=1 k=1

Insbesondere erkennen wir, dass u,Twr in diesem Fall sogar stetig auf Ay, und damit abge-
schlossen ist. Weiter kénnen wir auf einem solchen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum feststellen,
dass die Domain von uj,rwr mit der Menge Ayy, ibereinstimmt, d.h. dom(u,rwr) = Agwr. Dies
liegt ebenfalls an der Endlichkeit von 2, denn fiir || = oo ist der Fall dom(uprwr) S Atwr
durchaus méoglich.

Im Allgemeinen ist der Wahrscheinlichkeitsraum jedoch nicht endlich und damit kann es sein,
dass u,Twr nicht abgeschlossen ist. Daher miissen wir dies im folgenden Theorem als Annahme
voraussetzen.

Theorem 3.2.8 (Growth Optimal Trading Strategie auf Ay, vgl. Platen |12, Korollar 3.1.15]).
Sei S € L2(N; ]R];/[OH) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der Quotient von auf-
einander folgenden Preisen R wie in und Apyr wie in (3.2.4]) gegeben. Angenommen,
In(R%) € LYQ, Fp, P;R) gilt firn=1,....N und i =0, ..., M, S enthilt keine nicht triviale ri-
sikofreie Trading Strategie (vgl. Def. und Wy, rwr eingeschrankt auf A, ist abgeschlossen.
Dann hat das Problem

max u
Jnax. mTwR(f)

eine eindeutige Losung f, .. € Awwr-

Beweis. Im Beweis von Korollar haben wir gesehen, dass fiir f* := (1,07)7 € Aw gilt

SO
,u* = ulnTWR(f*) =In < > < 00.

N

S0
Also ist die Menge By, i, A (4*) aus Korollar nicht leer. Nach Voraussetzung ist uj,Twr
abgeschlossen und nach Korollar [3.2.5] proper konkav auf Aty,. Dies impliziert Abgeschlossen-

heit von By, rwr, Awe (14°) (vgl. Theorem |A.1.4). Insbesondere folgt mit Korollar auch die
Beschranktheit und damit die Kompaktheit von B, (1*), d.h. existiert mindestens eine

Losung (vgl. Theorem |A.1.5).
Die Eindeutigkeit folgt, da uj,rwgr nach Korollar streng konkav auf Ay, ist und daher nur

ein Maximum enthalten kann. O

InTWR, Atwr

Im Ein-Perioden-Finanzmarkt hatten wir beim Growth Optimal Portfolio die unit initial cost
Nebenbedingung. Diese existiert analog auch im Optimierungsproblem der Growth Optimal
Trading Strategie, jedoch haben wir diese in der Menge Ay C A1 und nicht als extra Nebenbe-
dingung berticksichtigt. Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir in folgender Bemerkung den
Zusammenhang zwischen Growth Optimal Portfolio (vgl. Kapitel und der Growth Optimal
Trading Strategie festhalten.
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Bemerkung 3.2.9. Natiirlich kénnen wir das Mehr-Perioden-Finanzmarkt-Modell wie in Def.
B.1.2l auf ein Ein-Perioden-Finanzmarkt-Modell wie in Def. 2.1.1lreduzieren. Dazu sei die Anzahl
der Perioden N = 1. Dann erhalten wir mit Theorem [3.2.8 unter den dort vorausgesetzten
Annahmen eine eindeutige Losung f* € Aywr € RMF1 von

max E[ln (R{f)]

fe.Atwr

und wir stellen fest, dass & € RM+! mit x; := fr/S¢ fiir i = 0, ..., M die eindeutige Losung des
Growth Optimal Portfolio Problems (2.2.1)) ist. Um dies zu zeigen, rechnen wir erst die unit
initial cost Nebenbedingung nach. Es gilt

M - M
Sgn:ZSas—; => fr=1
i=0 0 =0

da f* € Agwr C Aj und damit eine zuléssige Aufteilung unseres Kapitals darstellt (vgl. (3.2.2)).
Weiter erhalten wir per Definition

E[ln(R{f*)] =E = FE[In (5] k)]

M 7
In ( § j 51 f-*)
St
i=0 ~0

und damit ist s tatsichlich das Growth Optimal Portfolio. Also sind diese Probleme dquivalent.
Insbesondere haben Theorem [2.2.3] und Theorem [3.2.8] dieselben Voraussetzungen, wenn wir in
Theorem [3.2.8| eine endliche Ereignissmenge wie im Ein-Perioden-Finanzmarkt annehmen, da in
diesem Fall nach Bemerkung [3.2.7] die Funktion uj,Twr abgeschlossen ist.

3.2.2. Optimierung auf a priori zuldssigen Mengen

Wie schon erwéihnt, wollen wir das Optimierungsproblem nicht mehr auf Ay, sondern einer
Teilmenge von 4; untersuchen. Allgemeine Aussagen dariiber finden sich in Brenner [2]. Wir
kénnen jedoch keine vollig beliebige Teilmenge nehmen, sondern benétigen folgende Vorausset-
zungen.

Annahme 3.2.10 (A priori zulédssige Menge). Sei A; wie in (3.2.2) und A C A; eine konvexe,
nicht leere und kompakte Teilmenge mit AT := AN ]Rjgo+1 # 0.

Wir beschriinken uns also a priori auf eine Menge an Aufteilungen und versuchen das Optimie-
rungsproblem auf dieser Menge zu l6sen. Dadurch machen wir einen grofien Schritt in Richtung
Praxis, da wir eine Menge A wie in Annahme explizit angeben und somit auch das a priori
Optimierungsproblem losen kénnen. Diese Menge A soll insbesondere Aufteilungen enthalten,
die nur auf steigende Kurse setzen, d.h. es existiert mindestens ein f € A mit f; > 0 fiir alle
i=0,..., M. Un das Konzept von a priori zuldssigen Mengen im Sinne der Annahme [3.:2.10] zu
verdeutlichen, betrachten wir das folgende Beispiel.

Beispiel 3.2.11 (A priori zulédssige Menge). Seien M € N und j € {1,..., M} gegeben. Dann
definiert

A= {feAlyszound —0.01gfiS0.0Sfﬁrizl,...,M};é@

eine a priori zuldssige Menge, wobei sich die Eigenschaften einer a priori zulidssigen Menge leicht
nachrechnen lassen. Die Voraussetzung f; = 0 bedeutet, dass wir unter keinen Umsténden in die
j-ten riskante Finanzanlage investieren mochten. Die zweite Voraussetzung f; < 0.03 bewirkt
eine gewisse Diversifizierung in unserem Portfolio, denn es darf nicht mehr als drei Prozent des
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Kapitals in eine einzelne riskante Finanzanlage investiert werden. Analog darf wegen —0.01 < f;
keine Short-Position auf eine solche Anlage mit mehr als einem Prozent unseres Kapitals gekauft
werden. Diese Beschrankungen fithren auflerdem dazu, dass fiir kleines M € N ein grofler Teil
des Kapitals in die risikofreie Anlage fy investiert werden.

In Korollar haben wir gesehen, dass w,rwr auf ganz RM*! ungleich +0o und proper
konkav ist. Schrinken wir w,rwr aus (3.2.10) auf A ein, schreiben wir wy,rwr4 : A — RU{—o00}
und erhalten die Domain

dom(utwria) = {f € A | tlrwr(f) > —oc} C A
(vgl. Def. A.1.1)). Daher miissen wir erneut untersuchen, inwiefern dom(ulnTWR‘ 1) # 0 gilt.

Korollar 3.2.12 (log-TWR Nutzenfunktion 3, vgl. Brenner [2, Prop. 5.1.2]). Sei S € £L2(N;RYH)
ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der Quotient von aufeinander folgenden
Preisen R wie in und A eine a priori zulissige Menge wie in Annahme ge-
geben. Angenommen, In(R%) € LY(Q, F,, P;R) gilt firn = 1,...N und i = 0,...,M. Dann
ist WTwria ¢ A — RU{—oc0} proper konkav (vgl. Def. , U TWRIA < 00 und At =
AQR%—H C dom(ulnTWRM).

Beweis. Die Konkavitidt und Endlichkeit folgen sofort aus Korollar Zeigen wir jetzt

!
A* C dom(unrwria) = {f € A | urwr(f) > —o0}.
Dazu stellen wir fest, dass fiir alle f € AT
RIf>0 P-fs.

gilt, da R¢ (w) > 0 fiir allen =1,...,N, i =0,..., M und w € Q sowie f; > 0 fiir alle i = 0,..., M
und f; > 0 fiir mindestens ein j € {0,...,M} wegen f € A; erfiillt sein muss. Damit gilt
insbesondere AT C Ay und fiir f € AT beliebig folgt

N N
unTwr(f) Y EW(RLf)] =Y E[In(RLf)] (3.2.12)
n=1 n=1

fiir alle ¢ = 0, ..., M. Wie schon zuvor gesehen, existiert ein i* = ¢*(f) € {0, ..., M} mit fi= > 0.
Fiir dieses ¢* folgt mit Gleichung (|3.2.12)

N N
uwrwr(f) > Y E[In(R} fi)] =Y E[In(RL)] + In(fir) > —oc.
n=1 n=1

Also haben wir A% C dom(u,Twr|a4) gezeigt und mit der Annahme (3.2.10] gilt
0 ?é AN R%+1 = At C dom(ulnTWR‘A)

und damit folgt die gesamte Behauptung. O

Weiter brauchen wir fiir das Optimierungsproblem die strenge Konkavitit von w,rwr|4 auf
dom(upTwr(4) C A und die Kompaktheit der Superniveaumenge. Letzteres werden wir aus
Oberhalbstetigkeit von up,Twr eingeschrinkt auf A folgern. Wir erinnern uns, dass wir im
Allgemeinen auf der Menge Ay, keine Abgeschlossenheit fiir uj,rwr erhalten haben und damit
nicht genau wussten, ob u,wg oberhalbstetig ist. Dies konnen wir jedoch auf A wie in Annahme

[3:2.10] zeigen.
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Korollar 3.2.13 (log-TWR Nutzenfunktion 4, vgl. Brenner [2, Prop. 5.1.1]). Sei S € £2(N; R
ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der Quotient von aufeinander folgenden Prei-
sen R wie in (3.2.1)) und A eine a priori zuldssige Menge wie in Annahme[3.2.10 gegeben. An-
genommen, (ln(R%))+ € LYQ, Fp, P;R) gilt firn =1,....,N undi =0, ..., M (vgl. Def.|A.2.4).
Dann ist wyrwria © A — RU{—o00o} oberhalbstetig (vgl. Def. .

Beweis. Um die Oberhalbstetigkeit zu zeigen, wollen wir Theorem [A-2.5] benutzen. Dazu miissen
wir die Voraussetzungen dieses Theorems nachweisen, insbesondere (A.2.1) und (A.2.2]). Dazu

definieren wir

N
> In(zy f), anf>0
n=1

—00, sonst

ulM RV s A 5 RU{—o0}, (X, f) =

)

mit X = (27, ..., :c%)T e RYVXMHD nd erkennen, dass uj,Twr = E(ul(ljlv) (R, )) gilt. Insbesonde-

>0
re ist ul(év ) auf Grund der Oberhalbstetigkeit des natiirlichen Logarithmus’ in beiden Argumenten

oberhalbstetig. Daraus folgt nach Theorem die Messbarkeit von ul(rjlv )(', f) fir alle f € A
(vgl. Def. |A.2.1)). Die Messbarkeit von

N
sup ul(n )(79)
lg—Flloo <6
ge

folgt, mit Theorem da A nach Annahme |3.2.10| abgeschlossen ist. Also haben wir (A.2.1))

nachgewiesen. Sei im Folgenden f € A beliebig aber fest. Dann miissen wir noch zeigen, dass
ein 0 = 0(f) > 0 existiert mit

|
E( sup ul(iv)(R,g)> < 00
llg—Flloo <5
geA

(vel. (A2.2)). Mit X = (2T, ...,2%)T € RY XM folgt fiir beliebiges § € Rxq

>0
N N M
N .
ap V(g < sp 3 (n(alg)) < sup Zln<2|x%gil>-
llg—Fflloo<d ‘|9*f||oo§‘5n:1 ‘|9*f||oo§5n:1 =0
geA geA geA

Die Summanden kénnen wir mit Hilfe der Supremumsnorm abschétzen und erhalten

N M N
sop 3o (Yletod) < sup S (4 +1)- ol Lol
1 =0

llg—Fflloo<é lg=Fflloo<s . —
geA n geA n=1

Weiter folgt mit den Rechenregeln des natiirlichen Logarithmus’ und der Voraussetzung z?, > 0
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fuirallen=1,..., Nund i =0,..., M

N
sup > In (M + 1) - |20 - [l9lloo)

lg—flloo<s . _
geA n=1

hE

< sup N-In((M+1)|gls) +

llg—Flloo <5 -
g€ "

I([[znlo0)

—_

> (it

1:=0

Mz

< sup N-In((M+1)-[lglle) +

lg=Flloo <6

g€ "

M:

N
<N (M + 1) (Ifllee +0) + 3

n=11

I
o

und nehmen wir auf beiden Seiten der gesamten Abschéitzung den Erwartungswert, so erhalten
wir zusammen mit der Voraussetzung (lm(Rfl))Jr € LYQ, Fp, P;RMH) fiir allen = 1,..., N und
i=0,...,.M

E( sup uM(R, g)) SN.ln((M—i—l)(HfHoo+5))+ZZE<(IH(%))+> c =
9*gé:>40<5 n=1 i=0

fiir 6 € Rso und f € A beliebig. Damit sind die Voraussetzungen von Theorem [A.2.5]erfiillt und
mit diesem folgt die Behauptung. O

Mit diesem Korollar wiirden wir die Existenz einer Losung erhalten. Fiir die Eindeutigkeit
hatten wir a posteriori gesehen, dass mit der Annahme, es existiere keine nicht triviale Trading
Strategie, die Injektivitdt der Kapitalentwicklung folgt und damit die strenge Konkavitdt von
U TWR- Da wir a priori nicht beweisen kénnen, inwiefern eine Trading Strategie risikofrei ist,
bendtigen wir eine weitere Annahme. Die Annahme, es existiere keine nicht triviale risikofreie
Trading Strategie, wére jedoch dquivalent moglich.

Annahme 3.2.14 (Injektivitédt). Sei N, M € N, der Quotient von aufeinander folgenden Preisen
R wie in (3.2.1)), Atwr wie in (3.2.4) und eine Teilmenge A C A; gegeben. Dann existiere fiir
alle f1, fo € AN Agwr €in ng € {1, ..., N}, sodass die Implikation

R fi=RL fo Pfs. = fi=f
erfiillt ist.

Theorem 3.2.15 (Growth Optimal Trading Strategie auf a priori zuldssigen Mengen, vgl.
Brenner [2, Korollar 5.1.5]). Sei S € £2(N; R ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def.
der Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in und A eine a priori
zulissige Menge wie in Annahme gegeben. Angenommen, In(R%) € LY(Q, Fp, P;R) gilt
firn=1,....,N und i =0, ..., M, sowiec Annahme ist erfillt. Dann hat das Problem

max u
max mtwr(f)

e A.

eine eindeutige Losung f) ..

Beweis. Sei A eine Menge wie in Annahme [3.2.10} Beachte, dass der Positivteil von In(RY) (vgl.
Def. [A.2.4) auf Grund von E[In(R%)] € R ebenfalls einen endlichen Erwartungswert besitzt.
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Dann ist wegen der Beschriinktheit von .4 und der Oberhalbstetigkeit von w,wgr auf A (vgl.

Korollar |3.2.13)) die Menge
BulnTWR7 A(M) = {f cA ’ untwr(f) > ,U} cA

fiir alle 4 € R kompakt (vgl. Theorem . AuBerdem ist nach Korollar die Domain
von upwr nicht leer, d.h. es existiert mindestens ein p* € R, sodass By, rwr, A(1°) # 0 gilt.
Damit erhalten wir die Existenz einer Losung (vgl. Theorem .

Weiter erhalten wir zusammen mit der Annahme(3.2.14Jund Korollar[3.2.6|die strenge Konkavitét
von uyrwr auf dom(uyrwria) C AN Apwr, da diese Annahme die benétigte Injektivitéit der
Kapitalentwicklung im Beweis von Korollar ersetzt (vgl. Brenner |2, Prop. 5.1.4]), womit
wir die Eindeutigkeit dieser Losung erhalten. O

3.3. Maximum log-TWR Optimierungsproblem mit DrawDown

In diesem Abschnitt mochten wir dhnlich zu Kapitel eine weitere Nebenbedingung mit Hilfe
einer geeigneten Risikofunktion einfiigen. Anders als im Ein-Perioden-Finanzmarkt haben wir
hier die Mdoglichkeit, die Kapitalentwicklung in die Risikofunktion einzubinden. Dazu definieren
wir uns den DrawDown-Prozess, welcher uns angibt, wie viel Verlust wir seit dem Ho6chststand
unserer Kapitalentwicklung der ersten n Perioden bis zur n-ten Periode gemacht haben (vgl.
Platen [12]).

Definition 3.3.1 (Absoluter/relativer DrawDown-Prozess, vgl. Platen [12, Def. 3.1.1]). Sei
S € EQ(N;]R%H) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. m und W := Wy )o<n<n €
L2(N) eine Kapitalentwicklung (siehe Def. [3.1.4). Der absolute DrawDown-Prozess Daps =
((Dabs)1y -+, (Dabs)n) ist definiert durch

(Dabs)n(w) = O%ll”agxn{we} -W, >0
fir n = 1,..., N. Dann ist der relative DrawDown-Prozess Dye) = ((Drel)1s ---, (Drel) ) fiir eine
echt positive Kapitalentwicklung, d.h. eine Kapitalentwicklung mit zuléssiger Trading Strategie

(siehe Def. [3.1.5)), definiert durch

(Dabs)n(w) W, . W
(Dre)W) i=———~=1— —————=1— min { —
o%?gxn{we} o??gxn{we} Oééﬁn{ W }
firn=1,...,N.

In Abbildung ist eine beispielhafte Kapitalentwicklung {iber 10 Perioden abgebildet. Der
rote Pfeil zeigt uns den momentanen DrawDown und die absolute Lénge gibt uns (D,ps )9, also ge-
nau die Differenz zwischen dem Hochststand unseres Vermogens und dem jetzigen Endzeitpunkt.

Mit D,ps und D, haben wir zwei stochastische Prozesse und keine Risikofunktion gegeben. Wir
konnen diese Prozesse jedoch nutzen, um eine Risikofunktion zu definieren. Dazu gibt es ver-
schiedene Ansétze, beispielsweise untersuchten Chekhlov, Uryasev und Zabarankin in [3] und [4]
den absoluten DrawDown fiir einfache Trading Strategien auf einem endlichen Wahrscheinlich-
keitsraum. Die Risikofunktion, die sie definierten, heifit Conditional DrawDown at Risk (CDaR)
und kann als bedingter Value at Risk fiir den absoluten DrawDown Prozess verstanden werden.

In [10] untersuchen Maier-Paape und Zhu den Erwartungswert des natiirlichen Logarithmus’
des relativen DrawDowns zum Zeitschritt IV auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Die-
se Risikofunktion wird Current DrawDown genannt. Ahnlich zu Platen [12] wollen wir diese Idee
nutzen und eine Risikofunktion auf unserem Mehr-Perioden-Finanzmarkt definieren.
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Abbildung 3.1.: Eine beispielhafte Kapitalentwicklung iiber 9 Perioden mit DrawDown

Definition 3.3.2 (Multi-Path-Expected-Log-DrawDown, vgl. Maier-Paape, Platen und Zhu [9,
Def. 10]). Sei S € L2(N; R%H) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. Dann ist der
Multi-Path-Expected-Log-DrawDown fiir vy, (siehe (3.2.3])) definiert durch

E[-1n (1= (Dea) y W (oua(1))]. 1 € A

Tdraw-down - RM—H —RU {+OO}, f = { )
oo, f ¢ Atwr

wobel Agyy durch (3.2.4) gegeben ist.

Diesen werden wir im Folgenden mit DrawDown bezeichnen. Durch Einsetzen der Definition
von D fiir f € Agwy in die obige Darstellung erhalten wir

Cdraw-down (f) = E[— ln( min {WN })} = E[— In (min{l, min {TWRéV(f)}})}

0<e<N U W,y 1<I<N

Ziehen wir das Minimum aus dem In heraus, erhalten wir auf Grund der Monotonie und des
negativen Vorzeichens

E{f In (min{l, 1£ISHN{TWRéV(f)}}>} = E{max{o, 11&2}};\[{— In (TWRéV(f))}H

Durch Umschreiben des TWR’s mit Hilfe von R wie in Definition [3.2.4] erhalten wir insgesamt

FE
1<U<N | =y

oo, f ¢ Atwr

tdraw—down(f) =

maX{O, max {% —In (Rff)}}], I & Avr (3.3.1)

3.3.1. Optimierung auf a posteriori zulassigen Mengen

Wie im vorherigen Abschnitt wollen wir auch hier das Optimierungsproblem auf a posteriori
und a priori zuléssigen Mengen getrennt untersuchen. Im folgenden Korollar halten wir einige
Eigenschaften und einen Zusammenhang von uj,rwgr und tgraw-down f€st.

Korollar 3.3.3 (Expected Log DrawDown Risikofunktion 1, vgl. Platen |12, Theorem 3.1.7
und Korollar 3.1.9]). Sei S € L2(N ;R%H) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def.
und der Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in gegeben. Angenommen,
In(RY) € LYQ, F,, P;R) gilt fir n = 1,..,N und i = 0,..., M. Dann ist tgrgw-down PTOPET
kom)ea:, Cdraw-down = 0 und dom(tdmw—down) = dom(ulnTWR) - Atwr~
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Beweis. In Gleichung erkennen wir sofort, dass tgraw-down = 0 in Ay gilt und natiirlich
gilt taraw-down(f) = 0o > 0 fiir alle f ¢ Agyy. Auf Grund der Konkavitit des natiirlichen
Logarithmus’ ist f + —In(RZ f) konvex, und da das Maximum konvexer Funktionen wieder
konvex ist, folgt die Konvexitéit von tgraw-down. S€i nun f* := (1,6T)T € Agwr. Mit analogen
Rechnungen zum Beweis von Korollar gilt

_zln (RT %) z@l (Sgi)__l (Sif’vl)

fiir alle ¢ =1, ..., N. Da S% = (5§, S}, ..., S%) risikofrei ist (siehe Def.[3.1.1)), gilt SO > S9_, P-f.s.
fiir alle n = 1, ..., N und damit ist S?V/Sg_l > 1P-fs. fiiralle £ =1, ..., N. Dies impliziert jedoch

—1n(;;_1> <0 P-fs.

fiir alle £ = 1,..., N und damit gilt tgraw-down(f*) = 0, also ist dom(tgraw-down) 7# 0. Es bleibt
dom (tgraw-down) = dom(uprwr) zu zeigen. Dazu reicht es

0 S ulnTWR(f) + tch"aw-down(f) < 0
fiir alle f € Agwr nachzuweisen. Dann gilt u,rwr(f) € R genau dann, wenn tgraw-down(f) € R.

Fiir f € Agyr folgt

ulnTWR(f ) + tdmw—dovvn(f ) =

E iln(ngf)max{o max{ Zln (RLf) }}]

n=1

maX{O 1@%{Zln (RLf) }}]

Sei ¢ € {1,..., N} beliebig. Dann liefert die Annahme In(R%) € £1(, F,,, P;R) die Abschitzung

=F

iE[ln (R71)] < iE[ln (M + DI[Ruol| )]

n=1

14

=3 B[ In (M + 1) lle) +1n (IR )]

n=1

l
< (M 41D flloo) + D E[I([Ralloo)] < o0,
n=1

und da ¢ € {1,..., N} beliebig gewéhlt wurde, gilt dies insbesondere fiir das Maximum iiber alle
£ und damit folgt die Behauptung. O

Platen hat auerdem in [12, Theorem 3.1.7 (a)] gezeigt, dass tgraw-down unter der zusitzlichen
Bedingung Sg = 5’2_1 fiir alle n = 1,..., N streng konvex auf dom(tgraw-down) ist. Dies werden
wir in Korollar noch einmal thematisieren. Weiter wissen wir - dhnlich zu w,Twg - nicht,
0b tdraw-down im Allgemeinen immer abgeschlossen ist. Daher miissen wir dies als Voraussetzung
im néchsten Theorem annehmen.

Theorem 3.3.4 (Maximum log-TWR mit Expected log DrawDown auf Ay, vgl. Platen [12,
Korollar 3.1.14]). Sei S € £2(N;RA>/‘,0+1) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. @, der
Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in und Agpyr wie in @ gegeben.
Angenommen, In(R%) € LY(Q, F,, P;R) gilt firn=1,..,.N, i =0,.... M und S enthilt keine
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nicht triviale risikofreie Trading Strategie (vgl. Def. . Ferner seien uprwr und €graw-down
eingeschrankt auf Ag, abgeschlossen. Dann hat das Problem

max uznTWR(f)
cAtwr

s.t tdmw—down(f) <r
fir alle r > 0 eine eindeutige Losung f,.. € Awwr-

Beweis. In den Beweisen zu Korollar und Korollar [3:3-3 haben wir schon gesehen, dass fiir
= (1,007 € Apr
SO
ulnTWR(f*) =In (%) = M* < oo und tdraw-down(f*) =0
0
gilt. Da uprwr und tgraw-down €ingeschrinkt auf Ay nach Annahme abgeschlossen und nach
Korollar proper konkav bzw. nach Korollar [3.3.3] proper konvex sind, ist die Teilmenge

{f € Atwr | tdraw-down(f) <7, tnrwr(f) > '} C Buyyrwr, At (1) (3.3.2)

fiir alle > 0 abgeschlossen (vgl. Theorem und nicht leer, da f* ein Element dieser
Menge ist. Weiter wissen wir, dass By, rwr, Aw: (#*) nach Korollar beschrénkt ist. Aus
der Teilmengenbeziehung folgt die Beschrénktheit der Menge in d damit ist sie kom-
pakt. Also muss mindestens eine Losung des Problems existieren (vgl. Theorem und die
Eindeutigkeit folgt wieder mit der strengen Konkavitédt von up,rwr auf Agwe (siehe Korollar
3.2.0)). O

3.3.2. Optimierung auf a priori zulassigen Mengen

Betrachten wir jetzt wieder die Optimierung auf a priori zuléssigen Mengen im Sinne von An-
nahme [3.2.10 Wie zuvor beginnen wir mit einer Analyse des DrawDowns.

Korollar 3.3.5 (Expected log DrawDown Risikofunktion 2, vgl. Brenner |2, Prop. 5.1.7 und
Prop. 5.1.8]). Sei S € EQ(N;R%H) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der
Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in und A eine a priori zuldssige Menge
wie in Annahme gegeben. Angenommen, In(RL) € LY(Q, F,, P;R) gilt firn =1,..,N
und i = 0,..., M. Dann ist Cdraw-down| A A — RU{oo} proper konvex und unterhalbstetig (vgl.
Def. . Des Weiteren gilt ¢ graw-downja > 0, und AT = AN R%‘H C dom(¥ draw-down|.A)-

Beweis. Die Konvexitdt und Nicht-Negativitét folgt mit Korollar Die Unterhalbstetigkeit
wollen wir dhnlich wie in Korollar [3.2.13] mit Hilfe des Theorems zeigen. Dazu definieren
wir

tl(rjl\f) . RNX(MJrl)

tRYg x A — RU {400},

N
— T T
(X, f) max{o’l%%gg ln(wnf)}, el f >0

—+o0, sonst

i

Nx(M+1) und erkennen, dass tdraw-down| A = E(t(N) (R, )) gilt. Insbe-

In

mit X = (z7,...,2%)T e RY,
sondere ist tl(flv ) auf Grund der Unterhalbstetigkeit von — In in beiden Argumenten unterhalbs-

tetig. Daraus folgt nach Theorem die Messbarkeit von tl(rjlv )(-, f) fiir alle f € A (vgl. Def.
A.2.1)). Fiir 6 > 0 folgt die Messbarkeit von

. N

inf ¢V

lg=Fflloo <6
geA

('79)
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mit Theoremm7 da A nach Annahme [3.2.10[abgeschlossen ist. Wegen tl(rjlv ) > 0 gilt auflerdem
fiir alle f € A

E( inf tl(r]lv)(R,g)> >0>—00
lg—flloo <5
geA

und damit sind die Voraussetzungen von Theorem erfiillt. Es folgt die Unterhalbstetigkeit
VOn Tdraw-down|A- Als nichstes wollen wir zeigen, dass die Domain nicht leer ist. Dazu beweisen
wir

!
AT = AN ngo“ C dom(tdraw-down|4) = {f € A | taraw-down (f) < 00} C A.

In Beweis von Korollar [3.2.12 haben wir bereits gesehen, dass A™ C dom(unTwr4) gilt. Also

muss dies insbesondere fiir jeden einzelnen Summanden von UInTWR|A gelten. Verwenden wir
dies, erhalten wir fiir f € A

dom (tdraw-down|.4) = d0m<max{0’ 1?}25\[{_ nﬁ;E(ln (Ra )> } })
_ 6 dom<E(ln (RZ')» o AT

Da A™ # () nach Annahme [3.2.10| gilt, folgt dom(tdraw-down|.4) 7 ¥ und dies beendet den Beweis.
L]

Damit bekommen wir alle Voraussetzungen, die wir fiir das Optimierungsproblem mit Draw-
Down Nebenbedingung benotigen.

Theorem 3.3.6 (Maximum log-TWR mit Expected log DrawDown auf a priori zuléssigen Men-
gen, vgl. Brenner [2, Korollar 5.2.10]). Sei S € L2(N;RY) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt
wie in Def. der Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in und A eine a
priori zuldssige Menge wie in Annahme gegeben. Angenommen, In(RY) € LY(Q, Fy, P;R)
gilt firn =1,..,N undi =0, ..., M, sowie Annahme[3.2.1]] ist erfiillt. Dann existiert ein r* > 0,
sodass das Problem

max winrwr(f)
s.t tdmw—down(f) <r
€ A besitzt. Ist die risikofreie Anlage f* := (1,07)T

fiir alle r > r* eine eindeutige Losung [, ..

in A enthalten, d.h. f* € A, so gilt r* = 0.

Beweis. Sei A eine Menge wie in Annahme [3.2.10] Wegen der Beschrinktheit von A, der Ober-
halbstetigkeit von UInTWR |.A (siehe Korollar|3.2.13)) und der Unterhalbstetigkeit von Cdraw-down|.A
(sieche Korollar [3.3.5|) ist die Menge

BulnTWR7 Ydraw-down A(M? T’) = {f €A ’ Cdraw-down < T, UInTWR > :u} cA

fir alle » > 0 und g € R kompakt (vgl. Theorem |A.1.4). Aus Korollar erhalten wir
AT C dom(tdraw-down|.4) und mit Korollar [3.2.12] gilt AT C dom(uyTwr|4)- Mit Hilfe der
Annahme [3.2.10] folgt

0 # ANRYH = AT C dom(uwrwria) N dom (taraw-down|.4)-
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Daher existieren p* € R und 7* > 0 mit By, rwis tarewdown, AW 7*) # 0 und damit folgt die
Existenz einer Losung fiir » > r* (vgl. Theorem |A.1.5). Weiter gilt tgraw-down(f™) = 0 fiir die
risikofreie Anlage f* := (1,6T)T (vgl. Korollar [3.3.3)), und falls zusitzlich f* € A gilt, folgt
auBerdem f* € A*. Dies impliziert die Existenz einer Losung fiir r > 0.

Die Eindeutigkeit erhalten wir analog zum Beweis von Theorem wegen der strengen
Konkavitit von ulnTWR| A- ]

Wir beenden das Kapitel mit einer weiteren Eigenschaft des DrawDowns, die wir in den
folgenden Kapiteln noch einmal benotigen werden. Ahnlich zu der strengen Konkavitit von
unTwr bekommen wir die strenge Konvexitiat des DrawDowns nicht ohne eine weitere Annahme.
Dazu modifizieren wir die Annahme [3.2.14]

Annahme 3.3.7 (Risikofreie Anlage und Injektivitét fiir Periode n). Fiir N,M € N, den
Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in (3.2.1]), sowie einer Menge A C A; gelte
fiir die Periode 7 € {1, ..., N} und die risikofreie Anlage f* := (1,07)7 € RM+1

(i) Fiir f € A gilt

RTf>1 Pfs. <« f=f"

(ii) Fiir f,9 € Awwr (vel. (3.2.4)) gilt
PREf=RlIg|REf<1)=1 = f=g

Annahmem (i) garantiert, dass die risikofreie Anlage (vgl. Def. die einzige Aufteilung
in A C A ist, welches in Periode 7 sicher einen Gewinn erzielt. Aus Annahme [3.3.7] (ii) erhalten
wir fiir alle Aufteilungen neben der risikofreien Anlage die Injektivitdt der Funktion f +— Rg f-
Weiter erkennen wir, dass Annahme [3.3.7] (i) die Annahme impliziert (vgl. Brenner [2,
Bem. 5.1.10]).

Korollar 3.3.8 (Strenge Konvexitit des Expected log DrawDowns, vgl. Platen [12, Theorem
3.1.7) und Brenner [2, Prop. 5.1.11]). Sei S € L2(N;RY) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie
in Def. der Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in und A eine a
priori zuldssige Menge wie in Annahme gegeben. Angenommen, In(RY) € LY(Q, Fy, P;R)
gilt firm=1,...,.N,i=0,....M.

(a) Enthdlt S keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie (vgl. Def. und es gilt

SO = S?V_l, danmn ist € grguw-down unter der Annahme (i) fir n = N eingeschrinkt auf
Ay streng konvex.

(b) Sei die Annahme fir n = N erfillt. Dann ist € graw-down 0uf A streng proper konvex
(siehe Def. , d.h. streng konvez auf

dom(tdmw-down\A) = {f eA ‘ tdmw-down(f) < OO} C A

Beweis. Zuerst beweisen wir Teil (a). Sei dazu fi, fo € Awwr C A1 mit f1 # fo und A € (0,1)
beliebig. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir f; # f* = (1,6T)T € RM+1 an,
denn sonst kénnen wir f; und fo tauschen, da diese nach Voraussetzung unterschiedlich sein
miissen. Weiter definieren wir fy := Af; + (1 — \) f2. Da die Nullfunktion nicht streng konvex
ist, miissen wir zwischen zwei Féllen unterscheiden:

Erster Fall: tq,aw-down(f)) = 0. Fiir diesen Fall ben6tigen wir Annahme (i). Denn zusam-
men mit der Voraussetzung f; # f* gilt

P(R%,ﬁ < 1) >0
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und dies impliziert P( —In(RLf1) > O) > 0, woraus wir

N
P —In (RY 3.
<1r§n£a£§\7 n (R, f1) > 0) >0 (3.3.3)

n={
folgern kénnen. Zusammen mit der Nicht-Negativitdt von tgraw-down (vgl. Korollar [3.3.3)) folgt

(13.3.3)
)\tdraw—down(fl) + (1 - )\)tdraw—down (f2) > Atdraw—down (fl) > 0= CTdraw-down (f)\)

Also erhalten wir die strenge Konvexitét fiir den Fall tqraw-down (f2) = 0.

Zweiter Fall: vty aw_down(f)) > 0. Weil die beiden Aufteilungen f; und f; insbesondere Elemente
von A; (vgl. ) sind, gilt insbesondere .]?1 #* fg Wegen S% = S, gilt weiter R = 1 und
mit Lemma folgt fiir n mit n; := (f — f3)/S%_; fiir i =0, ..., M mit 7 # 0

0< P((SN —Sn-1)'n < 0> = P<R1Tv(f1 — f2) < i(ff - f§)> = P(ﬁ&(fl - f2) < 0)
=0

=1-1

und damit erhalten wir
P(REA £ RE D) = P(RE(f1 — ) <0) > 0.

Mit Hilfe der strengen Konvexitéit von — In erhalten wir strenge Konvexitédt im letzten Summan-
den von tgraw-down, und da dieser Summand in diesem Fall immer Teil des Maximums ist, folgt
mit (3.3.1) und der strengen Monotonie, sowie der Linearitit des Erwartungswertes

N

T
L (an]

n=

tdraw—down(f)\) =F

N

. ()\( —In (RTA)) + (1= N ~In (RM)))]

n=~{
N N
(1@%\[%_ln (R2f1)> <11§rlea%>§vnze—ln (R£f2)>]

< )\tdraw—down (fl) + (1 - A)tdraw—down(fZ)

und damit die strenge Konvexitdt. Um Teil (b) zu beweisen, miissen wir dieselbe Fallunterschei-
dung wie in Teil (a) betrachten. Sei dazu fi, fo € dom(tdraw_down‘ 4) C Agyr mit f1 # fo und
A € (0,1) beliebig. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit nehmen wir f; # f* an und definie-
ren fy := Af; + (1 — A\) fo. Da der erste Fall vollig analog verlduft, nehmen wir im Folgenden
Cdraw-down (/1) > 0 an. Dann gilt

<FE

= \E +(1-NE

N
(1) B B| max —ln(RZfA)] (3.3.4)

Tdraw-down 1SN

n=~{

max{O, 1<¥2%{_1{NZ—1 —In (R ) }}

n=>~{

- F +E[—1n(727]\}fA)]

Der erste Teil entspricht dem DrawDown auf N — 1 Perioden und ist auf Grund der Konvexitét
von — In konvex. Weiter gilt f; # f* und aus Annahme W (i) folgt RE f1 < 1. Dann gilt mit
Annahme [3.3.7] (i) fir n = N

P(RYfi # Rif2) > 0.
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Mit dieser Erkenntnis erhalten wir mit der strengen Konvexitit von — In, dass
P[— In (RE£2) < A(=In (REA)) + (1= A~ (R]TVfQ))} >0
gilt. Daraus folgt
B[ -In(RE )] < E[A( ~In (RLA)) + (1= N)( - (Rﬁfz))]

und damit ist f — F [ —In(RL f )] streng konvex. Insgesamt erhalten wir mit Gleichung ((3.3.4)

N-1
Cdraw-down (fA) = F maX{O, 151%%\)7{—1{ Z —In (Rz:f,\)) }} + E{ —1In (Rf,f,\)}

.
< AE max{(), 1§r615\)/(—1{ nzze —In (R} f1)) }} + )\E{ —In (Rq&fl)}
N-1
+(1-NE max{O, 1;%%\)[(1{ nZ:[ —In (R} f2)) } }]
+(1- )\)E[ ~In (R}Qh)}
N N
= \E max 3 ~In(RYA)| +(1-NE max, 3 —In (Rgfg)]
B33) " "
Atdraw-down (1) + (1 — A)tdraw-down (f2)-
Also haben wir auch in Teil (b) die strenge Konvexitit gezeigt. O

Bemerkung 3.3.9 (Neuer Bezugspunkt fiir den DrawDown). Sei der Quotient von aufeinander
folgenden Preisen R wie in gegeben. Der Expected Log DrawDown (vgl. Def. und
(3.3.1])) wird vereinfacht gesagt groBer, wenn sich das Skalarprodukt R f von eins in Richtung
null wegbewegt. Also wird in der Interpretation das Risiko grofler, sobald wir einen Verlust un-
seres Kapitals erleben.

Der Bezugspunkt des Status quo ist jedoch etwas fragwiirdig, da wir genauso gut unser Ka-
pital in die risikofreie Anlage hétten investieren kénnen und damit unter Umstédnden einen
Ertrag hétten erwirtschaften konnen. Daher ist es sinnvoll einen neuen Bezugspunkt zu setzen.
Fiir f* = (1,07)7 definieren wir

E

N
_ Ry f
maX{O, 1?&%{%@ In (R{f*) }}] ;€ A '

oo, f ¢ »Atwr

Edraw—down(f ) =

Wenn wir uns nun von dem neuen Bezugspunkt RL f* = RY in Richtung null entfernen, wird
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das Risiko grofler. Weiter gilt fiir f € Agwr

- N T
Edraw—down [R] (f) =F max{O, 11&3}3\[{2 —1In <77§;j];> }}]
L - - n=>~¢ n
i, N 'R,Z
= oo (S (31) )
- N i
=F maX{O, lrgnéézv{nz:z —1In (R::f) } }]
= Udraw-down [’ﬁ'] (f )?

wobei R := (ﬁn)lgng\; durch

~ 1 p2 M
R = <1,Rn,Rn,...,&)
Ry R R)

definiert ist. Also entspricht diese Anderung des Bezugspunktes lediglich einer leichten Anderung
von R. Damit wir die Eigenschaften von tg;aw-down auf Tdraw-down ubertragen kénnen, miissen
wir lediglich die Voraussetzungen {iberpriifen und die eine oft verwendete Voraussetzung, die
wir an den Quotienten von aufeinander folgenden Preisen in diesem Kapitel gesetzt haben, ist
In(R%) € LY(Q, Fy, P;R) fiir n = 1,..., N, i = 0,..., M. Aus dieser Voraussetzung folgt jedoch
sofort

In(R}) =In <§g> =In(R}) —In(R)) € LD, Fy, P;R)
eLt €R

firn=1,...,N,i=0,..., M. Wir kénnen sogar noch einen Schritt weiter gehen und die Annahme
durch die folgende Annahme abschwichen.

Annahme 3.3.10 (Risikofreie Anlage und Injektivitéit fiir Periode n; Alternative fiir neuen Be-
zugspunkt). Fiir N, M € N, den Quotient von aufeinander folgenden Preisen R wie in ,
sowie einer Menge A C A; gelte fiir die Periode n € {1,..., N} und die risikofreie Anlage
= (1,00)T e RMA+L,

(I) Fiir f € A gilt

RTf>RIf* Phs. < f=f*

(I) Fiir f,g € Awwe (vgl. (3.2.4)) gilt
P(RLf=Rig | Rif <Rif)=1 = f=g

Da hier lediglich vorausgesetzt wird, dass keine Aufteilung neben der risikofreien Anlage exis-
tiert, welche in Periode n einen so hohen Ertrag wie die risikofreie Anlage erzielt, orientiert
sich Voraussetzungen (I) viel stidrker an der Praxis als Punkt (i) von Annahme m Dartiiber
hinaus erkennen wir, dass Tqraw-down Unter der Annahme fiir n=N streng konvex ist, da

aus Annahme |3.3.10| fiir Ry die Annahme fiir Ry folgt.
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4. Konstruktion und Analyse einer neuen log
Risikofunktion

In Kapitel 3| haben wir uns mit der Nutzenfunktion uj,rwr (siehe ) und der Risikofunkti-
On tdraw-down (Siehe Def. beschéiftigt. Dabei gibt uns u,rwgr den natiirlichen Logarithmus
des zu erwartenden Kapitals nach NV € N Perioden. Dartiber hinaus erhalten wir durch tqraw-down
den natiirlichen Logarithmus des verlorenen Kapitals seit dem hoéchsten Stand.

Analog dazu wollen wir dieses Kapitel nutzen, um noch eine weitere Risikofunktion zu definieren
und ein neues Optimierungsproblem zu 16sen. In Abbildung sind die Funktionen, um die es
gehen soll, grafisch dargestellt. In blau erkennen wir den w,Twr, welcher ein Indikator fiir den
Nutzen eines Portfolios darstellt, in rot den schon bekannten DrawDown, sowie den RunDown,
welche wir als Indikatoren fiir das Risiko eines Portfolios nutzen méchten. Im Folgenden werden
wir den RunDown definieren und analysieren.

Ziel dieses Kapitels soll es sein, fir A € [0,1], 7 > 0 und A, wie in (3.2.4) die eindeutige

Existenz einer Losung des a posteriori Optimierungsproblems

mn 4.0.1
Jnax mTwR(f) (4.0.1)

s.t. t)\(f) =A- trun—down(f) + (1 - )\) : tdraw-down(f) < T,

sowie die eindeutige Existenz einer Losung des a priori Optimierungsproblems, in dem die Op-
timierung auf einer Menge A wie in Annahme [3.2.10] stattfindet, zu zeigen.

In den vorherigen Kapiteln haben wir vermutet, dass eine alleinige Maximierung von w,rwg €in
hohes Risiko mit sich bringt, da dadurch das schnellstmoégliche Wachstum des Kapitals erreicht
werden soll. Mit der DrawDown-Nebenbedingung haben wir versucht dieses Risiko zu begrenzen.
Betrachten wir noch einmal Abbildung und das Optimierungsproblem . Verwenden
wir eine geschickte Konvexkombination der Risikofunktionen RunDown und DrawDown, dann

0.1
0.08 DrawDown
0.06
0.04
o INTWR
E 0.02
=
0
-0.02 RunDown
-0.04
-0.06
0 2 4 6 8 10 12 14

Perioden

Abbildung 4.1.: Eine beispielhafte In Kapitalentwicklung iiber 13 Perioden

47



liegt es nahe, dass eine Beschrankung dieser Risikofunktionen vermutlich neben einem gerin-
gerem DrawDown und RunDown auch die Standardabweichung verringern wiirde. Dies werden
wir in Kapitel untersuchen.

4.1. Expected log RunDown Risikofunktion

Die RunDown Risikofunktion hat die gleiche Bewegungsrichtung wie der DrawDown. Jedoch
erhalten wir aus dem DrawDown die Differenz zwischen dem Hochststand unseres Kapitals bis
zur letzten Periode N € N und aus dem RunDown die Differenz zwischen dem Beginn unserer
Kapitalentwicklung zum Tiefpunkt unseres Kapitals.

Definition 4.1.1 (Expected log RunDown Risikofunktion). Sei M, N € N, S € EQ(N;R%H)
ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. TWR der Terminal Wealth Relative aus Def.
3.2.4 und Ay wie in (3.2.4) gegeben. Dann ist der RunDown definiert durch

E[ — min {0, 1I<I%i<HN11’1 (TWR{(f))})] . f € Agar
0, f ¢ AtWI‘

Yrun-down * RM+ [—OO, OO], f—

Verwenden wir die Definition des Terminal Wealth Relative’s, so erhalten wir fiir f € Aty
die alternative Darstellung

¢ ¢
trun-down(f) = B [ ~ min {0, 1;%;%; In (R f) }] = E [max {0, max ~In (RTf) }]
(4.1.1)

und auf Grund der Ahnlichkeit von RunDown und DrawDown kiénnen wir im Folgenden auf
einige Resultate aus Kapitel [3.3] zuriickgreifen. In einem ersten Ansatz wollen wir einige erste
Eigenschaften vor allem auf a posteriori zuldssigen Mengen festhalten.

Korollar 4.1.2 (Expected log RunDown Risikofunktion auf a posteriori zuldssigen Mengen).
Sei S € .CQ(N;]R%H) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. E der Quotient von
aufeinander folgenden Preisen R wie in und Ay wie in @ gegeben. Angenommen,
In(RE) € LYQ, Fp, P;R) gilt firn=1,....N undi = 0,..., M. Dann ist trun-down proper konvez,
dOm(trun—down) = dom(ulnTWR) und Crun-down = 0.

Enthdlt S dariber hinaus keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie (vgl. Def. und
es gilt S? = 5’8, S0 18t Crun-down unter der Annahme (i) fiir n = 1 eingeschrinkt auf Ay,
streng konvex.

Beweis. Die Nicht-Negativitéit folgt aus Gleichung (4.1.1]). Weiter zeigen wir, dass die Domain
VON Trun-down Nicht leer ist. In der Tat gilt f* := (1,07)T € dom(trun-down) C Atwr, da SO =
(59,59, ...,S%) eine risikofreie Anlage (vgl. Def. [3.1.1) darstellt und damit vy down(f*) = 0

wegen

gilt. Die Konvexitdt von tyun.down folgt aus der Konvexitdt von —In und da das Maximum
konvexer Funktionen wieder konvex ist. Damit ist tun-down pProper konvex.
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Bleibt dom(up,rwr) = dom(tryn-down) zu zeigen. Beide Domains sind per Definition Teilmengen
von Agyy. Nehmen wir zuerst f € Agyy mit uprwr(f) > —oo an. Dann gilt fiir alle n = 1,..., N

B[ (RLf)| > ~o.
Dies ist jedoch dquivalent zu
B[~ (RLf)| < oo

und es folgt trun-down (f) < 00. Analog folgt u,rwr(f) > —oo, falls tryn-down(f) < 0o und damit
folgt die Behauptung.

Nehmen wir nun an, S enthalte keine nicht triviale Trading Strategie (vgl. Def. [3.1.6) und es
gilt SY = S{. Dann verwenden wir ein dhnliches Argument wie im Beweis von Korollar (a).

Dabei ist der einzige Unterschied, dass wir im zweiten Fall die Injektivitit von f +— R{ f und
damit die strenge Konvexitét in der ersten und nicht in der letzten Periode erhalten. Da diese
in dem Fall immer Teil des Maximums ist, folgt die Behauptung. O

Weiter mochten wir t.un-down auf einer a priori zulédssigen Menge A wie in Annahme [3.2.10
untersuchen.

Korollar 4.1.3 (Expected log RunDown Risikofunktion auf a priori zuldssigen Mengen). Sei
S e £2(N;R¥O+1) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der Quotient von aufein-
ander folgenden Preisen R wie in und A eine a priori zuldssige Menge wie in Annahme
gegeben. Angenommen, In(R%) € LY(Q, Fy, P;R) gilt firn =1,...,N und i = 0,..., M.
Dann ist Crun-down| A A — R U {oc} proper konvexr und unterhalbstetig (vgl. Def. . Des
Weiteren gilt trun-down|a 2> 0, und AT = AN R%ﬂ C dom(tmn_down| 4)-

Gilt dariiber hinaus Annahme @fur n =1, 50 st Crun-down|A Streng proper konver.

Beweis. Die Konvexitéit und Nicht-Negativitédt folgt mit Korollar Die Unterhalbstetigkeit
folgt mit analogen Schritten wie in Beweis von Korollar [3.3.5] Als néchstes wollen wir

AT = ADR%—H - dom(trun-down\./l) = {f €A ’ trun-down(f) < OO} cA

zeigen. In Beweis von Korollar [3.2.12] haben wir bereits gesehen, dass AT C dom(u,twr) gilt.
Also muss dies insbesondere fiir jeden einzelnen Summanden von w,Twgr gelten. Verwenden wir
dies, erhalten wir

dom (trun-down) = d0m<max{0’ 1?@?&{_ nz: E( In (R, )) } }>
:éldom<E(ln (RE))) o AT,

Analog zum Beweis von Korollar [3.2.12] bekommen wir () # dom(trun_down‘ 4)- Angenommen,
Annahme [3.3.7] ist erfiillt. Dann folgt die strenge Konvexitéit analog zum Beweis von Korollar
da wir die Injektivitdt von f € dom(trun-down|.4) — RT f mit Annahme m firn =1
erhalten.

4.2. Optimierungsproblem mit RunDown und DrawDown

Damit sind wir soweit das Optimierungsproblem aus (4.0.1]) zu l6sen. Dies halten wir in folgen-
dem Theorem fest.
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Theorem 4.2.1 (Maximum log-TWR Optimierungsproblem mit Nebenbedingung). Sei S €
L2(N; R%ﬂ) ein Mehr-Perioden-Finanzmarkt wie in Def. der Quotient von aufeinander

folgenden Preisen R wie in (3.2.1), Auy wie in (3.2.4), A eine a priori zulissige Menge wie
in Annahme |3.2.10} und X\ € [0,1] gegeben. Angenommen, In(R%) € LY(Q, F,, P;R) gilt fiir
n=1,..N,i—=0,.. M.

(a) Enthdlt S keine nicht triviale risikofreie Trading Strategie (vgl. Def. und seien
WinTWR, Crun-down UNA Cdraw-down €ingeschrinkt auf Ay, abgeschlossen. Dann hat das Pro-
blem

ma. u
feAi(M lnTWR(f)

s.t. t)\(f) =A- t7"u77,-down(f) + (1 - )\) : tdmw-down(f) <r
fir alle r > 0 eine eindeutige Losung f .. € Atwr-

(b) Sei Annahme |3.2.14) erfillt. Dann existiert ein r* > 0, sodass das Problem

max winrwr(f)
s.t. t)\(f) =A- t7"ur7,—doum(f) + (1 - )\) : tdmw—down(f) <r

fiir alle r > r* eine eindeutige Losung fr,., € A besitzt. Ist die risikofreie Anlage f* :=
(1,007 in A enthalten, d.h. f* € A, so gilt r* = 0.

Beweis. Der RunDown erfiillt dieselben Eigenschaften wie tgraw-down in Theorem bzw.
Theorem und somit erfiillt auch die konvexe Kombination dieser Funktionen t) dieselben
Eigenschaften wie tqraw-down in den Theoremen [3.3.4] und [3.3.6] Die Beweisschritte verlaufen
daher vollig analog zur Argumentation in Theorem [3.3.4] bzw. Theorem [3.3.6] Beachte, dass
im Fall (a) alle Funktionen dieselbe Domain haben und im Fall (b) A eine Teilmenge aller
Domains darstellt. O

Natiirlich kénnen wir, wie in Bemerkung fiir den DrawDown analysiert, auch fiir den
RunDown einen neuen Bezugspunkt setzen und erhalten damit eine leicht abgeénderte Version.
Wir beenden das Kapitel mit zwei Bemerkungen zu weiteren Optimierungsproblemen und log
Nutzenfunktionen.

Bemerkung 4.2.2 (Minimierungsproblem). Bis zu diesem Punkt haben wir uns lediglich Maxi-
mierungsprobleme angeschaut. Die Theorie fiir Optimierungsprobleme der Form

min t(f)

feA
st.u(f) > p

mit einer Teilmenge A C RM*+1 ;i € R, einer Risikofunktion t und einer Nutzenfunktion u
verlduft in d&hnlichen Schritten. Fiir die Eindeutigkeit braucht es insbesondere die strenge Kon-
vexitdt von t, die wir fiir unsere Risikofunktionen nachgewiesen haben (fiir DrawDown vgl.

Korollar fiir RunDown vgl. Korollar und Korollar [4.1.3)).

Bemerkung 4.2.3 (Weitere Log Nutzenfunktionen). Beim Erstellen dieser Arbeit wurden noch
einige Ansitze weiterer log Nutzenfunktionen in Erwéigung gezogen. In Abbildung [£.2] erkennen
wir in blau die Nutzenfunktionen RunUp und DrawUp. Der RunUp gibt uns den natiirlichen
Logarithmus des Hochststands unseres Kapitals und der DrawUp den Anstieg unseres Kapitals
seit dem tiefsten Stand bis zum Ende. Diese Funktionen benotigen jedoch in ihrer Definition
ein Maximum, aber da das Maximum konkaver Funktionen im allgemeinen nicht wieder konkav
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Abbildung 4.2.: Eine beispielhafte In Kapitalentwicklung iiber 13 Perioden

sein muss, fehlt uns diese wichtige Eigenschaft fiir die Funktionen.

Eine weitere Moglichkeit, den RunUp bzw. den DrawUp zu definieren ohne direkt ein Maximum
zu verwenden, ist mit Hilfe des uj,rwgr. Wir stellen folgende Relation fest

UInTWR = UYrun-up — Vdraw-down und UnTWR = Udraw-up — Yrun-down-

Beachte dabei, dass der RunDown und der DrawDown als Indikator fiir das Risiko immer positiv
ist (vgl. Korollar Korollar und Korollar [3.3.3). Formen wir dies nach den gesuchten

Funktionen um, erhalten wir

Urun-up = WInTWR ~+ tdraw-down und Udraw-up = HnTWR =+ Trun-down-

In diesem Fall konnen wir aber auch keine Aussage iiber die Konkavitit der Funktionen tétigen.
Die Nutzenfunktion w,rwr ist zwar konkav, aber tiun-down Und tgraw-down Sind konvex.

Weiter erkennen wir eine starke Ahnlichkeit zwischen RunUp und RunDown, sowie DrawUp
und DrawDown. Tatséchlich ist es so, dass der RunUp dem RunDown und analog der DrawUp
dem DrawDown auf einer invertierten Kapitalentwicklung entspricht. Dies wird in Abbildung

13 deutlich.

0.1 0.06
0.08[ 0.04 | RunUp
0.06 0.02[
RunUp o«
0.04 [ é 0
o = v
E 0.02} & oozt
= 7]
- H
0 Z-voar
- RunDown
0z} RunDown 0.06
0.04 -0.08
0.06 L . L L . L : 01
o 2 4 [} B 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
Perioden Perioden

Abbildung 4.3.: Vergleich zwischen normaler und invertierter In Kapitalentwicklung mit RunUp
und RunDown
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Mochten wir den RunUp auf der normalen Kapitalentwicklung maximieren entspricht dies einer
Maximierung des RunDowns auf der invertierten Kapitalentwicklung. Da der RunDown aber
eine konvexe Funktion ist, konnen wir fiir diesen zwar ein Minimierungsproblem l6sen, aber kein
Maximierungsproblem, weshalb eine so konstruierte RunUp Funktion als Nutzenfunktion nicht
verwendet werden kann und analog gilt diese Begriindung fiir den DrawUp.
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5. Konsistenz der Optimierungsprobleme

Wir haben einige Optimierungsprobleme nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen theo-
retisch untersucht. Mochten wir diese Erkenntnisse praktisch implementieren und beispielsweise
einen Fond mit einer der kennengelernten Strategien aufsetzen, dann miissen wir die optimale
Losung approximieren. Dieses Kapitel dient dazu, den Bogen zwischen dem theoretischen Mo-
dell zur tatséchlichen empirischen Untersuchung in Kapitel [6] zu spannen. Dabei soll die Idee
zur Konsistenz der Optimierungsprobleme besprochen werden.

Wenn wir von Konsistenz sprechen, dann meinen wir die Approximation einer optimalen Losung
auf einem empirischen Setup mit beschrankten Informationen. Dariiber hinaus stellt sich die
Frage, inwiefern eine Losung in Abhéngigkeit der Information gegen die optimale Losung kon-
vergiert, wenn die vorhandenen Informationen wachsen. In unserem Fall stellt sich speziell die
Frage, wie wir den Erwartungswert approximieren kénnen. Bei der Analyse werden wir auf ei-
nige Resultate aus Brenner [2] zuriickgreifen miissen, da dies sonst den Rahmen dieser Arbeit
iiberschreiten wiirde.

Auch in diesem Kapitel werden wir dhnliche Bezeichnungen wie in Kapitel [3| verwenden. Da-
bei sei besonders auf den Quotient von aufeinander folgenden Preisen R := (Rp)i<n<n €
LO(N — LR wie in (3:2.1), die Menge aller méglichen Aufteilungen A;, wie in (3.2.2) und
die Menge aller a posteriori zulidssigen Trading Strategien Ay, wie in (3.2.4]) verwiesen.

5.1. Growth Optimal Portfolio

Die Konsistenz des Growth Optimal Portfolios (vgl. Kapitel wird ebenfalls ausfiihrlich in
Brenner [2, Kapitel 5.1.1] untersucht. Seien N =1 und M € N. Nach Bemerkung ist eine
Losung des Growth Optimal Portfolio Optimierungsproblems aus (2.2.1)) dquivalent zu einer
Losung von

T
2 B[ (R{f)
und wir wissen bereits, dass nach Theorem [2.2.3] (bzw. ebenso nach Theorem eine ein-
deutige Losung des Problems existiert. Fiir das empirische Setup werden wir die Optimierung
jedoch nicht auf Aty,, sondern einer beliebigen nicht leeren, konvexen und kompakten Menge
A C Ay wie in Annahme betrachten (vgl. Theorem . Auflerdem wollen wir die
Renditen in der ersten Periode, welche durch die Zufallsvariable R beschrieben werden, als eine
(nicht mehr zufillige) Variable z € R%H auffassen. Dazu definieren wir

In(zTf), 2Tf>0

—00, sonst

Uy - R%Jrl x A1 - RU {—OO}, (:E, f) — {

Diese Funktion ist auf Grund der Oberhalbstetigkeit des natiirlichen Logarithmus’ oberhalbstetig
und sogar stetig auf Agy,. Sel weiter {T\’,gk)}keN eine Folge von Zufallsvektoren, die unabhéingig

und identisch zu R4 verteilt sind. Dann definieren wir fiir w €  und f € A eine Approximation
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des Erwartungswertes fiir K € N Auswertungen durch

EF) (i (R1, ) (@) 1= EF (w1 (R1 (w) Zuln ), f)

und man kann die fast sichere Konvergenz dieser Approximation, d.h.

argmaxE(K)(uln(Rl,f)) iy froax fur K — o0
feA

zeigen, wobei f7 .. € A die eindeutige Losung des Problems

max

max u
fejt( lnTWR(f)

fiir N = 1 darstellt (vgl. Theorem |3.2.15)). Zum Beweis dieser Aussage werden noch verschiedene
Voraussetzungen benétigt, die wir jetzt nicht weiter diskutieren wollen. Diese kénnen, wie schon
erwdhnt, in Brenner [2, Kapitel 5.1.1] nachgelesen werden.

Mit Hilfe dieser Approximation erhalten wir fiir die empirische Untersuchung das glatte Op-
timierungsproblem

gy 3o ((0))),

welches sich beispielsweise mit Hilfe eines Inneren-Punkte-Verfahrens numerisch 16sen 1dsst. Als
{ng) (w) h<k<rk konnte man beispielsweise in der Implementierung die Tagesrenditen der ver-
gangenen K Tage verwenden.

5.2. Growth Optimal Trading Strategie

Das Growth Optimal Portfolio stellt die Growth Optimal Trading Strategie eingeschréinkt auf
eine Periode dar (vgl. Bemerkung . In diesem Abschnitt seien daher N, M € N beliebig
aber fest. Weiter stellen wir den Quotient von aufeinander folgenden Preisen nicht mehr als
Folge aus Zufallsvektoren sondern als eine Zufallsmatrix

(R —RY, . RO .0 R;VOX(M“)) e EO( 1 RNX(MH)) (5.2.1)

dar. Dann schreiben wir die Nutzenfunktion aus der Growth Optimal Trading Strategie wieder

in Abh#ngigkeit der unbekannten Renditen X = (z7, .. iiber N Perioden als

N
In(x? Tr>o
uM RO 4 S RU {—o0}, (X, f) n; n(@nf), @ f>0
—00, sonst
Damit definieren wir firw e Q, f € Aund K € N
K
1
E5 W (R, ) (@) = €5 () (R(w), ) = = > ul (RO (w), 1),
k=1

wobei {R"¥)} ey C RNX(M+1) mit R*) = ((’ng))T, e (R%))T) als eine Folge von Zufallsma-
trizen, die unabhanglg und identisch zu R (vgl. (5.2.1])) verteilt sind, gegeben ist. Dann kann
wieder gezeigt werden, dass

argmaXS(K)( (N)(R ) by argmax u,Twr(f) fir K — oo

feA feA
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konvergiert, wobei wir in Theorem [3.2.15| bereits gezeigt haben, dass der potenzielle Grenzwert
eine eindeutige Losung besitzt. Eine analoge und mathematisch detaillierte Analyse findet sich
in Brenner |2, Kapitel 5.2.2].

5.3. Maximum log TWR Optimierungsproblem mit Nebenbedingung

Bis hierhin haben wir lediglich Probleme ohne Nebenbedingung betrachtet. In diesem Ab-
schnitt betrachten wir zuerst die Growth Optimal Trading Strategie mit der DrawDown Ne-
benbedingung (vgl. Kapitel . Wir kniipfen dabei in der Notation direkt beim vorherigen
Abschnitt an und schreiben den DrawDown in Abhéngigkeit der unbekannten Renditen

X =@t ., 2T e R;VOX(MH) als

(N) R1>vox(M+1

o] ) x A= RU{+oc},

N
_ T T
(X,f) — max{o’lin;?%[nz::e ln(mnf)}a l'nf>0
00, sonst

Um diese Funktion in das Optimierungsproblem einzubauen, beschrinken wir den zuléssigen
Bereich der Losungen fiir ein vorgegebenes r > 0 auf alle moglichen Aufteilungen f € A, fiir die

K N
K K 1 T
55( )(R, f)(w) = Sé )(R(w),f) =—7 Zln ((Rg‘:)) (w)f) <r
k=1n=¢
fiir alle £ = 1,..., N erfiillt ist. Denn ist diese Voraussetzung fiir alle £ = 1, ..., N erfiillt, dann

(N) . Damit erhalten

gilt die Aussage insbesondere fiir das Maximum dieser Summen, also fiir v,

wir fiir den DrawDown insgesamt N glatte Nebenbedingungen. Mit

AE) (p) = {f e A EB MR, 1)) (w) < 7"} = {f e A|EP(R, fw) <r, VE=1, N}

erhalten wir schliefSlich

arg max &) (ul(r]lv)(R, f)) e I fir K — oo,

max
FeAS )

wobei fr . die eindeutige Losung des Problems

max u
tea lnTWR(f)
s.t tdravv-down(f) <r

aus Theorem widerspiegelt. Wieder findet sich eine analoge und mathematisch detaillierte
Analyse in Brenner [2, Kapitel 5.2.2].

In Kapitel [] haben wir den RunDown kennengelernt und mit Theorem die eindeutige
Existenz des theoretischen Optimierungsproblems nachgewiesen. Bei der Analyse der Konsis-
tenz kénnen wir analog zum DrawDown vorgehen. Dies wollen wir in diesem Rahmen nicht ge-
nauer untersuchen, da dieses Kapitel lediglich die Idee des empirischen Optimierungsproblems
beschreiben und auf die empirischen Untersuchungen in Kapitel [6] vorbereiten soll.
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6. Empirische Untersuchungen

Dieses Kapitel dient zur praktischen Untersuchung der theoretischen Trading Strategien, die wir
in den vorherigen Kapiteln entwickelt haben. Dabei verwenden wir den Kursverlauf verschiede-
ner Aktien iiber die vergangenen fast 20 Jahre und testen riickwirkend, wie sich unser Kapital
iiber die Jahre verédndert hitte, falls wir beispielsweise die Growth Optimal Trading Strategie
(vgl. Kapitel angewendet hétten. Dabei ist zu beachten, dass in der Optimierung nur die
zu dem Optimierungszeitpunkt bekannten Daten verwendet werden (,,survivership free backtes-
ting*).

In Kapitel [5| haben wir untersucht, wie wir eine Losung der Optimierungsprobleme approxi-
mieren kénnen. Im Folgenden werden wir auf die Notation aus diesem Kapitel zuriickgreifen.

6.1. Einfiihrung POEM

Zur Optimierung verwenden wir die Umgebung , Portfolio Optimization Environment for Ma-
thematicians“ kurz POEM. Diese wurde speziell fiir den Backtest von Portfolios und Trading
Strategien entwickelt und wird genauer in Brenner [2] vorgestellt.

Bevor wir mit den empirischen Untersuchungen starten, wollen wir POEM etwas genauer unter-
suchen. Auf der grafischen Oberfliche kénnen wir neben Start- und Enddatum der Optimierung
auch ein Anfangskapital eingeben. Wenn nicht anders angegeben, starten wir die Optimierung
am ersten Oktober 2003, enden am ersten Oktober 2020 und verwenden ein Startkapital von
einer Millionen (Einheit je nach gewéihltem Index), d.h. Wy = 1.000.000 (vgl. Def. [3.1.4).

Weiter geben wir an, in welchen Absténden eine neue Optimierung stattfinden soll und wie
viele vergangene Tagesrenditen wir als Daten fiir die Approximation des Erwartungswertes (vgl.
Kapitel [5)) verwenden. Die Anzahl dieser Tagesrenditen entspricht der Wahl von K € N aus Ka-
pitel bl Wir kénnen auch alle vorhandenen Tagesrenditen verwenden, doch damit erweisen sich
die Probleme als sehr rechenintensiv und der Nutzen iiberwiegt dabei leider nicht. Als Richtwert
werden wir meistens jedes Jahr eine Optimierung durchfiihren und dabei die Tagesrenditen der
letzten K = 150 Handelstage (Montag bis Freitag) verwenden.

Natiirlich miissen wir noch einen Index wéhlen, aus dem wir die Aktien zur Optimierung erhal-
ten. Dann entspricht M € N die Anzahl der in dem Index enthaltenen Aktien. Weiter haben
wir die Moglichkeit ein MoneyManagement zu wéhlen, was der Auswahl einer Trading Strategie
entspricht. Zu dieser miissen wir noch - je nach gewdhltem MoneyManagement - verschiedene
Parameter eingeben. Beispielsweise haben wir die Moglichkeit, die Menge am im Markt inves-
tiertem Kapital zu begrenzen. In unserem Modell aus Kapitel [5| wiirde dies der Einschréinkung

M
d =@
=1

entsprechen, wobei @ € [0,1] gewihlt werden kann. Dann gilt insbesondere fiir die risikofreie
Anlage fo =1 — Q. Als Standardeinstellung werden wir hier die Wahl ) = 1 verwenden. Weiter
konnen wir die einzelnen Anlagen beschrinken, indem wir vorgeben, dass zum Beispiel nicht
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mehr als fiinfzig Prozent in eine Aktie investiert werden darf. Ist nichts anderes angegeben, be-
wegt sich dieser Anteil zwischen 0 und 0.5, d.h. es gilt 0 < f; < 0.5 fiir alle ¢ € {1,.., M} (vgl.
Bsp. 13.2.11]). Insbesondere lassen wir wegen der Nicht-Negativitéit keine Short-Positionen zu.

Um diese Einschriankungen in das Modell einzubauen, wird lediglich der Bereich der Losungen
ahnlich zu Kapitel eingeschrinkt. Wie schon in Kapitel [5| angemerkt, 16st die Implementie-
rung das Problem numerisch. Dazu verwendet es ein Innere-Punkte-Verfahren zur Berechnung
der Losung des glatten Problems, welches die optimale Losung approximiert.

6.2. Statistische Kennzahlen

Um die verschiedenen Investments zu vergleichen, benttigen wir statistische Kennzahlen, und
um die Angabe dieser Werte transparent zu machen, méchten wir kurz die verwendeten Formeln
angeben, mit denen diese Kennzahlen berechnet wurden. Seien M, L € N gegeben, wobei L der
Gesamtzahl aller Handelstage im Testzeitraum entspricht.

Wie schon in der Einfithrung zu POEM (vgl. Kapitel beschrieben, ist zu beachten, dass
eine Periode einem Handelstag entspricht. Dariiber hinaus notieren wir die aus der Optimierung
resultierende Kapitalentwicklung mit W = (Wy)o<¢<r. Dabei ist zu beachten, dass wir einmal
im Jahr optimieren und reallokieren. Auflerdem werden die Transaktionskosten vernachléssigt
(im Folgenden gilt immer L = 4255).

Als erste Kennzahl verwenden wir den Terminal Wealth Relative (TWR) fiir die obige Ka-
pitalentwicklung (vgl. Def. [3.2.4]), d.h.

Wi,
TWR =TWR = —.
L=
Weiter erhalten wir den Ertrag in Periode £ € {1, ..., L} durch

_ W= Wi

.
W1

und den durchschnittlichen Ertrag pro Handelstag mit

L

he-
/=1

SIEs

/TL:

Damit ist die durchschnittliche Standardabweichung pro Handelstag gegeben durch

1 & 2
o= ﬁZ(W—ﬁ) .
=1

Wir werden im Folgenden jedoch den durchschnittlichen Ertrag sowie die durchschnittliche Stan-
dardabweichung pro Handelstag annualisieren, d.h.

flann = 250 - ;1 und  oany = V250 - 0.

Dabei ist 250 die durchschnittliche Zahl an Handelstagen im Jahr. Eine weitere in der Be-
triebswirtschaft gern verwendete Kennzahl ist die Sharpe-Ratio (SR), welche das Verhéltnis des
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annualisierten durchschnittlichen Ertrags minus des risikofreien Zins zur annualisierten durch-
schnittlichen Standardabweichung darstellt. Mit der Annahme, der risikofreie Zins sei gleich
Null, ist diese durch die Formel

,aann

Oann

SR =

gegeben. Da wir uns in dieser Arbeit viel mit dem DrawDown auseinandergesetzt haben, méchten
wir eine dhnliche Kennzahl definieren, die uns das Verhéltnis zwischen Ertrag und DrawDown
angibt. Sei dazu der relative DrawDown am Ende der n-ten Periode (Dye))n (W) € [0,1) fiir n =
1,..., L wie in Def. gegeben. Dann erhalten wir den durchschnittlichen relativen DrawDown
iiber L Perioden mit

Drel(W) = Z Z(Drel)é(w)'

L
1
(=1

Sei weiter J € N die Anzahl der investierten Jahre (im Folgenden gilt immer J = 17). Dann ist
der geometric Return over DrawDown (gRoDD) schliefllich definiert durch

<=

(TwR)? 1

gRoDD = ~-—/ ~
Drel(w)

Mit diesen Kennzahlen kénnen wir mit den empirischen Untersuchungen beginnen und die ver-
schiedenen Trading Strategien vergleichen.

6.3. Growth Optimal Portfolio

In einem ersten Ansatz untersuchen wir das Growth Optimal Portfolio (vgl. Kapitel . Dazu
verwenden wir das MoneyManagement MaxTWR, welches uns das Growth Optimal Portfolio
(GOP) wiedergibt, und vergleichen dies mit dem MoneyManagement EqualWeight (EW). Beim
EqualWeight wird in jede Aktie dieselbe Menge an Geld investiert, d.h. wenn wir in M € N
Aktien investieren wollen, so investieren wir in jede Aktie den Anteil 1/M von unserem Kapital
und reallokieren das Portfolio zum Optimierungszeitpunkt, sodass jeweils wieder der Anteil 1/M
des Kapitals investiert wird.

DAX Nasdaq Dow Jones | STOXX Sectors
EW | GOP | EW | GOP | EW | GOP | EW GOP
TWR 244 | 3.05 | 6.13 | 5.94 | 2.65 3.6 2.03 1.18
Hann 0.074 | 0.127 | 0.13 | 0.17 | 0.075 | 0.105 | 0.058 0.03
Oann [0] | 20.6 36.8 | 21.2 36 18.7 | 24.1 18.5 20.4
SR 0.36 | 0.35 | 0.61 | 0.47 0.4 0.43 | 0.31 0.15
Drat (%] | 163 | 40.8 | 7.7 | 295 | 10.4 | 20.6 | 15.4 28.6
gRoDD | 0.33 | 0.17 | 1.46 | 0.38 | 0.56 | 0.38 | 0.28 0.03

Tabelle 6.1.: Statistische Kennzahlen zu den Kapitalentwicklungen aus Abbildung

In Abbildung sehen wir das Growth Optimal Portfolio angewendet auf den deutschen
Aktienindex (DAX), Nasdaq 100 (Nasdaq), Dow Jones und STOXX Indices (STOXX Sectors).
Der grofie Sprung des Growth Optimal Portfolios im DAX um 2008 ist ein Resultat des star-
ken Anstiegs und darauf folgenden Absturzes der Volkswagen St. Aktie, da der Algorithmus 50
Prozent unseres Kapitals in diese investiert hat.
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Abbildung 6.1.: Growth Optimal Portfolio und Equal Weight auf verschiedenen Indices

Unabhéngig davon erkennen wir, dass wir mit dem Growth Optimal Portfolio beim DAX besser
performen als der EqualWeight. Dies klingt einfacher, als es in der Praxis ist, wie uns ein Blick
auf die anderen Indices verrét. Besonders beim Nasdaq ab dem Jahr 2016 erkennen wir das
grofle Potential des Growth Optimal Portfolios auf einen schnellen Kursgewinn.

In den obigen Optimierungen haben wir die Einschriankung 0 < f; < 0.5 fur alle i = 1,...,. M
verwendet, was in vielen Fillen dazu fiihrt, dass die Optimierung nur in zwei Aktien investiert.
Dies entspricht keinem diversifiziertem Portfolio und sollte daher in der Praxis auf Grund eines
hohen Einzelaktienrisikos nicht umgesetzt werden. Dies erkennt man auch an den Kennzahlen
in Tabelle und besonders beim geometric Return over DrawDown (gRoDD) sowie bei der
Sharpe-Ratio (SR).

Abbildung zeigt das Growth Optimal Portfolio mit der Einschriankung 0 < f; < b fiir alle
¢ = 1,..., M mit unterschiedlicher Wahl von b. Da im Nasdaq M=100 Aktien enthalten sind,
koénnen wir dort ein deutlich kleineres b als beim DAX (M=30) verwenden und gleichzeitig die
Bedingung

M
Zfi =1
i1

erfiillen. Besonders beim DAX erkennen wir mit dieser Einschrinkung ein sehr gutes Ergebnis,
da wir zu jedem Zeitpunkt im Optimierungszeitraum iiber dem EqualWeight liegen. Vergleichen
wir Tabelle [6.1 mit Tabelle so erkennen wir auch eine deutliche Verbesserung der Kennzah-

len.

Nun mdéchten wir nicht nur besser performen als der EqualWeight, sondern durch eine hohe Di-
versifizierung und eine niedrige Standardabweichung das Risiko des Portfolios verkleinern. Dazu
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Abbildung 6.2.: Growth Optimal Portfolio und FqualWeight auf verschiedenen Indices mit 0 <
fi<bfiralei=1,...M

Nasdaq
EW | GOP b=0.02 | GOP b=0.03 | GOP b=0.04 | GOP b=0.05
TWR | 6.13 5.79 5.12 7.5 6.62
Hann 0.13 0.127 0.121 0.147 0.139
Oann [%] | 21.2 21.3 22.1 23.6 23.2
SR 0.61 0.59 0.55 0.62 0.6
Dya (%] | 7.7 8.4 9.3 8.8 10
gRoDD | 1.46 1.3 1.09 1.43 1.18
DAX
EW | GOP b=0.05 | GOP b=0.07 | GOP b=0.1 | GOP b=0.12
TWR | 2.44 2.88 3.38 3.93 4.47
fann | 0.074 0.082 0.091 0.103 0.112
Tann [%0] | 20.6 19.7 19.8 21.4 21.8
SR 0.36 0.41 0.46 0.48 0.51
Drel (%] | 16.3 13.1 12.3 12.6 12
gRoDD | 0.33 0.49 0.61 0.67 0.77

Tabelle 6.2.: Statistische Kennzahlen zu den Kapitalentwicklungen aus Abbildung

erkennen wir in Abbildung [6.3|zwei Séulendiagramme, welche uns anzeigen, in wie viele der 100
Aktien des Nasdaq’s die Optimierung investiert hat und wie sich die Standardabweichung in
Abhéngigkeit von b im Vergleich zum EqualWeight (EW) verdndert.

Wie schon erwartet, wird unser Portfolio fiir kleines b deutlich diversifizierter und die Stan-
dardabweichung sinkt. Dabei erhalten wir fiir b = 0.02 fast dieselbe Standardabweichung wie
beim EqualWeight. Leider erhalten wir beim Nasdaq fiir dieses b ein leicht schlechteres Ergebnis
als beim EqualWeight.

6.4. Growth Optimal Trading Strategie

Im néchsten Schritt moéchten wir das Growth Optimal Portfolio zu einer Growth Optimal Trading
Strategie auf N € N Perioden erweitern (vgl. Kapitel , wobei hier eine Periode einem Han-
delstag entspricht. Insbesondere verwendet dies im Gegensatz zum Growth Optimal Portfolio,
welches das Ein-Perioden-Finanzmarktmodell verwendet (vgl. Def. , das Mehr-Perioden-
Finanzmarktmodell (vgl. Def. . Fiir die empirischen Untersuchungen verwenden wir in
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Abbildung 6.3.: Durchschnittliche Anzahl investierter Aktien und Standardabweichung der Ta-
gesrenditen beim Growth Optimal Portfolio auf dem Nasdaq mit 0 < f; < b fiir
allet=1,....M

POEM das MoneyManagement MaximizeMeanPeriodicalLnReturn, wobei wir im Folgenden die
Abkiirzung GOTS (Growth Optimal Trading Strategie) verwenden werden.

Wir haben zwar fiir das Growth Optimal Portfolio in Abbildung [6.2] gesehen, dass die Ein-
schrankung 0 < f; < b fiir kleines b sinnvoll ist, aber wir werden im Folgenden ein etwas
grofleres b betrachten, da sonst der Unterschied zwischen verschiedenen N € N verschwindend

gering ist.

DAX, b=0.1 Nasdaq, b=0.1

EW | GOTS N=50 | GOTS N=100 | EW | GOTS N=50 | GOTS N=100
TWR | 2.44 3.65 3.65 6.13 6.14 9.28
fann | 0.074 0.098 0.097 0.13 0.142 0.162
Oann [%] | 20.6 21 20.5 21.2 26.2 24.7
SR 0.36 0.47 0.47 0.61 0.54 0.66
Dral (%] | 16.3 13.6 11.3 7.7 16.1 15.1
gRoDD | 0.33 0.58 0.7 1.46 0.7 0.93

Dow Jones, b=0.1 STOXX Sectors, b=0.2

EW | GOTS N=50 | GOTS N=100 | EW | GOTS N=50 | GOTS N=100
TWR | 2.64 4.07 2.94 2.03 1.63 2.13
flann | 0.075 0.101 0.081 0.058 0.045 0.06
Oann [%] | 18.7 19 18.4 18.5 18.3 18.2
SR 0.4 0.53 0.44 0.31 0.24 0.33
Dot [%] | 10.5 9.6 13.5 15.4 22.9 17.2
gRoDD | 0.56 0.9 0.49 0.28 0.13 0.26

Tabelle 6.3.: Statistische Kennzahlen zu den Kapitalentwicklungen aus Abbildung

Abbildung [6.4] zeigt die Growth Optimal Trading Strategie auf verschiedenen Indices mit An-
zahl der Perioden N € {50,100}. Das Ergebnis ist durchaus gemischt und wir erkennen, dass die
optimale Wahl der Parameter fiir jeden Index unterschiedlich sein kann. Beispielsweise verlauft
die Growth Optimal Trading Strategie mit N = 50 beim Dow Jones fast immer iiber dem
EqualWeight, wohingegen fiir dieselbe Wahl von N das Ergebnis beim STOXX Sector schlechter
ausfallt.
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Abbildung 6.4.: Growth Optimal Trading Strategie und FqualWeight auf verschiedenen Indices
mit N € {50,100} und 0 < f; < bfir allei=1,.... M

Da sich diese Entwicklung aber im Wesentlichen nicht von der des Growth Optimal Portfo-
lios unterscheidet, springen wir direkt zur Analyse der Growth Optimal Trading Strategie mit
Nebenbedingung.

6.5. Growth Optimal Trading Strategie mit Nebenbedingung

In diesem Abschnitt betrachten wir nun die Growth Optimal Trading Strategie mit RunDown-
und DrawDown-Nebenbedingung (vgl. Theorem . Wir vermuten, dass dadurch das Risi-
ko zuriick geschraubt wird und wir eine Losung mit vermutlich geringerer Standardabweichung
und geringerem DrawDown erhalten. Dazu verwenden wir N = 50 und das MoneyManage-
ment MazximizePeriodicLnReturnRunDownDrawDown. Bei diesem MoneyManagement gibt es
die Moglichkeit ein A € [0, 1] zu wihlen, um damit die Risikofunktion

t)\(f) =\ trun-down(f) + (1 - )\) : tdraw-down(f)

zu definieren. Dariiber hinaus miissen wir ein 7y, > 0 vorgeben, durch das wir die Funktion
t) beschrinken. Wenn wir eine reine DrawDown-Nebenbedingung (DD) verwenden mdochten,
miissen wir die Wahl A = 0 treffen und analog A = 1 fiir den RunDown (RD). Auflerdem wé#hlen
wir in der Optimierung fiir Abbildung ro := 0.1 und r; := 0.04.

Auf Grund zu hoher Ungenauigkeiten in der Berechnung und zu langer Laufzeit miissen wir
uns hier auf die Indices DAX und STOXX Sectors beschrinken. Eine Erkldrung dazu findet
sich in Kapitel In Abbildung erkennen wir die Growth Optimal Trading Strategie mit
DrawDown- bzw. RunDown-Nebenbedingung in Vergleich zum FEqualWeight und der Growth
Optimal Trading Strategie ohne Nebenbedingung. Tatséchlich erhalten wir auf beiden Indices
mit der RunDown-Nebenbedingung einen besseren Ertrag als ohne Nebenbedingung.
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Abbildung 6.5.: Growth Optimal Trading Strategie mit und ohne Nebenbedingung, sowie Equal-
Weight auf verschiedenen Indices mit N =50und 0 < f; < bfiiralle:t =1,..., M

DAX STOXX Sectors
EW | RD-Neb. | DD-Neb. | GOTS | EW | RD-Neb. | DD-Neb. | GOTS
TWR 2.44 3.81 3.38 3.65 2.03 1.84 1.78 1.63
Hann 0.074 0.102 0.094 0.098 | 0.058 0.051 0.05 0.045
Oann [%0] | 20.6 21.6 21.3 21 18.5 17.9 18.2 18.3
SR 0.36 0.47 0.44 0.47 0.31 0.28 0.27 0.24
% [%] 16.3 12.5 14.1 13.6 15.4 19.1 21.6 22.9
gRoDD | 0.33 0.65 0.53 0.58 0.28 0.19 0.16 0.13

Tabelle 6.4.: Statistische Kennzahlen zu den Kapitalentwicklungen aus Abbildung

Wie in Tabelle zu erkennen, bleibt die Standardabweichung trotz Nebenbedingung kaum
verdndert. Es ist jedoch sehr interessant, dass wir durch die RunDown-Nebenbedingung einen
kleineren durchschnittlichen relativen DrawDown erhalten, als mit der DrawDown-Nebenbedingung.
Dariiber hinaus erhalten wir auf beiden Indices durch die RunDown-Nebenbedingung einen
hoheren Ertrag wie ohne bzw. mit DrawDown-Nebenbedingung.

In der obigen Optimierung zu Abbildung und Tabelle haben wir 7y, > 0 am Anfang
vorgegeben und dieser Wert blieb iiber den gesamten Optimierungszeitraum gleich. Diese stati-
sche Wahl kénnen wir 16sen, indem wir

= u(f) (6.5.1)

wihlen, wobei f := (1/M, ..., 1/M) der Aufteilung des Equal Weights entspricht, d.h. wir méchten
das Risiko immer durch das Risiko des FqualWeights beschranken.

In Abbildung haben wir die Einschriankung aus verwendet und erkennen, dass die
RunDown-Nebenbedingung etwas schlechter als vorher (vgl. Abbildung und sehr nah an
der Growth Optimal Trading Strategie ohne Nebenbedingung verlduft. Leider kénnen wir diese
Optimierung nicht auf dem STOXX Sector durchfiihren, da dort das Optimierungsproblem zu
instabil ist und daraus Ungenauigkeiten in der Berechnung folgen.

An diesem Beispiel haben wir schon gesehen, dass sich die verschiedenen Optimierungen nur
minimal unterscheiden. Dies liegt zum Grofiteil an der Einschrankung 0 < f; < b fiir alle
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Abbildung 6.6.: Growth Optimal Trading Strategie mit und ohne Nebenbedingung, sowie Equal-
Weight auf dem DAX mit N = 50 und 0 < f; < 0.1 fiir alle ¢ = 1,..., M und

= n(f) (vel (650)

i1 =1,..., M fiir beispielsweise b = 0.1. Dadurch wird zwar eine gewisse Diversifizierung erreicht,
was auch wichtig fiir ein reales Portfolio ist, aber es verringert auch den Spielraum der Opti-
mierung. Bei der Wahl A € (0,1) kénnen wir ebenfalls ein solches Phédnomen feststellen. Fiir
die Wahl A € {0.25,0.5,0.75} lassen sich die Kapitalentwicklungen der zugehorigen Trading
Strategien grafisch und numerisch kaum unterscheiden, weshalb wir in diesem Rahmen darauf
verzichten.

6.6. Reflektion und Kritik der Analysen

In diesem Abschnitt mochten wir kurz einige Punkte ansprechen, die in Bezug auf die praktische
Umsetzung der Theorie rund um wachstumsoptimale Portfolios beachtet werden sollten.

Wie schon in der Einfiihrung zu POEM (Kapitel beschrieben, werden die Optimierungspro-
bleme als differenzierbares Problem dargestellt und geldst. In der Umsetzung hat sich - vor allem
bei den Problemen mit Nebenbedingung - herausgestellt, dass diese Probleme fiir verschiedene
Parameter numerisch sehr instabil sind und dadurch die Genauigkeit der Losung reduziert wird.

Natiirlich sollte dieses Kapitel nur einen Einblick in die praktische Performance der wachstums-
optimalen Portfolios bieten und die Chancen sowie die Risiken darstellen. Fiir eine reale Inves-
tition am Finanzmarkt wiirde ich eventuell eine vorangegangene numerische Stabilitédtsanalyse,
eine hohere Rechenleistung und eine detaillierte Analyse der Parameter in Abhéngigkeit des
gewéhlten Indices empfehlen. Dariiber hinaus wére es denkbar, die Finanzanlagen vor der Op-
timierung durch eine Fundamentalanalyse zu filtern und Ausstiegs- sowie Einstiegssignale aus
dem Finanzmarkt zu generieren.
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7. Schlussbetrachtung

Zusammenfassend haben wir gesehen, dass Optimierungsprobleme mit Log Risiko- und Nut-
zenfunktionen das schnellstmogliche kumulierte Wachstum des Kapitals erreichen wollen und
dadurch ein grofles Potential bergen. Wie schon in der Einleitung beschrieben, entsteht in der
Portfolio Optimierung immer ein Trade-Off zwischen Risiko und Nutzen und wir kénnen fest-
halten, dass dieses grofle Potential mit einem groflen Risiko einhergeht.

Dieses Risiko sollte aber nicht zu einer strikten Ablehnung dieser Trading Strategien fiihren,
sondern eher motivieren, durch geschicktes Kombinieren verschiedener Handelsstrategien, das
Risiko weiter zu begrenzen. In dem Rahmen dieser Arbeit haben wir eine fraktionale Trading
Strategie gesucht, d.h. unser Ziel war es eine Aufteilung unseres Kapitals zu finden, die den
optimalen Ertrag verspricht. Dies kénnte man zum Beispiel mit einer Trendfolgestrategie ver-
kniipfen, durch die wir Ein- und Ausstiegssignale fiir das Investment erhalten.

Weiter haben wir im Kapitel [6] gesehen, dass dieselben Einstellungen auf verschiedenen Indices
eine unterschiedliche Performance aufweisen und die Auswahl der optimalen Parameter durch die
Vielzahl von méglichen Kombinationen kaum manuell auffindbar sind. Eine weitere Moglichkeit
ist es, durch maschinelles Lernen eine Optimierung iiber die Eingabeparameter durchzufiihren,
um dadurch das Ergebnis zu verbessern und das Risiko weiter zu verringern (vgl. Windmann
[17]).

Dariiber hinaus haben wir in der Betrachtung die Transaktionskosten, welche beim Kauf und
Verkauf von Aktien gezahlt werden miissen, vollkommen vernachléssigt. Natiirlich miissen diese
in der Praxis beriicksichtigt werden und sollten in solchen Optimierungen als Teil der Zielfunk-
tion bzw. zumindest als Nebenbedingung eingebunden werden.

Wir haben also mit dieser Arbeit den theoretischen Grundstein fiir eine umsetzbare Optimie-

rung von wachstumsoptimalen Portfolios mit Log Risiko- und Nutzenfunktionen gelegt und die
Chancen sowie die Risiken dieser Trading Strategie kennengelernt.
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A. Anhang

A.1. Konvexe Analysis

Dieses Kapitel dient als eine Zusammenfassung der Ergebnisse aus der konvexen Analysis. Als
Literatur ist Rockafellar [13] sehr zu empfehlen. Sei im Folgenden X C R™ mit n € N eine
konvexe, nicht leere Menge, d.h. fiir alle z,y € X und A € [0, 1] gilt

Ar+ (1 - Ny e X.
Betrachten wir uns zuerst einige wichtige Definitionen.

Definition A.1.1 (Proper Konvexe und Konkave Funktionen). Wir nennen eine Funktion f :
X — RU{+o0} proper konvex, falls die Domain

dom(f):={x e X | f(z) < oo}
nicht leer und f konvex ist, d.h. fiir z,y € X und X € (0,1) gilt

FOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= N)[f(y).

Die Funktion f heifit streng (proper) konvex, falls zusétzlich fir z,y € X mit z # y und
A € (0,1) die strenge Ungleichung

fOz+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1 =N f(y)

erfiillt ist. Analog nennen wir g : X — RU{—o00} proper konkav, falls —g proper konvex ist und
streng konkav, falls —g streng konvex ist.

Definition A.1.2 (Abschluss einer Funktion). Wir nennen eine proper konvexe Funktion f :
X — RU {400} abgeschlossen, falls der Epigraph von f

epi(f) == {(z,y) € X xR | f(z) <y}

abgeschlossen ist. Analog nennen wir eine proper konkave Funktion f : X — R U {—oc} abge-
schlossen, falls der Epigraph von —f abgeschlossen ist.

Definition A.1.3 (Halbstetigkeit). Eine Funktion f: X — RU{%o00} ist unterhalbstetig, falls
fir alle zg € X die Bedingung

f(zo) < liminf f(y)

Yy—xo

erfiillt ist. Analog heifit f oberhalbstetig, falls fiir alle g € X gilt

f(zo) > limsup f(y).

Y—To

Insbesondere erkennen wir, dass eine sowohl ober- als auch unterhalbstetige Funktion stetig
ist. Das folgende Theorem stellt eine zentrale Aussage der konvexen Analysis dar.
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Theorem A.1.4. Sei f : X — R U {+oo} proper konver. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

1. f ist unterhalbstetig
2. der Epigraph von f ist abgeschlossen, d.h. f ist abgeschlossen, proper konvex
3. die Menge {z € X | f(x) < a} ist abgeschlossen fiir alle o € R.
Beweis. Siehe Rockafellar |13, Theorem 4.6, Theorem 7.1]. O

Mit Hilfe von Theorem erhalten wir eine analoge Aussage auch fiir proper konkave
Funktionen f. Dazu miissen wir lediglich — f betrachten. Wir schlieflen dieses Kapitel mit einem
Theorem iiber die Existenz von Losungen.

Theorem A.1.5 (Existenz einer Losung). Sei M C X kompakt, f : X — R unterhalbstetig und
g : X — R oberhalbstetig. Dann nimmt f auf M ein globales Minimum und g auf M ein globales
Maximum an.

Beweis. Siehe Barbu und Precupanu [1, Theorem 2.8]. O

A.2. Wahrscheinlichkeitsrechnung

Hier wollen wir einige Resultate und Definitionen aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung festhal-
ten. Dabei werden wir auf grundlegende Begriffe und Definitionen verzichten und nur die in
unserem Kontext relevanten Resultate besprechen.

Definition A.2.1 (Messbarkeit). Sei (€2,%) und (Z,D) zwei messbare Rdume. Eine Funktion
f:Q — Z heifit messbar, falls

fUD) ={weQ| flw)eD}ex
fiir alle D € D gilt.

Fiir einen topologischen Raum Z ist die borelsche o-Algebra gegeben als die kleinste o-
Algebra, die alle offenen Teilmengen von Z enthéilt, definiert. Diese bezeichnen wir auch mit
B(Z).

Theorem A.2.2 (Messbarkeit halbstetiger Funktionen). Sei Z ein topologischer Raum und
[1.1.9

R :=RU{xo0}. Ist f : (Z,B(Z)) — (]l/é, B(]l/é)) unterhalbstetig (vgl. Def. .4), dann ist f
messbar (siche Def. .
Beweis. Siehe Brenner [2, Prop. B.1.8]. O

Fiir unsere Theorie bendtigen wir noch eine weitere Aussage iiber Messbarkeit.

Theorem A.2.3 (Messbarkeit des Infimums halbstetiger Funktionen). Sei (Y, X) ein messbarer
Raum, Y C R™ n € N eine Borel-Teilmenge, d.h. Y € B(R™), A C R"™ abgeschlossen und
f:Y x A— RU{oco} unterhalbstetig. Dann ist die Funktion

y €Y — inf f(y,z)

messbar.
Beweis. Siehe Brenner (2, Korollar B.1.20]. O

Fiir die néichste Aussage definieren wir zuerst den Erwartungswert einer Zufallsvariablen.
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Definition A.2.4 (Erwartungswert). Sei (€2, 3, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Fiir eine Zu-

fallsvariable Y : @ — R>¢ U {oo} ist der Erwartungswert E(Y) gegeben durch

E(Y):= /Y(w)dP(w) € [0, 00].
Q

Fiir eine Zufallsvariable X : Q — R definieren wir auBerdem
Xt :=max{0,X} >0 und X :=—min{0, X} > 0.
Dann gilt insbesondere X = X — X .

Betrachten wir direkt eine zentrale Aussage iiber den Erwartungswert.

Theorem A.2.5 (Halbstetigkeit des Erwartungswertes). Sei (2, X, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und (X, d) ein metrischer Raum. Fir f : Qx X — RU{oo} sei f(w,-) unterhalbstetig (vgl.
Def. fir fast alle w € Q und f(-,x) messbar fir alle x € X. Angenommen fir xop € X

existiert ein § > 0, sodass

inf .f(ax)

d(ﬁ,xo) Sé

messbar ist mit

E( inf f( — 0.
(d(:c}?o)<6f(’x))> >

Dann ist x € X — E(f(-, x)) unterhalbstetig in xg.

Beweis. Siehe Brenner |2, Theorem B.3.6].

A.3. Programmcode

Matlab-Musterprogramm zu Abbildung [2.Ta], 2.1D] 2.1 und [2.1d}

(A.2.1)

(A.2.2)

%$%%%%% Musterprogramm: Beispiel One Period

% Zuerst muessen wir alpha waehlen. Dabei muessen wir folgendes beachten.
% alpha in (9/22,9/2): keine gemeinsamen Punkte, hier: alpha=1.5

% alpha > 9/2: ein gemeinsamer Punkt, hier: alpha=7

alpha = 9/2: Growth Optimal Portfolio als gemeinsamer Punkt

alpha = 7;

% Berechnung der wichtigen Werte

_max = (22%alpha - 9)/(20xalpha);

= 0:0.0001:r_max;
nu = 0.55«xlog(l+alphaxr) + 0.45x1og(1-0.5%r);

nu-max = 0.55%xlog(l+alphaxr_max) + 0.45«xlog(1-0.5+«r_max);
nu-eins = 0.55%xlog(l+alpha) - 0.45xlog(2);
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[

% Plot der effizienten Punkte mit risikofreier Anlage

hold on

plot (r,nu, "Color', 'blue')

xlabel ('r")

ylabel ("\mu'")

set (get (gca, 'ylabel'), "rotation',0) %dreht Beschriftung auf y-Achse

NN N = e e e
N = S © w9 o o

% Ergaenzende Linie
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23 x = [rmax 1.5];
24 y = [nu-max nu-max];
25 line(x,y, 'Color', "black")
26
27 % Plot des Growth Optimal Portfolios
28 plot (r-max, nu-max,'o','Color', 'red")
29
30 $ Plot des effizienten Punktes ohne risikofreier Anlage
31 % horizontal
32 X [1 1.571;
33 y = [nu-eins nu-eins];
34 line(x,y,'Color', "black")
35 % vertikal
36 x = [1 17;
37 y = [0 nu_eins];
38 line(x,y, 'Color', 'black")
39 % nur der Punkt
40 plot(l, nu.eins,'o','Color', "blue')
41 hold off
Matlab-Musterprogramm zu Abbildung und [4.3}
1 %$%%%%% Musterprogramm: Beispiel DrawDown, RunDown, log-TWR
2
3 % Erstellen und plotten einer Kapitalentwicklung
4 hold on
5 x = 0:13;
6 y = [0 0.03 -0.04 -0.03 0.02 -0.01 -0.02 -0.05 -0.01 -0.02 0.09 0.03 0.04 0.045];
7 ylim([-0.06 0.11])
8 plot(x,y, 'black")
9 plot(x,y, 'black.', "MarkerSize', 12)
10 xlabel ('Perioden')
11 ylabel ("In TWR')
12 line(xlim¢(), [0,0], 'Linewidth', 1, 'Color', 'k'");
13
14 % Plot des Drawdowns
15 x = [0.69 0.8457;
16 y = [0.87 0.655];
17 annotation('textarrow',x,y, 'FontSize',13, 'Linewidth',2, 'Color', 'red')
18 annotation ('textbox',[.74 .55 .75
.31, 'EdgeColor', 'none', 'String', 'DrawbDown’', 'FontSize', 12, 'Linewidth"', 2)
19
20 % Plot des log-TWR
21 x = [0.14 0.847;
22 y = [0.425 0.648];
23 annotation('textarrow',x,y, 'FontSize',13, 'Linewidth',2, 'Color', 'blue')
24 annotation ('textbox',[.45 .32 .75
.31, '"EdgeColor', 'none', 'String', '"InTWR', 'FontSize', 12, 'Linewidth', 2)
25
26 % Plot des RunDowns
27 x = [0.14 0.517];
28 y = [0.41 0.16];
29 annotation('textarrow',x,y,'FontSize',13, 'Linewidth',2, 'Color', 'red'")
30 annotation('textbox',[.31 .045 .75
.31, 'EdgeColor', 'none', 'String', '"RunDown', 'FontSize',12, 'Linewidth', 2)
31 hold off

R-Musterprogramm zu den Untersuchungen in Kapitel [6}
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# Plotten der Trading Strategien
#

Kapital = read.csv2(".\\Eg_Growth Optimal Portfolio.csv", header=TRUE)
attributes (Kapital) $names = c("Datum", "MaxTWR", "EqualWeight™)

n = length (Kapital$Datum)

Kapital$Datum = as.Date (Kapital$Datum, format = '%d.%m.S%Y'")

par (las=1)

plot (Kapital$Datum, Kapital$MaxTWR, type="1", col="blue", xlab="STOXX Sectors",
ylab="Kapitalentwicklung", log="y", ylim=c (65,300))

lines (Kapital$Datum, Kapital$EqualWeight, lty=1, col="black")

abline (100, 0, untf=TRUE)

legend(locator(l), col=c("blue", "black"), lty=c(1l,1),
legend=c ("GOP", "EqualWeight"))

# Statistische Analyse der Trading Strategien
# J—

Kapitalentwicklung = Kapital$MaxTWR
Return = Kapitalentwicklung[2:n]/Kapitalentwicklung[l: (n-1)]

# TWR
round (Kapitalentwicklung[n] / 100, 2)

# Mean daily Return
MeanDailyReturn = mean (Return-1)

# Mean daily Return annualisiert
round (MeanDailyReturn * 250, 3)

# Daily Varianz der Returns
DailyVarianz = var (Return-1)

# Daily Standard Deviation der Returns
DailyStandardDeviation = (DailyVarianz) 0.5

# Daily Standard Deviation der Returns annualisiert in Prozent
round (DailyStandardDeviation = sqgrt (250) = 100, 1)

# Sharpe—-Ratio
round (sqrt (250) % MeanDailyReturn/DailyStandardDeviation,2)

# Absoluter DrawDown

AbsDrawDown = 1:n
for(i in 1:n){
AbsDrawDown[i] = max (Kapitalentwicklung[l:i]) - Kapitalentwicklung[i]

# Relativer DrawDown

RelDrawDown = 1l:n
for(i in 1:n){
RelDrawDown[i] = AbsDrawDown[i] / max (Kapitalentwicklung[l:1])

}

MeanRelativeDrawDown = mean (RelDrawDown)
round (MeanRelativeDrawDown = 100,1) # In Prozent
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# geometric Return over DrawDown
geoRoDD_Jahre = ((Kapitalentwicklung[n]/100)"~(1/17) - 1) / MeanRelativeDrawDown
round (geoRoDD _Jahre, 2)
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