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Einleitung

Wenn wir uns Modellierungen in der Finanzmathematik, wobei besonders die Port-
folio-Theorie zu nennen ist, im Ingenieurwesen oder in der Statistik betrachten,
werden in diesem Kontext hdufig Zufallsvariablen verwendet und deren Erwar-
tungswerte herangezogen, um diese grob einschidtzen zu konnen. Jedoch kénnen
wir uns leicht vorstellen, dass deren Ausagekraft mit der Unsicherheit in den je-
weiligen Zufallsvariablen, also mit ,,dem Mafs, inwieweit sie von ihrem Erwartungs-
wert abweichen”, steht und féllt. Diese Unsicherheit wird typischerweise mit der
Standardabweichung gemessen, obwohl auch gelegentlich die sogenannte mittlere
absolute Abweichung Anwendung findet. Dies hat aber auch gute Griinde, denn
z.B. in der Portfolio-Theorie vereinfachen sich bei Verwendung der Standardabwei-
chung so manche Rechnungen deutlich.

Trotzdem ist sie vom Ansatz her nicht in jeder Situation bestens geeignet; denn wir
konnen uns z.B. bei der Einschidtzung von Risiken vorstellen, dass man eher daran
interessiert ist, inwieweit eine Zufallsvariable unter- bzw. oberhalb des Erwartungs-
wertes bleibt. Die Standardabweichung ermdoglicht uns aber einen solchen Fokus
nicht, da sie ,symmetrisch” ist, d.h. Abweichungen nach oben und nach unten glei-
chermafien gewichtet.

Dieses Problem haben u.A. ROCKAFELLAR ET AL. schon friih erkannt und haben des-
halb in [12] mit Axiomen festgelegt, wann ein Funktional in diesem Kontext ein
sogenanntes , Abweichungsmaf3” fiir sie darstellt. Dieser allgemeine Ansatz hat sich
als sehr sinnvoll herausgestellt; denn einerseits erfiillen neben der Standardabwei-
chung sogar mehrere ganze Klassen an Funktionalen diese Axiome. Andererseits
ist der Ansatz nicht zu allgemein gewdhlt, da sich unter einer wenig einschranken-
den Bedingung, und zwar der sogenannten , Unterhalbstetigkeit”, sehr interessante
Dualitdtsaussagen formulieren lassen. Daher wollen wir den Ansatz von Rocka-
FELLAR ET AL. in dieser Arbeit vorstellen sowie die von Ihnen entwickelte Theorie
genaustens ausarbeiten und an einigen Beispielen illustrieren.

Vorab stellen wir kurz die Inhalte vor: Thematisch ist diese Arbeit in zwei Kapitel
unterteilt, wobei wir im ersten Kapitel hauptsédchlich die Theorie entwickeln bzw.
vorstellen und im zweiten Kapitel eher den Stellenwert dieser Theorie in Anwen-
dungen beleuchten. Zusétzlich sind im Anhang einige bekannte bzw. nebenséchli-
che Definitionen sowie niitzliche Hilfsaussagen zusammengestellt.



2 Einleitung

Jedenfalls orientiert sich das erste Kapitel in weiten Teilen an [12], wobei wir zum
Teil Schwerpunkte setzen, d.h. wir arbeiten die Beispiele detaillierter aus und ver-
allgemeinern manche Aussagen bzw. erganzen sie. Hingegen verzichten wir auch
auf einige wenige Resultate bzw. zitieren sie nur.

Zu Beginn fithren wir in Sektion 1.1 axiomatisch die sogenannten , Abweichungs-
mafie” ein und diskutieren direkt einige Beispiele. Neben einem hinreichenden Kri-
terium dafiir, wann ein , Abweichungsmaf3” stetig ist, definieren wir noch die Ei-
genschaft der ,lower range dominance”, der nur manche ,, Abweichungsmafie” ge-
niigen, und nennen einige Rechengesetze fiir ,Abweichungsmafie”.

Anschliefsend kommen wir in Sektion 1.2 zu dem zentralen Resultat von [12] und
ebenfalls dieser Arbeit, und zwar der dualen Charakterisierung von , unterhalbsteti-
gen Abweichungsmafien”, in der eine Eins-zu-Eins-Korrespondenz zwischen diesen
und sogenannten ,risk envelopes”, die wir auch axiomatisch beschreiben, hergestellt
wird. Fiir den Beweis verwenden wir einen bekannten Dualititssatz tiber Hilbertrau-
men. Zum besseren Verstidndnis prasentieren wir, wie man diese ,risk envelopes”
(geometrisch) interpretieren kann, und berechnen sie fiir einige Beispiele. Des Wei-
teren beschreiben wir, wie sich die ,risk envelopes” unter Transformationen und
Kombinationen von ,unterhalbstetigen Abweichungsmafien” verhalten.

In Sektion 1.3 fithren wir dann sogenannte ,strictly expectation bounded” und , ko-
hérente” Risikomafle ein, wozu wir nattirlich wieder Beispiele anfithren. Zwischen
der ersteren Art dieser Risikomafle und den Abweichungsmafien konnen wir iiber
eine erstaunlich einfache Transformation eine Eins-zu-Eins-Beziehung herstellen.
Obendrein erkennen wir in dieser Situation, dass sich die ,, Kohdrenz” des Risikoma-
f3es dual zur , lower range dominance” des korrespondierenden Abweichungsmafles
verhélt. Schliellich benutzen wir diese Erkenntnis, um duale Charakterisierungen
tiir diese Risikomafie zu erhalten, sofern sie ,,unterhalbstetig” sind.

Abschlieflend dient Sektion 1.4 dazu, unter Benutzung von ,Fehlerfunktionalen”
auf zwei Arten jeweils grofie Klassen an Abweichungsmafien zu erschlieffen. Dabei
treffen wir ebenfalls Aussagen dartiber, ob sie ,lower range dominated” und/oder
,(unterhalb-)stetig” sind. Jedoch zitieren wir dort jegliche Resultate nur ohne Beweis
aus [12].

Im zweiten Kapitel wollen wir anhand zweier Beispiele, denen wir je einen Ab-
schnitt widmen, festmachen, wie man die Resultate aus dem ersten Kapitel in pra-
xisndheren Situationen anwenden kann.

In der Sektion 2.1 konstruieren wir ein Abweichungsmafi, das aktuell besonders
in der Finanzmathematik eingesetzt wird. Als Ausgangspunkt dient der ,Value-
at-Risk”, der aber nur unzureichende Charakteristika aufweist. Deshalb wurde der
sogenannte ,Conditional Value-at-Risk” entwickelt, aus dem wir mithilfe von Aus-
sagen aus dem ersten Kapitel dieses gewiinschte Abweichungsmaf} mit schonsten
Eigenschaften generieren konnen. Anschliefsend stellen wir auf Grundlage von [1]
dann noch mit viel Arbeit einen Zusammenhang zwischen dem ,,Value-at-Risk” und



dem , Conditional Value-at-Risk” her.

Schliefllich stellen wir in Sektion 2.2 unter einschrankenden Annahmen an den zu-
grunde liegenden Wahrscheinlichkeitsraum vor, wie aus allgemeinen Abweichungs-
mafien ,Risikomafie” fiir die Portfolio-Theorie, also im Sinne von [9], generiert wer-
den. Jedoch handelt es sich dabei um andere Risikomafie als diejenigen aus Ab-
schnitt 1.3. Dariiber hinaus wenden wir manche dieser , Risikomafse” in einer Cha-
rakterisierung bzgl. der Existenz von sogenannten ,master funds” - ebenfalls aus
[9] - an, indem wir die dort aufgestellten Bedingungen an diesen ,Risikomafien”
verifizieren.

Zum Einstieg in die Mathematik setzen wir Folgendes fest: Es sei von nun an immer
ein Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,M,P)

gegeben, wobei (2 eine beliebige nicht-leere Menge, M als Teilmenge der Potenz-
menge ‘P(Q2) eine o-Algebra und P : M — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.
Damit kénnen je nach Anwendungsgebiet zwar ganz unterschiedliche Sachverhal-
te beschrieben sein, aber im Allgemeinen stehen die Elemente in (2 fiir gewisse
Szenarien in der Zukunft und in M sind einzelne dieser Szenarien zu Ereignissen
zusammengefasst, deren Eintrittswahrscheinlichkeit P festlegt.

Zum néheren Verstdndnis der nachfolgenden Inhalte benétigt man zusétzlich zu
grundlegenden Ergebnissen aus der Stochastik, Mafs- und Integrationstheorie sowie
der Funktionalanalysis Kenntnisse aus der Theorie der

(i) LP-Raume iiber (2, M, P), wozu wir eine zum Teil detaillierte Zusammenfas-
sung in Sektion A.1 des Anhangs erstellt haben,

(ii) Unter- und Oberhalbstetigkeit, dem die Sektion A.2 des Anhangs gewidmet
ist, sowie

(iii) zur Fenchel-Konjugierten, wozu wir in Sektion A.3 des Anhangs einige ele-
mentare Resultate zusammengestellt haben.

Hierbei wihlen wir L?((Q) stets als Grundraum, auf dem wir samtliche nachfolgen-
denden Funktionale definieren wollen. Da es sich bei den Elementen aus L?(2) um
Restklassen und nicht mehr um klassische Zufallsvariablen handelt, beschreiben wir
in Bemerkung (A.1.13) und in deren ndheren Umgebung, wie wir hier mit diesen
Elementen umgehen.

Warum wir L?(Q2) fiir unsere Zwecke bevorzugen, liegt auf der einen Seite daran,
dass dieser als Hilbertraum besonders schone Eigenschaften besitzt, worunter z.B.
fallt, dass wir einen einfachen Zugang zu den dualen Charakterisierungen in Ab-
schnitt 1.2 erhalten. Auf der anderen Seite ist es - wie eingangs angedeutet - unser
Ziel eine ganze Klasse von ,Abweichungsmaflen” zu erschlieffen, die sich dhnlich
wie die bekannte Standardabweichung

o(X) := [ X — EX[l2 (0.1)
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tiir eine integrierbare Zufallsvariable X : (2 — R verhalten. Dabei suggeriert die
Definition (0.1) gerade, dass L?((2) der i.A. grofite LP-Raum ist, auf dem die Stan-
dardabweichung noch ein endliches Funktional definiert. (Dazu verweisen wir zum
Einen auf Lemma (A.1.16) fiir p > 2 sowie die anschliefiende Bemerkung (A.1.17)
und zum Anderen auf die Bemerkung (A.1.22) fiir 1 <p <2 =:4.)

Um das Lesen dieser Arbeit angenehmer zu gestalten, bietet es sich an dieser Stelle
an, vorab einen Uberblick dariiber zu geben, wo in diesem Werk welche Axiome zu
finden sind; denn - wie schon in der obigen Themenvorstellung angedeutet - fiih-
ren wir hier nicht nur einige Funktionale axiomatisch ein, sondern charakterisieren
auch die sogenannten ,risk envelopes” in der dualen Charakterisierung von , unter-
halbstetigen Abweichungsmafien” u.A. durch Axiome und behandeln auch manche
Annahmen wie Axiome. Daher hoffen wir, dass besonders in den wenigen Fillen,
wo in einem Beweis o. A. keine Referenz beziiglich der Herkunft der verwendeten
Axiome vorliegt, die nachfolgende Tabelle hilfreich ist:

Axiome Referenz

D1) — (D4) | Definition (1.1.1)
D1'),(D2") | Lemma (1.1.4)
D5) Definition (1.1.8)
1) — (Q4) | Satz (1.2.3)

1) — (R5) | Definition (1.3.1)
R1),(R2") | Lemma (1.3.4)
rl) — (r3s) | Definition (2.2.3)
Al),(A2) Satz (2.2.5)




1 Theorie der Abweichungsmafie

1.1 Definition und erste Eigenschaften

Wir beginnen direkt mit der grundlegenden Definition von allgemeinen , Abwei-
chungsmafien”. Dabei wiahlen wir den axiomatischen Ansatz aus [12, Definition 1]
sowie den zugehorigen Ergdnzungen. Es sei jedoch bemerkt, dass wir in dieser Ar-
beit stets die Festlegungen bzgl. des Rechnens mit 0o aus Bemerkung (A.1.7) ver-
wenden.

(1.1.1) Definition (Allgemeine Abweichungsmafe)
Ein Funktional D : L?>(Q) — [0, c0] heifst Abweichungsmas, falls es folgende Eigenschaf-
ten erfiillt:

(D1) D(X+C) =D(X) fiiralle X € L*>(Q) und C € R,

(D2) D(0) =0 und D(AX)=AD(X) fiiralle X € L?>(Q) und A >0,
(D3) D(X+Y) <D(X)+D(Y) fiiralleX,Y € L*(Q),

(D4) D(X) >0 fiir alle nicht-konstanten X € L*(Q).

Falls D zusiitzlich endlich ist, d.h. D(L?(Q2)) C [0, 00) gilt, nennt man D entsprechend ein
endliches Abweichungsmafs. o

(1.1.2) Bemerkung
a) Wir bezeichnen die Axiome in

D1) als Translationsinvarianz,

D2) als positive Homogenitit,

D3) als Subadditivitit und

D2) und (D3) zusammen als Sublinearitit.

(
= (
= (

(

b) In obiger Situation ist D insbesondere konvex; denn zu X,Y € L?(Q2) und A €
[0,1] ist

DAX+(1-1)Y) < DAX)+D((1-2)Y) = AD(X)+ (1 —-A)D(Y).
(D3) (D2)
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¢) Auferdem hingt D(X) nach (D1) nur von X — EX fiir jedes X € L2(Q2) ab, d.h.
es ist D(X) = D(X — EX). Dariiber hinaus ist genau dann D(X) = 0, wenn X
konstant ist, das sich unmittelbar aus einer Kombination von (D1), (D2) und
(D4) ergibt. Dies passt natiirlich auch zu unserer Idee, dass D ein Ma8 fiir die
Unsicherheit einer Zufallsvariablen sein soll, denn eine konstante Zufallsvariable
X € L?(Q) stimmt schlieflich in fast allen w € ) mit ihrem Erwartungswert EX
tiberein. Jedenfalls erhalten wir insgesamt

0=D(X)=D(X—-EX) <« X—EXistkonstant
< X ist konstant
& X=EX
& X—EX=0.

Zusammen mit (D3) kann man dies so interpretieren, dass D auf dem Unter-
raum

{(X-EX|Xel*(0)}={XeL?*(N)|EX=0}

evtl. bis auf die Eigenschaft der Symmetrie eine Art ,Norm” darstellt, wobei
wir mit Symmetrie stets die Beziehung D(X) = D(—X) fiir alle X € L?(Q)
bezeichnen. In der Literatur wird dieser Unterraum auch gelegentlich als der
Unterraum der ,reinen Unsicherheit” von L?(02) bezeichnet.

d) Tatsachlich sind eine ganze Reihe von Abweichungsmafien nicht symmetrisch,
wie wir spater sehen werden. Anschaulich konnen wir die Symmetrie eines Ab-
weichungsmafies D unter Verwendung der Identitét

D(X) = D(X — EX)

fiir jedes X € L?(Q) so interpretieren, dass D die Schwankungen von X nach
oben und unten im Vergleich zum Erwartungswert gewissermafien gleich ge-
wichtet.

e) Aufgrund der i.A. nicht vorhandenen Symmetrie definiert

D:L*(Q) — [0,00], D(X):=D(-X) (1.1)

ein Funktional, das zwar offensichtlich immer noch ein Abweichungsmafs ist,
aber i.A. nicht mit D iibereinstimmt. Ferner besitzen D und D dieselben Charak-
teristika in Bezug auf Endlichkeit, (Unterhalb-)Stetigkeit und Symmetrie. Dabei
wird D gelegentlich als die Reflexion von D bezeichnet. o

Zur Illustration betrachten wir ein paar erste Beispiele.
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(1.1.3) Beispiele

a)

b)

Zuallererst wollen wir uns davon iiberzeugen, dass die Standardabweichung
0:L*(Q) = [0,00), o(X)=|X—EX|>

auch im Sinne von Definition (1.1.1) ein Abweichungsmafs ist, wobei die End-
lichkeit und Nichtnegativitdt schon bekannt sind.

Die vier Axiome sind aber ebenfalls offensichtlich: Denn (D1) ergibt sich unmit-
telbar aus

(X+C)—E[X+C]=X—-EX+C—E[C]=X—EX
=C

fir alle X € L?(Q) und C € R, wihrend (D2) und (D3) aus der Linearitit
von X — X — EX und der positiven Homogenitit bzw. Subadditivitit von || - ||
folgen. Schlieflich sei X € L?(Q) mit ¢(X) = 0, das aufgrund der positiven
Definitheit von || - || nur fiir X — EX = 0 bzw. X = EX mdoglich ist, d.h. X ist
insbesondere konstant. Daher trifft auch (D4) zu.

Dartiber hinaus ist ¢ offenbar symmetrisch und stetig. Dabei ist letzteres deshalb
erfiillt, weil sowohl die Zuordnung X +— X — EX (siehe dazu z.B. Bemerkung
(A.1.17)) als auch | - ||, auf dem Raum L?((2) stetig sind.

Im Zusammenhang mit der Standardabweichung sind auch die Standard-Semi-
Abweichungen o, 0_ : [?(Q) — [0,00) gegeben durch

0 (X) = [[X = EX]4[l2 und o (X):= ||[X - EX] |2

von besonderer Bedeutung, wobei wir die Notationen aus Definition (A.1.23)
verwenden. Aufgrund der Beziehung [Y]_ = [—Y]; fiir alle Zufallsvariablen
Y : (2 — Rist o_ gerade die Reflexion von ¢ aus Bemerkung (1.1.2) e). Deshalb
gelten alle folgenden Eigenschaften von ¢ auch fiir o_:

Zunichst ist mit X — EX € L?(Q) nach Lemma (A.1.24) (iv) auch [X — EX]. €
L%(Q) fiir alle X € L?(), sodass ¢ endlich ist.

Obendrein ist o ein Abweichungsmaf3: (D1) l4sst sich ndmlich mit demselben
Argument wie in a) zeigen und (D2) ist ohnehin klar. Fiir den Nachweis von
(D3) verwende man die Ungleichungen aus (A.1.24) (iii) sowie die Monotonie-
Eigenschaften und die Subadditivitidt von || - ||2. Es bleibt noch (D4) zu zeigen:
Dazu sei X € L?(), sodass

0 =0 (X) = [I[X = EX]+ ]2

gilt, d.h. es ist [X — EX]; = 0 bzw. X < EX. Dann muss {X < EX} aber eine
Nullmenge sein; denn sonst existiert ein C € R mit C < EX, sodass P({X <
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C}) > 0 ist. Dies liefert dann mit

EX:/XdP: / XdP + / XdP
0 {(X>C} {x<C}

< / EXdP + / Cdp

(x>C) (x<cy
_P({X>C})-EX+PUX<C})-C
<P({X>C}) EX+P({X<C}) EX=EX

einen Widerspruch. Da { X < EX} somit eine Nullmenge sein muss, gilt X > EX
und daher insgesamt X = EX, sodass X konstant ist. Damit erfiillt o auch (D4).
Aufierdem ist o wie in a) als Verkniipfung stetiger Funktionen stetig, wenn man
zusatzlich Lemma (A.1.24) (iv) heranzieht.
Jedoch ist o in den meisten Fdllen nicht symmetrisch. Dazu nehmen wir an,
dass eine Menge M € M mit P(M) € (0, 3) existiert, das in den meisten nicht-
trivialen Wahrscheinlichkeitsraumen, wie z.B. in esssentiell unendlichen Wahr-
scheinlichkeitsraumen, siehe Definition (A.1.18), zutrifft. Dann betrachten wir
die Zufallsvariable

1
P(M)
wobei 1, die charakteristische Funktion der Menge M sei. So ist EX = 1 und
somit

X:0-R, Xw):= Apm(w), (1.2)

X~ EX+ @) = (g~ 1) - Im(w)
bzw.
[(=X) — E[-X]], (@) = Ty ()

tiir alle w € 2. Daraus folgt

2 —
o2 (X) = P(M) (% - 1) = %A%M)(l —P(M)) (1.3)
o2 (=X) =P(Q\ M) =1-P(M),
sodass wir

o2 (X) # 02 (~X)
erhalten. Denn zum Einen ist P(M) # 1 und zum Anderen ist
1-P(M) 1
—— =1 & PM)=
was von Vornherein ausgeschlossen wurde. Die i.A. fehlende Symmetrie ist aber
auch schon unmittelbar anhand der Definition von o erkennbar, da der Schwer-

punkt offensichtlich auf Schwankungen nach oben gelegt wird, wahrend er bei
o_ auf Schwankungen nach unten liegt.
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c) Oft von Interesse ist auch, wie grofd die maximale Abweichung vom Erwartungs-
wert nach oben oder unten ist. Dabei widmen wir uns zunéchst der Abweichung
nach unten, welche das Funktional

- L2(Q) - [0,00], $_(X):=EX —essinf X =esssup (EX—X) (14)

bestimmt, wobei das essentielle Infimum und Supremum in Defintion (A.1.4)
erklart sind. Fiir die obige Umformung von 1_(X) haben wir Lemma (A.1.6)
(ii) genutzt. Als erstes miissen wir die Nicht-Negativitdt von ¢_ begriinden: Sei
X € L?(N), soist {X < ess inf X} nach Lemma (A.1.6) (iv) eine Nullmenge und
daher ist X > ess inf X. Wghrend ¢ (X) = EX —ess inf X > 0 fiir ess inf X =
—oo direkt erfiillt ist, ist es fiir ess inf X € IR wegen

EX:/XdP > /essiandP:essian
Q

0
auch wabhr.
Hingegen ist ¢ i.A. nicht endlich: Dafiir wéahlen wir z.B. in der Situation von
Bemerkung (A.1.22) die Zufallsvariable X := —X,, € L*(Q2) fiir ¢ > 2. Diese

geniigt der Eigenschaft, dass ess inf X = —oo und daher ¢_(X) = oo ist. Falls
wir jedoch einschrankend annehmen, dass ((2, M, P) essentiell endlich ist, dann
ist ¢ mithilfe von Lemma (A.2.5) insbesondere endlich.

Wie zu erwarten war, ist {_ ebenfalls ein Abweichungsmaf$: Dazu seien X €
L?(Q2) und C € R. Dann ist nach Definition des essentiellen Infimums

Pp_(X+C)=E[X+C]—essinf (X+C) = E[X]+ C — (essinf X+ C)
=EX —ess inf X = ¢_(X),

d.h. (D1) ist erfiillt. Des Weiteren ist (D2) klar und (D3) ergibt sich aus der
Linearitit des Erwartungswertes auf dem Raum L?(Q2) zusammen mit der Un-
gleichung aus Lemma (A.1.6) (vi). Zum Nachweis von (D4) sei X € L?(Q) mit

0=19y_(X)=EX—essinf X,

also EX = essinf X. Da wir schon wissen, dass X > essinf X gilt, ist also
insgesamt
X > essinf X = EX.

Ab hier erhalten wir analog zu b), dass X konstant sein muss. Dies entspricht
gerade (D4).

Zu den Stetigkeitseigeschaften von ¢_ ldsst sich folgendes sagen: Wenn (2, M,
P) essentiell endlich ist, dann ist das Funktional H; aus Lemma (A.2.5) stetig,
sodass dies zusammen mit der Stetigkeit der Abbildung X > EX auf dem Raum
L%(Q) impliziert, dass auch ¢_ stetig ist. Andernfalls verwenden wir die rechte
Seite der Definition von ¢_ in (1.4), um zu sehen, dass y_ als Komposition von
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der stetigen Zuordnung X — EX — X und dem unterhalbstetigen Funktional
H? aus Lemma (A.2.5) auch wieder unterhalbstetig ist. Dabei betonen wir aber,
dass ¢_ hier in der Tat nicht stetig ist, da das Funktional H,; wiederum in der
anderen Darstellung von ¢_ nach Lemma (A.2.5) unstetig ist.

Dariiber hinaus ist {_ ein weiteres Beispiel fiir ein Abweichungsmafs, das meis-
tens nicht symmetrisch ist. Denn unter denselben (leicht einschrankenden) An-
nahmen wie in b) wahlen wir die Zufallsvariable X aus (1.2) als Beispiel. Dann
ist einerseits ess inf X = 0 und andererseits

essinf (—X) = —% < =2,

da P(M) € (0, 3) angenommen wurde. Daraus folgt

1

Pp_(X)=EX—essinf X=1< (-1) — (_W

> — E[-X] — ess inf (—X)
=9 (=X).
Wenn wir jetzt die zu 1 gehorige Reflexion
F(X)=9_(—X) = esssup (E[-X] — (—X)) =esssup X —EX  (L5)

betrachten, fillt uns sofort ins Auge, dass diese gerade die maximale Abwei-
chung einer Zufallsvariablen X € L?((2) von ihrem Erwartungswert nach oben
misst. Daher bezeichnen wir dieses Funktional mit ;. Wegen dieses Zusam-
menhangs von ¢_ und ¢ konnen wir wiederum folgern, dass sich alle Eigen-
schaften von ¢_ auf ¢ tibertragen. o

Bemerkenswert ist an Definition (1.1.1), dass ROCKAFELLAR ET AL. Abweichungsma-
e in [12, Proposition 1] durch zum Teil scheinbar schwéchere Axiome wie folgt
charakterisieren konnten.

(1.1.4) Lemma
Ein Funktional D : L?>(Q) — [0,00] ist genau dann ein Abweichungsmaf, wenn D die
Axiome

(D1') D(C) =0 fiiralle C € R,

(D2") D(AX) = AD(X) fiiralle X € L?(Q) und A > 0
sowie (D3) und (D4) erfiillt. o
Beweis

, = “ Wihrend (D2') unmittelbar aus (D2) folgt, wihlen wir fiir den Nachweis
von (D1’) ein beliebeiges C € R, sodass

D(C)=D(0+C) = D(O) = 0
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folgt.

, < *“ Zunichst erhalten wir (D2) aus (D1’) mit C = 0 und (D2'). Ferner seien
X € L2(2) und C € R. Dann ergibt sich

D(X)=D(X+C-C) < D(X+C)+D(-C) = D(X+C)

(D3) (D7)
< D(X)+D(C)
(D3)
= D(X),
o) (X)
also D(X + C) = D(X). Somit gilt auch (D1I). O

Nachfolgend prasentieren wir ein interessantes hinreichendes Kriterium dafiir, wann
ein Abweichungsmaf stetig ist, das auf [12, Proposition 2] basiert. Im Beweis ver-
wenden wir den Begriff der ,Doméne”, der in Definition (A.2.10) erkléart ist.

(1.1.5) Satz (Stetigkeit von Abweichungsmafien)
Sei D : L2(Q) — [0,00) ein endliches und unterhalbstetiges Abweichungsmap. Dann ist D
sogar stetig. o

(1.1.6) Bemerkung

Daraus konnen wir schliefSen, dass die Abweichungsmafie ¢ und ¢ in Beispiel
(1.1.3) ¢) nicht endlich sein kénnen, falls der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, M, P)
essentiell unendlich ist; denn wir haben bereits festgestellt, dass sie in dieser Situa-
tion zwar unterhalbstetig, aber nicht stetig sind, sodass sie nach Satz (1.1.5) nicht
endlich sein konnen.

Im Zusammenhang mit Bemerkung (A.1.17) bedeutet dies also, dass wir je ein X €
L%(Q) mit ess inf X = —co oder ess sup X = oo finden. In beiden Fillen ist dann
|X| € L2(Q) und || X||e = ess sup | X| = o0, d.h. L2(Q) C L®(Q). o

Beweis von Satz (1.1.5)

Nach Bemerkung (1.1.2) b) ist D insbesondere konvex. Zudem bedeutet die Endlich-
keit von D gerade, dass dom(D) = L?((2) gilt. Zusammen mit der Unterhalbstetig-
keit von D liefert dann der nachfolgende Satz (1.1.7), dass D stetig ist. [J

Der anschliefiende Satz, auf den wir uns gerade bzw. auf den sich schon Rocka-
FELLAR ET AL. in ihrer Proposition bezogen haben, ist ein weitaus allgemeineres
Resultat aus der konvexen Analysis, das zwar von Idee her grundsatzlich [3, Satz
(5.22)] entspricht, aber sogar eine Verallgemeinerung davon darstellt.

(1.1.7) Satz
Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer linearer Raum und F : X — (—o0, 00| ein unter-
halbstetiges konvexes Funktional. Dann ist F stetig auf int(dom F). o
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Beweis
Sei xg € int(dom F). Somit existiert zum Einen ein C € R mit F(xy) < C und zum
Anderen ein r > 0 mit

B,(xg) C dom F. (1.6)

Unser Ziel ist es nun eine Umgebung U von x; zu finden, sodass F(x) < C fiir alle
x € U ist. Dann liefert Satz (A.2.13) ndmlich die Stetigkeit von F in xy.

Dazu nehmen wir (E an, dass xy = 0 ist; denn ansonsten betrachten wir das Funk-
tional

G: X = (—o0,00], G(x):=F(x+xp),
das offenbar genauso wie F unterhalbstetig und konvex ist. Obendrein gilt
G(0) = Flx) <C

sowie B,(0) C dom G aufgrund der Translationsinvarianz von d und G ist genau
dann in Null stetig, wenn F in xy stetig ist.
Unter dieser vereinfachenden Annahme definieren wir

O:=Vc(F)={xeX| F(x) <C}

aus Lemma (A.2.3). So ist nach Annahme einerseits 0 € O und andererseits ist O
aufgrund der Unterhalbstetigkeit von F und Lemma (A.2.3) abgeschlossen. Dartiber
hinaus erhalten wir aus der Konvexitat von F, dass auch O konvex ist. Auf dieser
Grundlage untersuchen wir jetzt die Menge

Vi=0nN(-0)={xe X | F(x) <Cund F(—x) < C}.

Da mit O auch —O abgeschlossen und konvex ist sowie die Null enthilt, treffen
diese drei Aussagen ebenfalls auf ihre Schnittmenge V zu. Ferner ist offensichtlich
—x € V fur alle x € V, d.h. wir erhalten

V=-V. (1.7)
Zwischenbehauptung: Zu jedem x € X existiert ein 6 = 6(x) > 0, sodass tx € V fir
alle t € R mit |t| < J ist.

Dazu: Wir betrachten die Funktion
H:R — (—o0,00], H(t):= F(tx),

welche deshalb konvex ist, da F konvex ist. Aufgrund der Stetigkeit der Skalar-
multiplikation auf X existiert ein o = ty(x) > 0, sodass mit der Beziehung (1.6)
gerade

tx € B;(0) C dom F (1.8)
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fur alle t € R mit || < ¢ ist. Dann kénnen wir zu jedem t € (—tg, fp) den Parameter
Ai=1— ﬁ € (0,1) definieren und damit

1 t t

t= (5 — 2_t0) (—to) + G + 2_t0) to = A(—to) + (1 — A)to

schreiben, wobei die rechte Seite dann natiirlich eine Konvexkombination darstellt.
Zusammen mit der Konvexitit von H erhalten wir deshalb

H(t) = H(A(—to) + (1 = A)to)
< AH(—to) + (1 = A)H(to)
< A-max{H(—to), H(to)} + (1 —A) -max{H(—ty), H(to)}
= max{H(—ty), H(ty)} =: K.
Dabei ist K < oo aufgrund der Beziehung (1.8). Insgesamt ist H(t) < K fiir alle

t € (—to, tp), sodass H nach Satz (A.2.13) stetig in Null ist. In Kombination mit
H(0) = F(0) < C liefert dies die Existenz eines § = (x) > 0, sodass

F(tx) =H(t) < C
fiir alle t € R mit |¢t| < J ist, das gerade der Zwischenbehauptung entspricht.

Die Aussage aus der Zwischenbehauptung kénnen wir auch wie folgt formulieren:
Zu jedem x € X existiert ein 6 = 6(x) > 0, sodass x € sV fiir alle s € R mit |s| > 6
gilt. Dies impliziert

X=Jnv,
n=1
wobei mit V nattirlich auch nV fiir alle n € IN abgeschlossen und konvex ist sowie
die Null enthilt. Aufgrund der Vollstindigkeit von (X, d) ist der Kategoriensatz
von Baire, siehe [10, Satz (2.3.7)], anwendbar. Aus diesem folgt, dass wir ein np € IN
finden, sodass 7oV nicht nirgends dicht ist, d.h. es ist

0 # int(ngV) = int(noV),

wobei wir fiir die letzte Gleichheit die Abgeschlossenheit von 1oV benutzt haben.
Somit existiert ein y € int(nV), also ist Br(y) C noV bzw. HLOBR(y) C V fiir ein
geeignetes R > 0. So ergibt sich erneut mit der Stetigkeit der Skalarmultiplikation
auf X, dass nlOB r(y) offen und somit z := nlo € int(V) ist. Wegen der Gleichheit (1.7)
ist somit z € int(—V) und mit derselben Argumentation wie oben ist dies dquivalent
zu —z € int(V). Insgesamt ist daher

+z € int(V). (1.9)
Daraus konnen wir dann

. (1 1.\ .
0 (E) int (EV + EV) = int(V) (1.10)
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folgern: Dabei erhalten wir die letzte Gleichheit direkt aus der Konvexitdt von V,
sodass nur noch (+) zu zeigen bleibt. Dazu wéhlen wir ein geeignetes ¢ > 0 mit

Bu(z) CV und Bu(—z)CV,
das nach (1.9) existiert, und ein beliebiges w € B,,(0). So ist offenbar w &z € B, (+z)
aufgrund der Translationsinvarianz von 4 und damit

1 1 1 1 1
w = E(w+z) +§(w—z) € EBV(Z) + EBH(—Z) - §V+ =

N| —

Da w beliebig gewdhlt war, ist daher B, (0) C 1V + 3V bzw. 0 € int

VRS

%VJr%V).

Nun existiert nach (1.10) eine Umgebung U von xp = 0 mit U C V, das nach
Definition von V insbesondere bedeutet, dass F(x) < C fiir alle x € U ist. O

Motiviert von den Dualititsbeziehungen der Abweichungsmafse, die wir in Ab-
schnitt 1.2 genau untersuchen werden, erweiterten ROCKAFELLAR ET AL., die Defi-
nition (1.1.1) um ein spezielles Axiom, das bei weitem nicht alle Abweichungsmafle
erfiillen, siehe dazu [12, Definition 2].

(1.1.8) Definition (Lower range dominance)
Ein Abweichungsmaf8 D : L2(QQ) — [0,00] heift lower range dominated, falls es der
Eigenschaft

(D5) D(X) < EX —essinf X fiiralle X € L?(Q)
geniigt. o

(1.1.9) Bemerkung

Offensichtlich bedeutet das Axiom (D5), dass ein Abweichungsmaf D, fiir das die-
ses zutrifft, in besonderer Weise von der Abweichung der Zufallsvariablen X &<
L%(Q) nach unten im Verhiltnis zu ihrem Erwartungswert abhéngt. Besonders niitz-
lich wird diese Eigenschaft fiir das Verstandnis der sogenannten ,risk envelopes®,
die wir in Abschnitt 1.2 einfiihren werden. o

Nun wollen wir die bisher vorgestellten Beispiele erneut aufgreifen und herausar-
beiten, ob sie lower range dominated sind.

(1.1.10) Beispiele

a) Die Abweichungsmafle o aus Beispiel (1.1.3) b) und _ aus Beispiel (1.1.3)
c) sind stets lower range dominated: Wahrend dies fiir _ offensichtlich ist,
miissen wir fiir c— unterscheiden, ob das essentielle Infimum einer gegebenen

Zufallsvariable X € L?(Q) endlich ist: Fiir essinf X = —oo ist die in (D5)
geforderte Ungleichung offenbar erfiillt; falls hingegen ess inf X € R ist, folgt
aus

0 < [X—-EX]- =max{0,EX — X} < EX —essinf X
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b)

und den Monotonie-Eigenschaften von || - ||, dass
o (X) = ||[X—EX]_|l2 < ||[EX —ess inf X||, = EX —ess inf X
und somit (D5) gilt.

Die verbleibenden Beispiele ¢, 0 und 1 aus Beispiel (1.1.3) sind allesamt i.A.
nicht lower range dominated. Dazu nehmen wir erneut an, dass eine Menge M <
M mit P(M) € (0,1) existiert. (In den iibrigen Fillen kann man leicht zeigen,
dass sie lower range dominated sind, aber solche Wahrscheinlichkeitsraume sind
fiir uns nicht so interessant.) Dann wissen wir bereits tiber die Zufallsvariable

1
P(M)

aus (1.2), dass EX = 1 und ess inf X = 0 gilt. Aufierdem ist

X:0->R, Xw):= Ay (w),

ess sup X = > 2,

1
P(M)
sodass wir .

P4+ (X) = m—l >1=EX —essinf X

erhalten, d.h. 1, ist in dieser Situation nicht lower range dominated. Um dies
auch fiir o und o zu zeigen, miissen wir zusitzlich von (02, M, P) fordern,
dass wir P(M) fiir eine Menge M € M so klein wihlen konnen, dass sogar

(1-P(M))

N 1 (1.11)

oder
3-V5

2
ist. Der Wahrscheinlichkeitsraum geniigt dieser Anforderung, falls er z.B. essen-
tiell unendlich ist; dazu benutze man Satz (A.1.20). Jedenfalls folgt daraus fiir
die obige Zufallsvariable X zusammen mit Gleichung (1.3), dass

2
oy (X) = \/% 2 1=EX —ess inf X

(1=P(M)>=P(M)>0 bzw. 0<P(M)<

ist. Ferner ergibt sich wegen
0 < [X—EX], < |X - EX]|
und der Monotonie-Eigenschaften von || - ||, dass
o(X) = X — EX|ls = X — EX|ll> = |[X — EX] [l = 4 (X)

gilt, sodass sowohl ¢ als auch ¢ nicht lower range dominated sind. o



16 1 Theorie der Abweichungsmayse

SchliefSlich stellen wir noch zwei fiir uns wichtige Kombinationsmoglichkeiten von
Abweichungsmafsen vor, die ROCKAFELLAR ET AL. jedoch in einem anderen Kontext
in [12, Proposition 4] nebenbei behandelten. Dabei ist die Giiltigkeit der jeweiligen
Axiome eine elementare Konsequenz aus den Definitionen.

(1.1.11) Lemma
Seien Dy, ..., Dy : L>(Q) — [0, 00| Abweichungsmage. Dann gilt:
(i) Das Funktional
n
Y AD;: L*(Q) — [0, 0]
i=1
ist fiir Ay,..., Ay > 0 ebenfalls ein Abweichungsmafs, das lower range dominated ist,
falls es alle Dy, . .., Dy sind und obendrein y}' 1 A; <1 gilt.
(ii) Das Funktional
max{Dy,..., Dy} : L*(Q) — [0, 0]

ist ein AbweichungsmafS, das genau dann lower range dominated ist, falls es alle
Dq,...,D, sind. o

(1.1.12) Bemerkung
Zu einem Abweichungsmal D : L?(Q2) — [0,00] kénnen wir neben der schon be-
kannten Reflexion D, die wir in (1.1) definiert haben, die Symmetrisierung

A A 1 -

D:L*(Q) — [0,00], D(X):= E(D(x) +D(X))
von D definieren, die ROCKAFELLAR ET AL. ebenfalls im Anschluss an [12, Definition
1] einfithrten. Nach Lemma (1.1.11) ist diese wiederum ein Abweichungsmafs, das -
wie der Name schon andeutet - symmetrisch ist; das kann man ndmlich unmittelbar
anhand der Definition erkennen. o

Eine dhnliche Verkniipfung diskutieren wir in folgendem

(1.1.13) Beispiel

Im Zusammenhang mit ¥_ und ¢ aus Beispiel (1.1.3) c), die die maximalen Ab-
weichungen vom Erwatungswert nach unten bzw. oben bestimmen, liegt der Ge-
danke nahe, auch die maximale Spannweite einer Zufallsvariablen zu messen, das
das Funktional

¥:L2(Q) = [0,00], P(X):=esssup X — ess inf X
realisiert. Sofort fallt uns ins Auge, dass wir

P(X) = esssup X —ess inf X = (ess sup X — EX) + (EX — ess inf X)

— e (X) + - (X) (12
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fir alle X € L2(Q2) schreiben konnen. Daher ist ¢ nach Lemma (1.1.11) ebenfalls ein
Abweichungsmafs, fiir das wiederum dieselben Aussagen bzgl. der Endlichkeit wie
in Beispiel (1.1.3) c¢) zutreffen.

Jedoch ist ¢ i.A. nicht lower range dominated; dazu reicht es anzunehmen, dass
eine Menge M € M mit P(M) € (0,1) existiert. So erhélt man unter Verwendung
Zufallsvariable

1
wegen EX =1, ess inf X = 0 und ess sup X = ﬁ offensichtlich die Ungleichung
1
P(X) =esssup X —ess inf X = PO >1=EX —essinf X,

sodass ¥ in dieser Situation nicht (D5) erfiillt.

Um Aussagen iiber (Unterhalb-)Stetigkeit zu treffen, unterscheiden wir erneut Falle
bzgl. des Wahrscheinlichkeitsraumes: Falls (2, M, P) essentiell endlich ist, ist ¢ als
Summe von ¢ und _, die bekanntlich in diesem Fall stetig sind, auch stetig. An-
sonsten erhalten wir aus der Unterhalbstetigkeit von ¢ und ¢_, dass nach Lemma
(A.2.9) (i) genauso ¢ unterhalbstetig ist. Wir miissen aber wieder feststellen, dass
¥ in diesem Fall tatsdchlich unstetig ist; dazu verweisen wir auf die gewihlte Bei-
spielfolge (X,(lz’oo))n o aus (A7), die wir auch im Beweis des Zusatzes von Lemma
(A.2.5) verwendet haben.

Im Gegensatz zu 1 und ¢_ ist {p symmetrisch; denn man erinnere sich an die
Identitat (1.12) und daran, dass 14 gerade die Reflexion von ¢_ ist, das wir auch in
Gleichung (1.5) nachgerechnet haben. o

1.2 Dualitit von Abweichungsmafien

In dieser Sektion ist es unser wesentliches Ziel, eine bzw. die duale Charakteri-
sierung von Abweichungsmafien von ROCKAFELLAR ET AL. zu erarbeiten, die uns
ein tieferes Verstdndnis von unterhalbstetigen Abweichungsmafien ermoglicht. Als
Grundlage wird der folgende zentrale Dualitdtssatz benotigt. Als Inspiration fiir
dessen Beweis dienten neben [12, Theorem 1] zudem die verschiedenen Ergebnisse
aus [11, S. 112 - 114]. Dabei stellte sich heraus, dass die Verwendung der sogenann-
ten , Fenchel-Konjugierten” tiber Hilbertrdumen dufSerst niitzlich ist; die zugehorige
Theorie ist in Abschnitt A.3 des Anhangs zu finden.

(1.2.1) Satz

Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann ist ein Funktional F : X — (—o0, 00| genau dann
unterhalbstetig, konvex und positiv homogen mit dom F # 0, falls eine nicht-leere, konvexe
und abgeschlossene Menge Y C X existiert, sodass

F(x) = sup (x,y)
yey
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fiir alle x € X geschrieben werden kann. In dieser Situation ist Y eindeutig und es gilt
YV={yeX|F(x)>(xy) firallexe X}. (1.13)
Zudem ist F genau dann endlich (und daher stetig), falls ) beschriinkt ist. o

Beweis

Wir zeigen zuerst die behauptete Aquivalenz, wobei sich dann herausstellen wird,
dass wir in dieser Situation ) wie in (1.13) wéhlen kénnen. Anschlieflend widmen
wir uns der Eindeutigkeit sowie dem Zusatz.

e

Aquivalenz: = Sei F also unterhalbstetig, konvex und positiv homogen mit
dom F # (). Dann betrachten wir die zugehorige Fenchel-Konjugierte

F*: X — [—o0,00], F*(x):=sup {{x,y)—F(y)}
yeX

von F aus Definition (A.3.1). Nach Satz (A.3.4) gilt somit:

(i) Esist F** = F.

(ii) Die Fenchel-Konjugierte F* besitzt die Eigenschaft, dass 7* > —co und dom
F* nicht-leer ist. Dariiber hinaus ist sie konvex und unterhalbstetig.

Insbesondere ist 7** = F damit positiv homogen, sodass wir fiir A € (0,1) und
x € X die Gleichungskette

F(x) = F*(x) =AF*(Ax) = A- su)p( {()le,y> —F (y)}
ye

= sup {{x,y) —AF"(y)} (1.14)
yeX

= (AF7) (%),

d.h. F = (AF*)*, wobei wir mehrmals die Definition der Fenchel- und Bikonjugier-
ten verwendet haben. Da die Eigenschaften der Fenchel-Konjugierten F* aus (ii)
auch fir AF* bestehen bleiben, konnen wir wiederum aus Satz (A.3.4) (i)

(AF* )™ = AF*
folgern. In Kombination mit der Identitdt (1.14) ergibt dies
Fr(x) = (AF*)) (x) = (AF) ™ (x) = AF*(x)

fur alle x € X. Wegen F*(X) C (—o0,00] nach (ii) und der Wahl von A ist dies nur
moglich, falls
F* () € {0,00) (1.15)
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ist. Genauer gesagt erhalten wir

F(x) = 0 furxe), (1.16)
oo furx ¢y '

mit einer geeignet zu wiahlenden Menge J C X. Fiir unsere Zwecke ist die Wahl
Y={yeX[F(y) <0}
sinnvoll, da die Charakteristika von F* in (ii) Folgendes fiir J implizieren:

a) ) ist nicht-leer, weil dom F* nicht-leer ist und daher nach (1.15) ein y € X’ mit
F*(y) = 0 existieren muss.

b) Y ist konvex, weil F* konvex ist.

c) Y ist abgeschlossen, das sich aus der Unterhalbstetigkeit von F* sowie Lemma
(A.2.3) ergibt.

Nun ist fiir jedes y € X genau dann y € ), falls

0> F(y) = sup {{(x,y) = F(x)}

ist, das jedoch nichts anderes als
0> (xy) - F(x) bzw.  Fl(x) 2 (xy)
tiir alle x € X bedeutet. Daher konnen wir
Y={ye X |F(x)>(x,y) furallexe X}

schreiben, das gerade mit der Darstellung (1.13) iibereinstimmt. Ferner stellen wir
fest, dass

Flx) = F7(x) =sup {(x,y) = F"(y)} = sup {(x,y) —F"(y)} =sup (x,y)
yeX 16) yey 7 veY

tir alle x € X erfiillt ist, sodass wir die erste Implikation gezeigt haben.

, <" Es sei eine nicht-leere, konvexe und abgeschlossene Teilmenge J C X gege-
ben, wozu wir das Funktional

F:X = (—o0,00], F(x):=sup (x,y)
yeYy

definieren. Nun miisen wir die behaupteten Eigenschaften von F zeigen. Dabei fol-
gen sowohl die Konvexitit als auch die positive Homogenitdt aus der Bilinearitait
des Skalarproduktes und den Supremumseigenschaften. Obendrein ist dom F # 0,
da z.B. F(0) =0 < oo ist.
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Schlielich bleibt die Unterhalbstetigkeit von F zu zeigen: Dazu sei C € R, (x5)nen €
Vc(F) aus Lemma (A.2.3) und x € X mit x, —x Nach Annahme ist zum Einen
n—oo

(xn,y) < F(xn) <C

fir alle n € IN und y € Y und zum Anderen aufgrund der Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

{(n y) —— (% y)

fur alle y € Y. Daher ist auch (x,y) < C fiir alle y € Y und somit F(x) < C
bzw. x € Vc(F), d.h. Vo(F) ist abgeschlossen. Damit liefert Lemma (A.2.3) die
Unterhalbstetigkeit von F.

Eindeutigkeit: Seien Yy C X und )» C X nicht-leere, konvexe und abgeschlossene
Mengen, sodass

sup (x,y) = sup (x,y) (1.17)
yeN yeD,

tir alle x € X ist. Dann muss schon Y, = ), gelten; denn andernfalls sei (E J; C

=

V», d.h. ex existiert ein xg € ), \ V1. So existiert nach dem Satz von Mazur tiber
Hilbertraumen, siehe Satz (A.3.7), ein z € X und ein C € R mit

(z,x0) >C und (z,y) <C furalley € ).

Damit ergibt sich

sup (z,y) > (z,x9) > C > sup (z,¥),
yeD yeEN

also ein Widerspruch zur Gleichung (1.17).

Zusatz: Zunichst bemerken wir, dass in der Situation der Aquivalenz aus der End-
lichkeit von F sogar direkt dessen Stetigkeit folgt, da der Satz (1.1.7) anwendbar
ist.

“

, =" Sei F also zusitzlich endlich. Dann betrachten wir zu jedem y € )Y das
lineare stetige Funktional

Ty X =R, Jy(x):=(xy).

Nach Definition ist

F(x) =sup (x,y) = sup Jy,(x) (1.18)
yey yeyY

tir alle x € X. Zudem gilt

inf Jy(x)| = |inf (v,y)| = | - inf (x,3)] = \325 (~x,y)| = 1F(-)]
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fiir alle x € X, das wegen der Endlichkeit von F zusammen mit der Identitat (1.18)
gerade

4

sup |Jy(x)| = max{‘sup Jy(x) ylg)f) Jy(x)‘} = max {|F(x)], |F(—x)|} < o0

yey yey

fir alle x € X liefert. Da X obendrein ein Hilbertraum ist, folgt mit dem Satz von
der gleichméfiigen Beschranktheit, siehe [10, Satz (7.1.1)], dass wir ein C > 0 finden,
sodass

C= Tyl = llyllx

fir alle y € Y erfiillt ist, wobei wir die letzte Gleichheit aufgrund des isometrischen
Isomorphismus zwischen & und seinem Dualraum X’ erhalten. Demnach ist Y
beschrankt.

, <" Sei die Menge ) nun aufierdem beschrankt, d.h. es existiert ein C > 0 mit
lyllx < C fir alle y € Y. In Kombination mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
impliziert dies

F(x) =sup (x,y) < sup [[x]lx - [yllx < [lx[[ax - C < oo
yey yey

tiir jedes x € X, das gerade der Endlichkeit von F entspricht. O]

Um diesen Satz erstmals anzuwenden, prasentieren wir jetzt ein ziemlich bekann-
tes Resultat, das ROCKAFELLAR ET AL. jedoch ohne Nachweis fiir den Beweis von
[12, Proposition 7] heranzogen. Diese Proposition werden wir auch in Abschnitt 1.4
notieren.

(1.2.2) Korollar
Sei q € [1,00]. Dann gilt fiir alle X € L*(Q) die Identitit

|X|ly = sup E[XY], (1.19)
YeY,
wobei
Yy ={Y e >(Q) | |Y]l, <1} (1.20)
fiir p € [1, 00] mit  + 5 =1 sei. N
Beweis

Wir greifen das Funktional

Gog : L) = [0,09],  Gog(X) = || Xllg
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aus Lemma (A.2.4) auf. Dort haben wir bereits gesehen, dass G, ; zumindest immer
unterhalbstetig ist. Ferner ist einerseits G, ; konvex und positiv homogen und ande-
rerseits ist dom G, ; # ), weil z.B. G, ;(0) = 0 < oo ist. Daher liefert Satz (1.2.1), dass
eine nicht-leere, konvexe und abgeschlossene Menge Yy € Lz(Q) existiert, sodass

1Xllg = G2,4(X) = sup E[XY]
Yed,

fiir alle X € L2(Q) gilt. Dabei ist ), nach (1.13) eindeutig durch
YV, ={Y € L*(Q) | ||X|lg = Goq(X) > E[XY] fiir alle X € L*(Q)}
bestimmt. Somit miissen wir nur noch zeigen, dass wir
Yy ={Y e Q) | Y], <1}
fir p € [1, o0] mit % + % = 1 schreiben konnen.

Dazu: , 2 “ Sei Y € L*(Q) mit ||Y||, < 1. Dann ist fiir jedes X € L?((2) aufgrund
der Holder-Ungleichung

E[XY] < |E[XY]| < E[|XY[} < [[Xlg - Y[, < [ XIlq,

also Y € yq.

» C " SeiY € Y;. Wir nehmen
Y[, > 1 (1.21)

an und fiithren dies zu einem Widerspruch. Zur Vereinfachung unterscheiden wir
drei Félle bzgl. q:

1. Fall: g€ (1,00)
Demnach ist auch p € (1,00). So definieren wir die Zufallsvariablen

Y,: Q= R, Yy(w):=sign(Y(w)) min{|Y(w)|,n}

und
Zy:Q =R, Zy(w) :=sign(Y(w)) - |Y(w)P
fiir n € IN. Nach Definition ist also |Y;| < n und daher |Z,| < nP~! fiir alle n € N,

das || Yull2 < n und ||Z,]2 < nP~! fiir alle n € N impliziert, d.h. wir erhalten
(Yu)new € L2(Q) und (Z,)nen C L?(Q). Dariiber hinaus gilt offenbar

. pktw.
Y| = min{[Y],n} 2% |v]

und somit

ktw.
1Za] = Y P72y,
n—oo
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Daraus folgt zum Einen
ktw.
17,7 Py jae=1) = Jy)p,
n—o0

dag= % ist, und zum Anderen

ktw. .
Yn-Zn = |Yn‘ ) |Z”| Z—>—z:o> ‘Y‘ ) ’Y’p T= ‘Y‘p,

wobei sich die erste Gleichheit daraus ergibt, dass Y, (w) und Z,(w) fiir alle w € 2
und n € IN nach Konstruktion dasselbe Vorzeichen besitzen. Genauso impliziert

0 < |Yy| = min{|Y],n} <min{|Y|,n+ 1} = |V, 41|
tiir alle n € IN die Ungleichungen
0 < |Zu|" < |Zpya ]

sowie
0 S Yn : Zn — ‘Yn’ : ‘Zn’ S ’Yn+1| : ’Zn—i—l’ - Yn—i—l . Zn—l—l

tir alle n € IN. Dann liefert der Satz von der monotonen Konvergenz
1Zall§ = ENZal7) — E[IY7],

sodass wir ebenfalls

1
1Znllg —= (ENYIPI)7, (1.22)
erhalten, sowie
E[YnZ,] — E[|Y|P]. (1.23)

Aufgrund unserer urspriinglichen Annahme (1.21) ist nun sowohl
E[Y[] >1 alsauch  (E[[Y]P])7 > 1,
sodass uns die Konvergenzen (1.22) und (1.23) die Wahl eines N € IN mit
©>|Znllg>1 und oo > E[YyZy] > 1 (1.24)

erlauben, wobei die beiden Terme deshalb endlich sind, da Yy und Zp bekannter-
mafien beschrankt sind. Jedoch gilt

1Znllg > E[ZNY]
wegen Y € Y, und Zy € L%(Q2), woraus sich

1Znllg = E[ZnY] = E[|Zn| - [Y]] = E[[2ZN] - [Yn]] = E[YNZN].
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ergibt, da Y und Zy ebenfalls punktweise dasselbe Vorzeichen besitzen. Mittels er-
neuter Ausnutzung der Definitionen von Yy und Zy erhalten wir schlieSlich
1
(E[YnIP])" = l1Znllg = E[YnZN] = E[[Yn[F],
das uns zusammen mit (1.24) den gewiinschten Widerspruch beschert; denn wegen

g € (1,00) ist % € (0,1), sodass

X >x fiurallex €[0,1] und xi <x firallex>1
gilt.

2.Fall: g=1
Demnach ist p = c0. Nach der Annahme (1.21) ist also

1 < ||Y]l = ess sup [Y].

Nun sei C € R mit 1 < C < ess sup |Y|, sodass nach Definition des essentiellen
Supremums P ({|Y| > C}) > 0 sein muss. So betrachten wir die Zufallsvariable

X: 0= R, X(w):=sign(Y(w)) Igyscy(w).
Da offenbar X € L?(Q) sowie Y € ), gilt, folgt wegen
PUIYI = CH = IX|h 2 ExY] = [ [¥]aP > C-P({|Y| = C}),
{ly|=C}
also C <1, ein Widerspruch; denn wir haben C > 1 gewihlt.

3. Fall: g =o00
Demnach ist p = 1. Nach der Annahme (1.21) gilt wiederum ||Y||; > 1. Daraus folgt
jedoch, dass auch

|Y|lo =esssup |Y| > 1

gelten muss; denn andernfalls erhalten wir wegen P({|Y| > esssup |Y|}) = 0

gerade
|1Y|l1 = E[]Y|] < Elesssup |Y|] =esssup |Y| <1,

dessen Gegenteil wir aber angenommen haben.
Jedenfalls betrachten wir jetzt die Zufallsvariable

X:0Q—-R, X(w):=sign(Y(w)).

Es gilt offensichtlich X € L?(Q2) und wegen ||Y]|c > 1 > 0 muss auerdem || X||co =
1 gelten. Dann ergibt sich mit erneuter Ausnutzung von Y € ), dass

1= [1X]leo = E[XY] = E[[Y]} = [[Y][s > 1
ist, das aber nicht moglich ist.

Damit ist das Korollar bewiesen. ]



1.2 Dualitit von Abweichungsmaflen 25

Wie angekiindigt, konnen wir mithilfe von Satz (1.2.1) unterhalbstetige Abweichungs-
mafse charakterisieren. Dies beruht hauptsdchlich auf [12, Theorem 1].

(1.2.3) Satz (Duale Charakterisierung von Abweichungsmaflen)
Ein Funktional D : L?>(Q) — [0, 0] ist genau dann ein unterhalbstetiges Abweichungsmap,
wenn eine Menge Q C Lz(Q) existiert, sodass

D(X) = EX — inf E[XQ] (1.25)
QeQ

fiir alle X € L?(Q) geschrieben werden kann und Q folgenden Eigenschaften geniigt:

(Q1) Q ist nicht-leer, konvex und abgeschlossen.

(Q2) Fiir jede nicht-konstante Zufallsvariable X € L2(Q) existiert eine Zufallsvariable
Q € Q mit EX > E[XQ].

(Q3) Fiir jedes Q € Q ist EQ = 1.

In dieser Situation ist Q bereits durch (Q1) sowie der Identitit (1.25) eindeutig bestimmt
und es gilt

Q={QeL*N)|D(X)>EX—-E[XQ] fiiralle X € L*(Q)}. (1.26)
Zudem gilt:

(i) D ist genau dann lower range dominated, falls Q die Anforderung
(Q4) Q>0 firalle Q€ Q

erfiillt.
(ii) D ist genau dann endlich (und daher stetig), falls Q beschriinkt ist.
(iii) D ist genau dann symmetrisch, falls 1 — Q kreisformig ist. o
Beweis

Zuallererst stellen wir fest, dass ein Funktional D : [?(Q) — [0, ] genau dann
positiv homogen und subadditiv ist, falls es positiv homogen und konvex ist; wah-
rend die Hinrichtung ndmlich direkt wie in Bemerkung (1.1.2) b) folgt, bleibt fiir die
Riickrichtung nur die Subadditivitit zu zeigen: Seien X, Y € L2((2), so erhalten wir

D(X+Y) = D(3(2X +2Y)) < 2 D(2X) + 3D(2Y) = D(X) + D(¥),

N —

d.h. D ist subadditiv.

Zusammen mit Satz (1.2.1) ist ein Funktional D : L?(Q2) — [0, 0] demnach genau
dann unterhalbstetig und erfiillt (D2) und (D3), wenn eine nicht-leere, konvexe und
abgeschlossene Menge ) C L%(Q) existiert, sodass D eine Darstellung der Form

D(X) = sup E[XY] (1.27)
Yey
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fir alle X € L?(Q) besitzt. Dabei ist ) eindeutig durch
Y={Ycl*Q)|D(X)>E[XY] firalleX c L*(Q)} (1.28)

bestimmt. Dazu muss man beachten, dass dom D # {) gilt, da D(0) = 0 < oo wegen
(D2) erfillt ist, und umgekehrt D(0) = 0 aus der Darstellung (1.27) folgt.
In dieser Situation konnen wir aber auch

D(X) =sup E[XY] =sup E[X(1—(1-Y))] =sup {EX - E[X(1-Y)]}
Yey Yey Yey

= sup {EX—E[XQ]} (129
Qe1-Yy

— EX— inf E[X
ot [XQ]

fiir alle X € L?(Q) schreiben, wobei wir dann

Q:=1-Y
={1-Y|Y€L?(Q) mit D(X)>E[XY] firalle X € L?(Q)}
={1-Y|Y€L?*Q) mit D(X)>E[X]—-E[X(1-Y)] firalle X € L2(Q)}
={Q € L*(Q) | D(X) > E[X] — E[XQ] fiiralle X € L*(Q)}

> E
> E

(1.30)
definieren. Hierbei ist Q nicht-leer, konvex und abgeschlossen, da dies schon auf )
zutrifft; die Umkehrung gilt aufgrund der Beziehung )V = 1 — Q aber offensichtlich
auch. Daher ist Q durch die Eigenschaft (Q1) sowie die Darstellung (1.29) eindeutig
bestimmt und kann wie in (1.30) konkret angegeben werden.

Nun arbeiten wir (stets in obiger Situation) die zusidtzlichen Merkmale von O her-
aus, die dadurch zustande kommen, dass D obendrein (D1) oder (D4) erfiillt:

(1) Behauptung: D erfiillt genau dann (D1), falls Q der Eigenschaft (Q3) gentigt.

Dazu: ,, = “ D erfiille also zusitzlich (D1). Da auch hier offenbar (D1’) aus Lemma
(1.1.4) gilt, folgt

0=D(C)=E|C]— inf E[CQ|]=C— inf C-E
(C) = E[C] = inf E[CQ] Jnf C-EQ
tir alle C € R. Dann liefert die Wahl von C = £1 die Gleichungen

0=1- inf E sowie 0=-1—inf (—EQ)=—(1—sup EQ),
QeQ Q QeQ( Q) ( Qeg Q)

wobei letztere dquivalent zu
0=1-sup EQ
QeQ
ist. Somit erhalten wir

0=1—sup EQO<1—EV<<1—inf EO=0
Qeg Q= B QeQ ©
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und daher EV =1 fiir alle V € Q, das (Q3) entspricht.

, <" Jetzt erfiille Q zusitzlich (Q3). So folgt fiir beliebige C € R und X € L?(Q)
die Gleichungskette

D(X+C):E[X+C]—Qir€1fQE[(X+C)Q]:EX+C—Qing (E[XQ]+C-£9/)

=1
= EX — inf E[XQ] = D(X),

sodass D das Axiom (D1) erfiillt.
(2) Behauptung: D erfiillt genau dann (D4), falls Q der Eigenschaft (Q2) geniigt.

Dazu: Sei X € L?(Q2) nicht-konstant. Dann gilt genau dann

0 < D(X) = EX — inf E[XOQ],
(X) Jnf, [XQ]

falls ein Q € Q mit EX > E[XQ)] existiert. Aber dies entspricht gerade der Behaup-
tung.

Insgesamt konnen wir damit festhalten, dass D genau dann ein unterhalbstetiges
Abweichungsmaf ist, falls eine Menge Q C L?((2) mit den Eigenschaften (Q1) bis
(93) existiert, sodass D(X) die Darstellung (1.25) fiir alle X € L?((2) besitzt. Dabei
ist Q aber schon durch (Q1) sowie der Identitdt (1.25) eindeutig bestimmt und kann
wie in (1.26) angegeben werden.

Schliefilich widmen wir uns den Zusétzen:
(i) Zunéchst beobachten wir, dass D genau dann lower range dominated ist, falls

EX — meQ E[XQ] =D(X) < EX —ess inf X
€

fir alle X € L?(Q) ist, was aber nichts anderes als

inf E[XOQO] > essinf X
inf E[XQ) >

fir alle X € L?(QQ) bedeutet. Nun unterscheiden wir zwei Falle:

1. Fall:  Q erfiillt (Q4).
Seien X € L%(Q2) und Q € Q beliebig gegeben. Falls ess inf X = —oco gilt, so ist
offenbar

E[XQ] > —oco = ess inf X

aufgrund der Holder-Ungleichung; andernfalls ist ess inf X € IR, sodass wir eben-
falls

E[XQ] = [ XQdP > /(ess inf X)-QdP = (essinf X)- EQ =essinf X
(04) S~~~
o ° @
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erhalten, wobei wir fiir die Ungleichung wieder P({X < essinf X}) = 0 benutzt
haben. Da Q beliebig gewdhlt war, folgt somit

inf E[XQO] > essinf X
inf E[XQ] >

und, weil genauso X beliebig gewédhlt war, ist D aufgrund unserer obigen Beobach-
tung lower range dominated.

2. Fall:  Q erfiillt (Q4) nicht.

Demnach muss ein Qp € Q mit essinf Qp < 0 existieren. Daher konnen wir ein
C € R mit essinf Qp < C < 0 wihlen, fiir das P({Qp < C}) > 0 gilt. Dann
definieren wir die Zufallsvariable

Xp: Q= R, Xo(w):=-min{Qo(w),0},

fiir die offenbar Xy € L2(Q2) gilt. Nach Konstruktion ist Xy > 0, also insbesondere
ess inf Xy > 0, und somit ergibt sich

E[XoQo] = /XoQodP— / XoQodP = / —(Qo)*dP

{Qo<0} {Qo=0}
< / —(Q0)2dP < / —C2dp
{Qo<C} {Qo<C}

= —C2-P({Qo < C}) < 0 < ess inf Xo.

Daraus folgt
inf E[X()Q] < E[X()Q()] < ess inf Xj.
QeQ

Aufgrund obiger Beobachtung kann D dann nicht lower range dominated sein.

(ii) Dies ergibt sich unmittelbar aus dem Zusatz von Satz (1.2.1) sowie der Tatsache,
dass Q genau dann beschrédnkt ist, wenn ) beschrédnkt ist; um letzteres zu zeigen,
benutze man, dass @ =1— )Y und ||1|] = 1 gilt.

(iif) , = “ Sei D also dartiber hinaus symmetrisch. Da 1 — Q = )Y gilt, miissen
wir zeigen, dass Y mit der konkreten Darstellung (1.28) kreisformig ist. Als erstes
erkennen wir, dass

Y={Ycl*Q)|DX)>E[XY] firalle X € L*(Q)}
= {Y € L*(Q) | D(—X) > E[(—X)Y] fiir alle X € L*(Q)}
={Y € L*(Q) | D(X) > E[X(-Y)] fiiralle X € L*(Q2)} (1.31)

={-Z|Zecl*(Q) mit D(X)>E[XZ] firalleX € L*Q)}
=Y
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ist, wobei die Symmetrie von D bei der dritten Gleichheit eingeht.
Seinun A € R mit |[A| <1und Y € Y beliebig. Da aufgrund der Darstellung (1.28)
offenbar 0 € ) ist, erhalten wir

AY =sign(A) - (JA]Y +(1—[A])-0) € Y

zusammen mit der Identitit (1.31) und der Konvexitat von ). Daher ist ) kreisfor-
mig.

, <" Seil— Q = Y nun zusétzlich kreisférmig. Dann ist insbesondere } = —Y
und somit gilt mit der Identitét (1.27) gerade

D(X) = sup E[XY] = sup E[XY]=sup E[X(—Y)] =sup E[(—X)Y] = D(—X)
Ye)y Ye-Yy Yey Yey

fiir alle X € L?(Q2), d.h. D ist symmetrisch. O]

Basierend auf Satz (1.2.3) fiihrten ROCKAFELLAR ET AL. folgende Bezeichnung ein,
siehe dazu [12, Definition 3] sowie die zugehorigen Bemerkungen.

(1.2.4) Definition (Risk envelopes)

Die Menge Q C L2(Q), die in Satz (1.2.3) fiir ein unterhalbstetiges Abweichungsmaf
D : L2(Q) — [0,00] durch die dort beschriebenen Charakteristika eindeutig bestimmt ist,
heifit risk envelope von D. o

(1.2.5) Bemerkung (Interpretation von risk envelopes)

Sei D : L?(Q2) — [0,00] ein unterhalbstetiges Abweichungsmaf}. Zur Vereinfachung
der nachfolgenden Interpretation sei dieses obendrein lower range dominated. Dann
erfillt das risk envelope Q von D nach Satz (1.2.3) die Axiome (Q1) bis (Q4). Da-
her ist jedes Q € Q aufgrund von (9Q3) und (9Q4) eine Dichtefunktion, sodass wir
damit ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmafs Pé : M — [0,1] wie in Satz (A.1.25) de-
finieren konnen. Fiir jede Zufallsvariable X € L?(Q2) ist dann XQ nach der Holder-
Ungleichung integrierbar, sodass wir ebenfalls die Darstellung

Ep, [X] = E[XQ]

aus Satz (A.1.25) verwenden konnen. In den Anwendungen sind solche alternativen
Wahrscheinlichkeitsmafie manchmal besser als P geeignet.
Jedenfalls erhalten wir aus Satz (1.2.3), dass

D(X) = EX — inf E[XQ] = sup {EX - E[XQ]} = sup {EX — Ep, [X]} (1.32)

gilt, d.h. D(X) entspricht der maximalen unteren Abweichung aller Erwartungs-
werte bzgl. dieser bestimmten alternativen Wahrscheinlichkeitsmafse im Verhiltnis
zu EX und Q enthilt genau die dafiir relevanten Dichtefunktionen.
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Demnach ist D(X) genau dann zeimlich klein, wenn alle Erwartungswerte bzgl.
dieser ausgewdhlten alternativen WahrscheinlichkeitsmafSe allesamt nicht viel klei-
ner bzw. sogar grofer als EX sind; denn aufgrund von (Q2) sind nur diejenigen
Q € Q fiur die Supremumsbildung in (1.32) relevant, die EP’Q [X] < E[X] erfiillen.
Diese Beobachtung passt auch dazu, wie wir uns ein Abweichungsmaf vorstellen
wiirden; ein Erwartungswert erscheint uns ndmlich dann ziemlich sicher, wenn die
Erwartungswerte von derselben Zufallsvariablen unter Verwendung einiger unter-
schiedlicher Wahrscheinlichkeitsmafie kaum vom Urspriinglichen abweichen. Den-
noch dréngt sich die Frage auf, ob die Q € Q mit Epy [X] > E[X] i.A. vernachléssigt
werden. Dem wire auf jeden Fall nicht so, falls D beispielsweise symmetrisch wire;
denn in dieser Situation wiirde dies D(X) = D(—X) bzw.

sup {EX ~Ep, [X]} = sup {E% X] — EX}

nach (1.32) bedeuten, sodass die maximale Abweichung der alternativen Erwar-
tungswerte nach oben und nach unten in Bezug zu EX also identisch ware. Tatséch-
lich gibt es ein unterhalbstetiges (sogar stetiges!) Abweichungsmaf3, das symme-
trisch und lower range dominated ist, wie wir in Abschnitt 2.1 des zweiten Kapitels
sehen werden. o

Die risk envelopes konnen in vielen Fillen konkret bestimmt werden. Dies zeigen
wir vorerst nur anhand von zwei aus Sektion 1.1 bekannten Beispielen.

(1.2.6) Beispiele

a) Die Standardabweichung o aus Beispiel (1.1.3) a) ist bekanntlich ein endliches
und stetiges, also insbesondere unterhalbstetiges, Abweichungsmaf3, sodass das
das risk envelope Q von ¢ existiert. Nun behaupten wir, dass

Q={Qel’(Q)]c(1-Q) <1 und EQ=1}
gilt.

Dazu: Zunichst zeigen wir, dass fiir die eindeutig bestimmte Menge ) aus dem
Beweis von Satz (1.2.3) die Identitat

Y={yecl*(Q)|o(Y) <1 und EY =0}
erfiillt ist, sodass die Aussage bzgl. Q direkt aus der Beziehung Q =1 — ) folgt.
, 2 Sei Y € L2(Q) mit c(Y) < 1und EY = 0. Dies liefert aber gerade

1>0(Y)=|lY —EY|2=|[Y]2,
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b)

sodass wir unter Benutzung der Holder-Ungleichung

E[XY] = E[XY] — EX-EY = E[(X — EX)Y] < E[|(X — EX)Y]|]
< [ X = EX[[2- [[Y]l2
< o(X)
fir alle X € L?(QQ) erhalten, d.h. esist Y € ).

, € SeiY € Y. Aus (Q3) und der Identitit ) = 1 — Q folgt dann schon
EY = 0, das wie oben ¢(Y) = ||Y|2 impliziert. Somit ergibt sich zusammen mit
der Darstellung (1.28) von ) und der Wahl von X := Y die Ungleichung

IYll2 = o(Y) > E[Y?] = |[Y]5,

was nur moglich ist, falls o(Y) = ||Y||2 < 1 ist; denn es gilt

x> <x firallexc[0,1] wund x*>>x firallex > 1.

Damit ist Behauptung gezeigt. Zusétzlich erhalten wir aus dem Satz (1.2.3) die
Beschranktheit von 9, da ¢ endlich ist; dies konnen wir aber auch direkt anhand
der Gestalt von Q sehen. Jedoch konnen wir die Giiltigkeit von (Q4) wegen der
i.A. fehlenden Lower range dominance meistens nicht erwarten, wahrend 1 — O
aufgrund der Symmetrie von ¢ immerhin kreisférmig ist.

Das Abweichungsmafs
P L2(Q) = [0,00], @_(X)=EX—essinfX

aus Beispiel (1.1.3) c) ist ebenfalls unterhalbstetig und sogar lower range do-
minated. Deshalb existiert das risk envelope Q von ¢_ und es erfillt (Q1) bis
(Q4). Da y_ offenbar fiir jedes X € L?(Q2) den groftmoglichen Wert annimmt,
sodass ¢ noch (D5) erfiillt, wird Q vermutlich die grofite Menge sein, die noch
allen Axiomen (Q1) bis (Q4) gentigt. Daher liegt der Gedanke nahe, dass

Q={Qel*Q)|Q>0 und EQ=1} (1.33)
gilt.
Dazu: ,, C “ Dies folgt direkt aus der Giiltigkeit von (Q3) und (Q4).

, 2" Sei Q € L?(Q2) mit Q > 0 und EQ = 1. Wie im Beweis von Satz (1.2.3),
Zusatz (i), 1.Fall konnen wir

E[XQ] > ess inf X
fiir alle X € L2(Q) schlieen, das aber offensichtlich dasselbe wie

EX —E[XQ] < EX —essinf X = ¢p_(X)
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fiir alle X € L?(Q) bedeutet, d.h. esist Q € Q.

Damit ist unsere Vermutung bestétigt. Da ¢_ i.A. nicht endlich bzw. auch nicht
symmetrisch ist, kann Q in diesen Fillen nicht beschrankt bzw. 1 — Q nicht
kreisformig sein.
SchliefSlich bemerken wir noch, dass in der Situation von Bemerkung (1.2.5)
sogar alle alternativen Wahrscheinlichkeitsmafle Pé, die durch eine Dichtefunk-
tion Q € L?(Q) wie in Satz (A.1.25) definiert sind, herangezogen werden, da Q
aus (1.33) all diese Dichtefunktionen enthilt. Aufgrund der Darstellung (1.25)
konnen wir nun

ess inf X = erelfQ E[XQ] = erelfQ EPIQ [X] (1.34)
fir alle X € L?(Q) schreiben. Das bedeutet aber gerade, dass wir zu jeder Zu-
fallsvariablen X € L?(Q2) eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen mit zugeho-
rigen Dichtefunktionen aus L?(2) finden, bzgl. derer die Erwartungswerte von
X von oben gegen ess inf X konvergieren, das durchaus erstaunlich ist. o

Die risk envelopes von ¢} und ¢_ werden wir in einer viel allgemeineren Situati-
on in Abschnitt 1.4 konkret bestimmen, wahrend jene von ¢, und @ mithilfe der
Rechenregeln fiir risk envelopes am Ende dieses Abschnitts angegeben werden kon-
nen.

Vorher widmen wir uns aber einer eher geometrischen Betrachtung von risk en-
velopes: Dazu stellen wir zundchst fest, dass jedes risk envelope Q, das zu einem
unterhalbstetigen Abweichungsma D : L2(2) — [0, o] korrespondiert, die Zufalls-
variable Q = 1 enthilt; dies erkennen wir direkt anhand der Darstellung (1.26) von
Q. Nachfolgend zeigen wir, dass Q = 1 geometrisch gesehen eine besondere Rolle
spielt. Um diese zu verstehen, machen wir einen kurzen Exkurs zu Hyperebenen.

(1.2.7) Definition

Sei X ein RR-Vektorraum und H ein affiner Untervektorraum von X, d.h. es existiert ein
Untervektorraum Hy von X sowie ein ein x € X mit H = Hy + x. Dann nennt man H
eine Hyperebene in X, falls

codim Hy := dim X/’Ho =1

gilt. o

Ohne Beweis notieren wir folgendes Resultat aus der Funktionalanalysis.

(1.2.8) Lemma
Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann ist H genau dann eine abgeschlossene Hyperebene in
X, falls ein xy € X \ {0} und ein C € R existieren, sodass

H={xeX|(x,x)=C}.

gilt. o
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Nun kommen wir zu den angekiindigten geometrischen Eigenschaften, die auf [12,
Proposition 3] basieren.

(1.2.9) Lemma
Sei D : L2(Q) — [0, 0] ein unterhalbstetiges Abweichungsmaf und Q das zugehorige risk
envelope. Dann gilt:

(i) Q ist eine Teilmenge der abgeschlossenen Hyperebene
H:={XcL?*(Q)|EX=1}
in L2(Q).
(ii) Sei G eine weitere abgeschlossene Hyperebene in L>((2), also
G = (X € L2(2) | E[XY] = C}

fiir ein gewisses Y € L?(Q)\ {0} und ein C € R, mit 1 € G und H # G, so
existieren je ein Q1 € Q und ein Qx € Q, die in den zu G zugehorigen offenen
Halbriumen liegen, d.h.

Qi €{XeL?(O)|E[XY]<C} und Q€ {XecL*Q)|E[XY]>C}.

Beweis

(i) Zum Einen ist H wegen EX = E[1 - X] fiir alle X € L?(Q2) nach Lemma (1.2.8)
eine abgeschlossene Hyperebene und zum Anderen folgt die Inklusionsbeziehung
unmittelbar aus (Q3).

(ii) Zunidchst folgt aus 1 € G, dass
C=E[1-Y]=EY (1.35)

ist. Dartiber hinaus kann Y nicht konstant sein; denn falls ein K € R mit ¥ = K
existiert, ist einerseits K # 0, da Y € L?(QQ) \ {0} ist, und andererseits C = K nach
Gleichung (1.35). Daher gilt fiir jedes X € L?(Q2) genau dann X € G, falls

E[X-K|=K bzw. EX=1

ist, sodass G = H folgt, das aber ausgeschlossen war.
Jedenfalls ist mit Y dann auch —Y nicht-konstant, sodass nach Axiom (Q2) je ein
Q1 € Qund ein Q; € Q mit

E[YQi] < EY Dbzw. E[(—Y)Q:] < E[-Y]
oder dquivalenterweise

E[YQ;]<EY = C bzw. E[YQ]>EY = C
(1.35) (1.35)

existieren. Dies entspricht gerade der Behauptung. O
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Schliefilich stellen wir noch zwei Lemmata mit verschiedenen Rechenregeln fiir risk
envelopes vor. Das Erste beruht auf einer Beobachtung in den Beweisen der Sitze
(1.2.1) und (1.2.3), die ROCKAFELLAR ET AL. nur nebenbei in [12, S. 59] bemerkten.

(1.2.10) Lemma
Sei U eine nicht-leere Teilmenge von L?(Q2), die (Q2) und (Q3) erfiillt. Dann ist die Ab-
bildung
D:L*(Q) — [0,00], D(X):=EX — inf E[XQ)]
Qeu
ein unterhalbstetiges Abweichungsmaf$ mit zugehorigem risk envelope

Q = cl(conv(U)),

also dem konvexen Abschluss von U. o

Beweis
Zuerst schreiben wir

D(X) = EX — inf E[XQ] = sup {EX — E[XQ]} = sup E[X(1— Q)]
< Qeu Qel

fiir alle X € L?(Q2), sodass wir dhnlich wie im Beweis von Satz (1.2.1), die Riickrich-
tung der Aquivalenz, zeigen kénnen, dass D unterhalbstetig ist und den Axiomen
(D2) und (D3) gentigt, wobei D(0) = 0 ohnehin klar ist; denn fiir den Nachweis
dieser Eigenschaften wird die Konvexitdt und Abgeschlossenheit der zugrundelie-
genden Menge nicht benotigt.

Dartiber hinaus folgen (D1) und (D4) direkt aus (Q2) und (Q3) wie im Beweis
von Satz (1.2.3), (1) und (2), da auch dafiir die Konvexitdt und Abgeschlossenheit
der jeweiligen Menge nicht erforderlich ist. Somit ist D ein unterhalbstetiges Abwei-
chungsmafs.

Deshalb bleibt nur noch das risk envelope Q zu bestimmen: Sei dazu Q := cl (conv(U)).
Zunichst beobachten wir, dass O offensichtlich nicht-leer und abgeschlossen ist. Zu-
dem tibertragt sich die Konvexitit von conv({/) auf dessen Abschluss, sodass O das
Axiom (Q1) erfiillt. Daher reicht es jetzt nachzurechnen, dass die Identitat

D(X) = EX — inf E[XQ] (1.36)

QeQ
fur alle X € L2(Q) gilt; so folgt namlich Q@ = O aufgrund der Eindeutigkeit des
risk envelopes in Satz (1.2.3). Nachfolgend zeigen wir die zu (1.36) dquivalente Be-

ziehung

ngg E[XQ] = dnf E [XQ]

fir alle X € L2().
Dazu: Sei X € L2(Q).
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, < “ Dies ergibt sich direkt wegen U C Q.

, > Sei dazu vorerst Q € conv(U) beliebig, d.h. es existieren Aq,..., A, > 0 mit
YiciAi=1und Qy,...,Qu € U, sodass

Q= i AiQ;
i=1
gilt. Dann erhalten wir
n n
E[XQ] = ;Ai- ; i+ inf E[XV] = inf E[XV]. (1.37)

Nun sei Y € Q = cl(conv(U)) beliebig, d.h. es existiert eine Folge (Yi)ren C
conv (U) mit Yy — Y in L?(Q). Aufgrund der Ungleichung (1.37) gilt zum Einen
—00

EIXY,] > inf E[XV
[ k]_vlrelu[ ]

fir alle k € IN und zum Anderen

E[XY,] — E[XY]

k—o0

aufgrund der Holder-Ungleichung. Zusammen ergibt sich daraus

E[XY] > inf E[XV],
velu

sodass wiederum die beliebige Wahl von Y die Ungleichung

inf E[XY] > inf E[XV]
YeQ veu

impliziert.

Damit ist die behauptete Gleichung gezeigt. O]

Im néchsten Lemma beschreiben wir die risk envelopes von einigen kombinierten
bzw. variierten unterhalbstetigen Abweichungsmafien. Diese Beziehungen stammen
grofitenteils aus [12, Proposition 4], das wir bereits in Abschnitt 1.1 im Zusammen-
hang mit Lemma (1.1.11) zitiert haben.

(1.2.11) Lemma
Seien D, Dy,..., Dy : L2(Q) — [0, c0] unterhalbstetige Abweichungsmafle mit zugehori-
gen risk envelopes Q, Q1, ..., Q. Dann gilt:

(i) Die Reflexion D von D, die wir in (1.1) definiert haben, ist ein unterhalbstetiges
Abweichungsmaf$ und fiir das risk envelope Q gilt die Identitit

Q0=2-0.
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(ii) Das Funktional
n
Y AD;: L*(Q) — [0, 0]
i=1
ist fiir A1, ..., Ay > 0 ein unterhalbstetiges AbweichungsmafS und fiir das risk enve-
lope U gilt die Identitiit

n n
U=cl <Z/\1Qi> +1-Y A,
i=1 i=1
wobei die Menge Y ;' | A;Q; bereits abgeschlossen ist, falls alle (bis auf vielleicht eines
der) Dy, ..., D, endlich sind.
(iii) Das Funktional
max{D,..., Dy} : L>(Q) — [0, ]

ist ein unterhalbstetiges AbweichungsmafS und fiir das risk envelope V gilt die Identi-
tit
n
Y =l (conv (U Qi)> )
i=1
Beweis

Zunichst wissen wir aus Bemerkung (1.1.2) e), dass D ein unterhalbstetiges Ab-
weichungsmag ist. Dass dies aber auch auf ' ; A;D; und max{D;, ..., D, } zutrifft,
folgt aus den Lemmata (1.1.11) und (A.2.9). Demnach miissen wir jeweils nur noch
die risk envelopes bestimmen.

(i) Fiir das risk envelope Q ergibt sich unter Verwendung der jeweiligen Darstellun-
gen der risk envelopes Q und Q aus (1.26), dass

O ={Qecl*N)|DX)>EX—-E[XQ] firalleX € L*(Q)}

= {Qe*0) | D(-X) > EX — E[XQ] fiiralle X € L2(Q)}

= {Q e L?(Q) | D(Y) > E[-Y] —E[(-Y)Q] fiiralle Y € L*(2)}

={Q e *(Q) | D(Y) > E[Y] - E[Y(2—- Q)] furalleY € L*(2)}
={2-U|UcI?*Q) mit D(Y)>E[Y]—-E[YU] firalleY € L?(Q)}
=2-0

gilt.

(ii) Sei U := cl( A9 +1—Y A So ist U offensichtlich nicht-leer und
als Translation der abgeschlossenen Menge cl (}_/_ ; A;Q;) wiederum abgeschlossen.
Obendrein ist I/ konvex; denn seien A € [0,1] und zunichst U,V € Y1 AiQ; belie-
big, d.h. es existieren U;, V; € Q; fiiri =1,...,n mit

n
U=) AU;  und V=) AV
i=1 i=1
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Dann ist
n n n
AU+ 1=V =AY AUi+(1—A)) AV = Z)\i(fxlli—l—(l—)\)vi)
i=1 i=1 i=1 ~~
(S Qi
n
€)Y 19

i=1

unter Benutzung der Konvexitit von Qy, ..., Oy, sodass } /' ; A;Q; aufgrund der be-
liebigen Wahl von A und U, V konvex ist. Damit sind aber auch dessen Abschluss
sowie Translationen des Abschlusses konvex, d.h. insbesondere ¢/ ist konvex. Insge-
samt erfiillt I/ also (Q1), sodass wir nur noch nachweisen miissen, dass

iAiDi(X) — EX — inf E[XQ] (1.38)
i=1 Qeu

fiir alle X € L2(Q) gilt; dann folgt ndmlich & = U wegen der Eindeutigkeit des risk
envelopes in Satz (1.2.3).

Dazu: Zunéchst zeigen wir fir U := Y 1 1;Q; +1— Y | A; die Identitit

i; AiDi(X) = EX — Q11€1Lf{/ E[XQ] (1.39)

fiir alle X € L?(Q). Fiir alle X € L?(Q) erhalten wir unter Verwendung von
Di(X)=EX— inf EIX
i(X) dnf E[XQ]

furi=1,...,n,dass

n
Y AD
i=1

M:

A (EX— inf Ef XQ])

~.
I
[y

I
.M:

N
Il
—_

MEX — Z/\me E[XQ]

I
™=

~
I
[y

MEX — inf

ME[XQi]
QlGQl QnGQn i= [

(o)

MEX — inf E
Q1€91,..,Qn€Qn

I
gt

~
I
—_

I
1=

MEX —  inf  E[XU]
UEZ?:1/\1‘Q1‘

N
Il
—_
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n
=EX+ () A—1)EX— inf  E[XU]
i=1 Ueyii i AiQ;

UeYq AiQi

—EX— inf (E[XLI] + <1 - fm) EX)
i=1

n
=EX— inf E|X[U+1-) A
uey!; A;Q; =
= EX — inf E[XV]
Vel

erfiillt ist. Somit ist die Identitdt (1.39) gezeigt. Jetzt konnen wir dhnlich wie im
Beweis von Lemma (1.2.10) nachrechnen, dass

dnf, E[XQ] = Qelif(fuq E[XQ]

bzw.

n
ADi(X) = EX — inf E[XQ]=EX— inf E[X
1-_21 (X) Jnf E[XQ)] odnf, EIXQ)

fiir alle X € L?(Q) gilt. Wenn wir dann noch

Cl(ul) =cl (i)‘igi‘i_l - iAl) =l (i)\le> +1-— Z)\i =U
i=1 i=1 i=1 ]

benutzen, folgt unmittelbar die behauptete Darstellung (1.38).

SchlieSlich kommen wir zu dem Zusatz: Seien alle (bis auf vielleicht eines der)
Dq,...,D, endlich. (E nehmen wir an, dass Dy,...,D,_1 endlich sind und nur
D,, evtl. nicht endlich ist. Da Qy,..., 9, allesamt dem Axiom (Q1) geniigen, al-
so nicht-leer, konvex und abgeschlossen sind, sind sie nach einer Variante des Sat-
zes von Mazur auch schwach abgeschlossen. Daher sind aber auch A1 Q;, ..., A, Qy
schwach abgeschlossen, da die Skalarmultiplikation bzgl. der schwachen Topolo-
gie auf dem Raum L?((Q) stetig ist. Ferner sind Qy,..., 9, 1 und somit ebenfalls
AMQ1, ..., A-19,,—1 nach Satz (1.2.3) beschriankt, da D;,...,D,,_1 nach Annahme
endlich sind. Insgesamt ergibt sich daraus, dass A1Qy,...,A,_19,_1 schwach fol-
genkompakt sind.

Dazu: Wir beweisen die Aussage beispielhaft fiir M := A1 Q.

Sei (Xpm)men € M beliebig. Einerseits impliziert die Beschranktheit von M, dass
auch (X;;)men beschrankt ist, und andererseits ist L2((2) als Hilbertraum reflexiv.
Daher konnen wir mit [10, Satz (6.2.3)] und einem einfachen Skalierungsargument
schliefen, dass eine Teilfolge (X, )kenw C (Xm)men und ein X € L2(Q) mit X, —
X fiir k — oo in L2((2) existiert. Aufgrund der oben schon begriindeten schwachen
Abgeschlossenheit von M folgt damit X € M, sodass M wegen der beliebigen Wahl
von (X )men schwach folgenkompakt ist.
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Jedenfalls konnen wir daraus ableiten, dass }_;' ; A;Q; schwach folgenabgeschlossen
ist.

Dazu: Seien (Xp)men C Y1 A;Q; und X € L2(Q) so, dass Xy, — X fiir m — oo in
L%(Q). Nun finden wir zu jedem m € IN gewisse X,(,;) e NQ;furi=1,...,n mit

Da A;Q; schwach folgenkompakt ist und (X,(nl ))m eN & A1 Qg gilt, existiert eine
Teilfolge (111(k)), . € (m)men und ein XM € 1,0y mit

— XM fiir k — oo in L2(02).

Falls 2 < n — 1 ist, konnen wir erneut fir (X;(qi)(k))kell\l

der schwachen Folgenkompaktheit von A, Q5 folgern, dass eine Teilfolge (15 (k))
C (m1(k)),op und ein X € A, Q) mit

C A29> unter Verwendung

keIN

— X@  fiir k — o0 in L2(Q)

existiert. Natiirlich gilt dann obendrein X](ﬂlz)(k) — X fiir k — oo in L2(Q). Mit-

tels Iteration dieses Argumentes erhalten wir also eine Teilfolge <m”_1<k))ke]N -

(m)meﬂ\] sowie x () € A;Q; mit
X = X0 fiark - oo in L2(02)

furi=1,...,n — 1. Daraus resultiert dann

-1 n—1
) _ ol D ln) e o
Xn?,,_l(k) = X1 (k) ~ g ann_l(k) X — iz_l XD = X" fiir k — coin L (0),

wobei X(") € A,Q, ist, da A, Q, schwach folgenabgeschlossen ist. Insgesamt folgt
daher

d.h. Y1 ; A;Q; ist schwach folgenabgeschlossen.

Da aus der schwachen Folgenabgeschlossenheit die (starke) (Folgen-)Abgeschlossen-
heit folgt, ist der Zusatz also gezeigt.

(iti) Sei ¥ := cl(conv(U/_; Q;)). Dann ist V zum Einen offenbar nicht-leer und
abgeschlossen und zum Anderen ist mit conv (|J!_; Q;) auch dessen Abschluss, also
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V, konvex, sodass V der Eigenschaft (Q1) geniigt. Wie in (ii) miissen wir deshalb
aufgrund der Eindeutigkeit des risk envelopes V nur zeigen, dass

max{D1(X),...,Dy(X)} = EX — inf E[XQ)]
QeV

fiir alle X € L?(Q) gilt.

Dazu: Fiir alle X € L?(Q) ergibt sich wiederum mit der Darstellung

D;(X) = EX — Jnf, E[XQ]

furi=1,...,n,dass

max{D1(X),...,Dy(X)} = max {EX — Qigél E[XQ],...,EX — Qigén E[XQ]}

= EX —mi inf E|{XQ]|,..., inf E|X
mm{dggl (XQ, . nf E| Q]}

erfiillt ist. Daher ist es ausreichend zu zeigen, dass

min {Qigél E[XQ],...,Qigén E[XQ]} = inf E[XQ]

Qev
fiir alle X € L2(Q) gilt. Zur Vereinfachung rechnen wir aber vorher fiir V' := (JI'_; Q;
die Identitat
min<{ inf E[XQ],..., inf E[X = inf E[X 1.40
{ ng EXQ)..., jnf ELxQIf = inf ELxQ) (140)

fiir alle X € L2(Q2) nach. Dafiir sei eine Zufallsvariable X € L?((Q) gegeben.
, > " Offenbar folgt aus der Inklusion Q; C V' die Ungleichung

inf E[XO]> inf E[X
Anf, [XQ] > dnf, [XQ]

fir allei =1,...,n, das aber gerade
min<{ inf E[XQ|,..., inf E|X > inf E[X
{Q6Q1 XQ QeQ, : Q]} QeV’ [XQ]

impliziert.

., <" Sei Q €V =i, Q;beliebig, d.h. es existierteini € {1,...,n} mit Q € Q;.
Demnach ist

E[XQ] > inf E[XU] zmin{ inf E[XU,..., inf E[XU]}
Ueg; Ue9, UeQ,
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und, da Q beliebig gewahlt war, ergibt sich

inf E[XU]| > min{ inf E[XU],..., inf E[XU]} .
uey’ Ue9, ueQy,
Somit ist die Identitédt (1.40) gezeigt.

Wie im Beweis von Lemma (1.2.10) folgt dann

inf E[XQ] = inf E[XQ]

QeV/ Qev
bzw.
max{D;(X),...,Dy(X)} = EX — inf E[XQ] =EX — inf E[XQ]
QeV’ QeV
fiir alle X € L?(QQ), was zu zeigen war. O

Damit konnen wir jetzt also auch die risk envelopes von ¢ und ¢ berechnen.

(1.2.12) Beispiele

a) Aus Beispiel (1.1.3) c) wissen wir bereits, dass 4 die Reflexion des unterhalb-
stetigen Abweichungsmafles ¢_ ist. Ferner besitzt das risk envelope O von @_
aus (1.33) die Darstellung

Q0={Qel*(7)|Q>0 und EQ=1}.
Nach Lemma (1.2.11) (i) gilt somit fiir das risk envelope O von ¥, die Identitat
0=2-0={2-Q|Q€l*N) mit Q>0 und EQ=1}

={Ucl?(Q)|2-U>0 und EQR2-U]=1}
={Ucl?Q)|U<2 und EU=1}.

Daran sehen wir auch gut, dass O das Axiom (Q4) in der Regel nicht erfiillt,
sodass 11 nach Satz (1.2.3) i.A. nicht lower range dominated ist. Dariiber hinaus
ist O in einigen Féllen nicht beschrankt sowie 1 — O nicht kreisformig, da
bekanntlich haufig nicht endlich bzw. nicht symmetrisch ist.

b) In Gleichung (1.12) haben wir nachgerechnet, dass ¢ die Beziehung
P(X) =esssup X —ess inf X = ¢ (X) + ¢p—(X)

fur alle X € L?(Q) erfiillt. Nach Lemma (1.2.11) (ii) ergibt sich daher fiir das
risk envelope U von 1 unter Benutzung der Bezeichnungen aus a), dass

U=c(Q+Q)+1-2=c(Q+9) -1

gilt. Da sowohl ¢_ als auch @, i.A. nicht endlich sind, konnen wir in dieser
Darstellung von U nicht ohne weitere Begriindungen den Abschluss von Q + O
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vernachldssigen. Trotz dieser ziemlich abstrakten Gestalt von ¢/ kénnen wir mit-
hilfe von Satz (1.2.3) festhalten, dass U i.A. weder der Eigenschaft (Q4) geniigt
und noch beschréankt ist, da ¥ i.A. nicht lower range dominated und nicht end-
lich ist. Jedoch ist 1 — ¢/ immerhin kreisféormig, da 1 immer symmetrisch ist.
o

1.3 Beziehung zu RisikomafSen

Neben den bis jetzt ausfiihrlich untersuchten Abweichungsmafien gibt es noch so-
genannte , Risikomafie”. Wahrend in diesem Gebiet eine grofie Vielzahl an verschie-
denen Ansitzen verfolgt werden, beschrianken wir uns in dieser Arbeit u.A. auf die
zwei Konzepte von ,Risikomafien” aus [12, Definition 4] und [12, Definition 5], die
ROCKAFELLAR ET AL. verwendeten. Das Ziel dieser Sektion ist es im Wesentlichen,
den Zusammenhang zwischen diesen ,Risikomafien” und Abweichungsmafien, den
ROCKAFELLAR ET AL. erarbeiteten, zu erklaren.

Vorher wollen wir uns aber fiir diese Theorie motivieren, wobei daraus im End-
effekt nur eines dieser beiden Konzepte, und zwar der sogenannten ,kohdrenten
Risikomafie”, resultierte: In vielen Situationen bzw. Modellen, besonders in der Fi-
nanzmathematik, kommt es vor, dass eine Vielzahl an Zufallsvariablen bzw. deren
Werte gewisse Schliisse zulassen, d.h. fiir eine solche Zufallsvariable X : (2 — R und
einem Ereignis w € (2 impliziert der Fall X(w) < 0 eher einen Verlust oder einen
Riickgang, wihrend der Fall X(w) > 0 zumeist einen Gewinn oder einen Zuwachs
andeutet. Obendrein ist das Ausmafs des Verlustes bzw. des Gewinnes umso gro-
Ber, je groBer |X(w)| im jeweiligen Fall ist. In dieser Situation interessiert man sich
dafiir, wie grofs denn , das Gesamtausmafs an moglichen Verlusten” im Zusammen-
hang mit X ist. Jedoch wollen wir hier auch das Gewinnpotenzial beriicksichtigen
und genau dies sollen die ,Risikomafie” bei uns durch einen Zahlenwert bewerten.
Da wir Null als Bezugspunkt gewihlt haben, ist der Gedanke naheliegend, dass sie
vermutlich nicht translationsinvariant sein werden; das Gegenteil wird sogar der
Fall sein, wie wir gleich sehen werden.

Jedenfalls kommen wir jetzt zur Definition.

(1.3.1) Definition (Risikomafse)
Ein Funktional R : L>(Q2) — (—oo, 0] heifit kohérentes Risikomaf, falls es folgende
Eigenschaften aufweist:

(R1) R(X+C) =R(X)—C firalle X € L>(Q) und C € R,

(R2) R(0) =0 und R(AX)=AR(X) fiiralle X € L*>(Q) und A >0,
(R3) R(X+Y) <R(X)+R(Y) fiiralle X,Y € L?(QQ),

(R4) R(X) <R(Y) fiiralle X,Y € L2(Q) mit X > Y.
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Hingegen bezeichnet man R als ein strictly expectation bounded Risikomas, falls es den
Axiomen (R1), (R2), (R3) sowie

(R5) R(X) > E[—X] fiir alle nicht-konstanten X € L*(Q)

geniigt, d.h. auf das Axiom (R4) wird i.A. verzichtet.

In den jeweiligen Situationen nennt man R ein endliches Risikomas, falls R ein endliches
Funktional darstellt, also falls R (L*(Q2)) C R gilt. o

(1.3.2) Bemerkung

a)

b)

d)

Neben den schon aus Bemerkung 1.1.2) a) bekannten Bezeichnungen fiir (R2)
und (R3) nennen wir das Charakteristikum in

— (R4) Monotonie.

Dariiber hinaus heifst R natiirlich kohédrentes und strictly expectation bounded
Risikoma$, falls es allen Eigenschaften (R1) bis (R5) gentigt.

In beiden Fillen folgt analog zu Bemerkung (1.1.2) b) aus (R2) und (R3), dass
R konvex ist.

Falls R ein strictly expectation bounded Risikomaf ist, konnen wir zudem be-
obachten, dass fiir alle konstanten X € L?(Q2) die Beziehung

R(X) = R(0+ X) ) R(0) — X X" E[—X]

gilt, d.h. es ist R(X) > E[—X] fiir alle X € L?(Q2), wobei genau dann Gleichheit
besteht, falls X konstant ist. Offensichtlich kommt der Name ,strictly expectati-
on bounded” daher, dass die Ungleichung fiir nicht-konstante X € L?((2) strikt
ist.

Fiir die weitere Interpretation beschranken wir uns auf kohdrente Risikomaf3e:
Denn in dieser Situation folgt aus den Axiomen (R2) und (R4), dass zu X €
L?(Q) die Ungleichungen

R(X)>0 fuirX<0 sowie R(X)<0 furX>0

gelten. Dies passt auch zu dem oben vorgestellten Hintergrund, da R fiir X <0,
also Verlust in jedem Fall, zumindest einen nicht-negativen Wert ausgeben soll-
te; dazu sei bemerkt, dass wir das Verlustpotenzial positiv gewichten, da wir
uns schliefllich darauf fokussieren wollen. Dementsprechend sind auch die ne-
gativen Werte R(X) fiir X > 0 sinnvoll. In allen anderen Fillen bzgl. X ldsst
sich keine Aussage tiber R(X) treffen, da R durchaus unterschiedliche Schwer-
punkte setzen kann.

Im Vergleich dazu kénnen wir die strictly expectation bounded Risikomafie zwar
nicht wirklich interpretieren, aber diese werden spéater wichtig, sobald wir die
Beziehungen zu Abweichungsmafien herstellen werden.
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e)

Das Konzept der kohdrenten Risikomafle haben ROCKAFELLAR ET AL. grofiten-
teils aus [2] von ARTZNER ET AL. iibernommen, wobei (R1) leicht verdndert und
der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) hier allgemein gelassen wurde. Die Ei-
genschaft der strictly expectation boundedness findet aber keine Entsprechung
in [2]. Weitere Erweiterungen zu [2] finden sich z.B. in [4, 5]. o

Zur Veranschaulichung diskutieren wir zwei einfache Beispiele.
(1.3.3) Beispiele

a)

b)

Ein sehr intuitives Beispiel eines kohdrenten Risikomafles ist durch
R:L*(Q) - R, R(X):=E[-X]
gegeben, wobei sich die Endlichkeit von R mithilfe der Holder-Ungleichung

ergibt.
Zunichst gilt (R1) wegen

R(X+C) = E[-X] + E[-C] = E[-X] - C=R(X) - C

fir alle X € L?(Q) und C € R. Des Weiteren ist die Giiltigkeit von (R2)
und (R3) offensichtlich, da R sogar linear ist. Schliellich seien X,Y € L?(Q)
mit X > Y bzw. — X < -Y, sodass dies in Kombination mit den Monotonie-
Eigenschaften des Integrals

R(X) = E[-X] < E[-Y] = R(Y)

liefert, d.h. R erfiillt auch (R4). Hingegen gentigt es offenbar nie (R5).
Ferner ist R stetig, das erneut mittels der Holder-Ungleichung nachgerechnet
werden kann.

Sei nun
R :L*(Q) = (—o0,00], R(X):= —essinf X.

Hierbei ist R nach Lemma (A.2.5) und Bemerkung (1.1.6) genau dann endlich,
falls der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) essentiell endlich ist.

Im Folgenden rechnen wir nach, dass R ein kohédrentes und strictly expectation
bounded Riskomaf ist: Zuallererst folgt (R1) aus

R(X+C)=—essinf (X+C) = —((essinf X) + C) = —(ess inf X) — C
—R(X)-C
fir alle X € L2(Q) und C € R. Wihrend R offensichtlich (R2) erfiillt, ergibt
sich zum Einen (R3) aus Lemma (A.1.6) (vi) und zum Anderen (R4) aus Lem-

ma (A.1.6) (viii). Ferner sei X € L?(Q) nicht-konstant, so erhalten wir unter
Benutzung von ¢_ aus Beispiel (1.1.3) c) die Ungleichung

R(X) = —essinf X = (EX —essinf X) —EX = ¢_(X) — EX >) —EX
4

= E[—X],
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d.h. R geniigt der Eigenschaft (R5).

Schliefilich impliziert Lemma (A.2.5) zusammen mit Bemerkung (A.2.2) b) noch,
dass R stets unterhalbstetig ist und sogar stetig sein kann. Diese Verscharfung
tritt aber genau dann ein, falls (2, M, P) essentiell endlich ist. o

Wir werden spéter sehen, dass es auch eine ganze Reihe an strictly expectation
bounded Risikomafien gibt, die aber nicht kohédrent sind.

Jedenfalls erkannten ROCKAFELLAR ET AL. in [12, S. 60], dass man analog zu Lemma
(1.1.4) Funktionale, die (R1) bis (R3) erfiillen, durch scheinbar schwéchere Axiome
charakterisieren kann.

(1.3.4) Lemma
Ein Funktional R : L?(Q) — (—o0, 00| geniigt genau dann den Charakteristika (R1) bis
(R3), wenn R die Axiome

(R1") R(C) =—C fiiralleC € R,
(R2)) R(AX) = AR(X) fiiralle X € L?>(Q) und A > 0

sowie (R3) erfiillt. o

Obendrein konnen wir aus dem Satz (1.1.7) genauso wie fiir Abweichungsmafe ein
hinreichendes Kriterium fiir Stetigkeit ableiten, wenn wir uns an Bemerkung (1.3.2)
b) erinnern.

(1.3.5) Satz (Stetigkeit von Risikomafien)
Sei R : L*(Q) — R ein endliches, unterhalbstetiges und kohirentes bzw. strictly expecta-
tion bounded RisikomafS. Dann ist R sogar stetig. o

Nun prasentieren wir den entscheidenden Satz von ROCKAFELLAR ET AL., siehe dazu
[12, Theorem 2], in dem u.A. der Zusammenhang von strictly expectation bounded
Risikomafien und Abweichungsmafien hergestellt wird.

(1.3.6) Satz (Beziehung von Risiko- und Abweichungsmafien)
Seien 9 die Menge aller Abweichungsmafle und % die Menge aller strictly expectation
bounded Risikomafe. Dazu definieren wir die Abbildungen

F:R—>D, R [F/‘[R] L [2(Q) — [0,00], Z[R](X) 1= R(X — EX)}
und
G DR, D [g[p] L [2(0) — (—o00,00], 9[D](X) := D(X) + E[—X]] .

Dann sind .% und ¢ wohldefiniert und invers zueinander, also insbesondere bijektiv.

Zusitzlich gilt fiir alle R € %:
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(i) R ist genau dann kohirent, falls 7 |R] lower range dominated ist.

(i) R ist genau dann endlich bzw. (unterhalb-)stetig, falls . [R| endlich bzw. (unter-
halb-)stetig ist. o

Beweis

Damit .# und ¢ wohldefiniert sind, miissen wir zeigen, dass .Z[R] € Z fiir alle
R € Z sowie ¥[D| € Z fir alle D € 2 ist. Zur Abkiirzung verwenden wir die
Lemmata (1.1.4) und (1.3.4).

Zu Z: Sei dazu R € Z. Zunichst beobachten wir, dass die Eigenschaft (R1) die
Darstellung
F[R|(X) =R(X—EX)=R(X)+EX (1.41)

fiir alle X € L2(Q2) impliziert. Dies wollen wir wie folgt ausnutzen: Denn wir haben
bereits in Bemerkung (1.3.2) c) festgestellt, dass R(X) > E[—X] fiir alle X € L?()
gilt, sodass wir insgesamt die Ungleichung

F[R|(X) =R(X)+EX > E[-X] +EX =0

fir alle X € L?(Q) erhalten, d.h. .#[R] ist nicht-negativ. Dariiber hinaus erfiillt
Z|R] das Axiom (D1') in Lemma (1.1.4) wegen

FIRIC) 5, RIC)+EC] = ~C+C=0

fiir alle C € R. Die Charakteristika (D2') und (D3) ergeben sich unmittelbar aus
(R2") und (R3), wenn wir zusétzlich die Linearitit von X — E[X] auf dem Raum
L%(0) sowie die Identitat (1.41) benutzen. Ferner ist

R(X)+EX > E[-X]+EX=0

>
(R5)
fiir alle nicht-konstanten X € L2((2), sodass wir auch (D4) nachgewiesen haben.
Dabher liefert das Lemma (1.1.4), dass .#[R] ein Abweichungsmaf3 ist.

Zu¥9: Seinun D € 9. Zuerst ergibt sich wegen

9[P)(C) = D(C) +E[-C] = E[-C]=—C

fir alle C € R, dass ¢[D] der Eigenschaft (R1') geniigt. Die Axiome (R2') und
(R3) sind eine direkte Konsequenz aus (D2') und (D3) sowie der Linearitdt von
X + E[—X] auf dem Raum L?((2). SchlieBSlich erhalten wir fiir jedes nicht-konstante
X € L2(Q) die Ungleichung

¢[D](X) = D(X) + E[-X] > E[-X],

>
(D4)
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d.h. (R5) ist ebenfalls erfiillt. Nach Lemma (1.3.4) konnen wir dann schliefen, dass
¢|D] ein strictly expectation bounded Risikomag ist.
Insgesamt haben wir also nachgerechnet, dass .# und ¢ wohldefiniert sind.

Dass sich .# und ¢ obendrein invers zueinander verhalten, konnen wir gut anhand
der Definition von ¢ sowie der Darstellung (1.41) erkennen.

Abschlieflend widmen wir uns den Zusatzen:
(i) Sei R € Z und D := Z[R]. Da ¥ die Umkehrabbildung von .# ist, folgt demnach
R =¥[D].

, = “ Sei R zusétzlich kohdrent. Aufierdem sei ein beliebiges X & Lz(Q) gegeben.
Falls dann ess inf X = —oo gilt, folgt die triviale Abschdtzung
D(X) < o0 = EX —ess inf X.

Andernfalls ist essinf X € R und, da wir in Lemma (A.1.6) (iv) bereits gezeigt
haben, dass X > ess inf X gilt, ist also X — ess inf X > 0. Dies impliziert in Kombi-
nation mit (R2) und (R4), dass

R(X —essinf X) <0 (1.42)
ist, sodass wir schliefslich

D(X) = D(X—essinf X) = R(X —essinf X)+ E[X — ess inf X]
(D1) (1.41)
< E[X —essinf X] = EX —ess inf X
(142)

erhalten. Aufgrund der beliebigen Wahl von X folgt die Lower range dominance
von D.

‘“"

, <" Sei D zusitzlich lower range dominated. Ferner seien X,Y € LZ(Q) mit
X > Y bzw. X —Y > 0. Nach Lemma (A.1.6) (viii) ist daher ess inf (X —Y) > 0.
Unter Verwendung dieser Tatsache ergibt sich

D(X—-Y) < E[X—Y]—essinf (X—Y) <E[X—-Y]
(D5)

und somit
R(X-Y)=DX-Y)+E[-(X-Y)] <EX-Y]+E-(X-Y)] =0 (143)
Insgesamt schliefsen wir

R(X) = R(Y + (X - Y)) 5 R(Y) + R(X —Y) 5 R(Y).

Da X, Y beliebig gewdhlt waren, haben wir gezeigt, dass R kohdrent ist.
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(ii) Dies folgt unmittelbar aus der Definition von .# und ¢ sowie der Darstellung
(1.41) und der Tatsache, dass es sich bei X + E[+X] auf dem Raum L?(Q2) um
stetige, lineare Funktionale handelt. Dartiber hinaus ist Lemma (A.2.9) (i) im Falle
der Unterhalbstetigkeit hilfreich. O

(1.3.7) Bemerkung

Der Satz (1.3.6) liefert uns also eine ganz einfache Moglichkeit, aus einem Abwei-
chungsmafS durch Anwenden der Transformation ¢ ein strictly expectation bounded
Risikomaf§ zu generieren. Zum besseren Verstandnis dieser Transformation empfeh-
len wir an dieser Stelle, diese konkret anhand der bis jetzt diskutierten Beispiele an
Abweichungsmafien aus Abschnitt 1.1 ,, auszurechnen”.

In Abschnitt 1.4 folgt dann noch eine Vielzahl weiterer Abweichungsmafie, die man
ebenso zu Risikomafien transformieren kann. o

Stattdessen wollen wir hier nur das bis jetzt einzige konkret betrachtete strictly ex-
pectation bounded Risikomafs aus Beispiel (1.3.3) b) aufgreifen.

(1.3.8) Beispiel
Das Funktional

R:L%(Q) = (—o0,00], R(X)= —essinf X.

aus Beispiel (1.3.3) b) ist bekanntlich ein strictly expectation bounded und kohédren-
tes Risikomafs, das immer unterhalbstetig, aber i.A. nicht stetig ist. Dann ist nach
Satz (1.3.6)

F[R]: L*(Q) — [0,00], F[R](X)= —essinf (X — EX) = EX — ess inf X

ein lower range dominated Abweichungsmafi, das ebenfalls unterhalbstetig, aber
i.A. nicht stetig ist.

Dies wussten wir aber auch schon vorher, da .#[R] dem Abweichungsmafl ¢_ aus
Beispiel (1.1.3) c¢) entspricht. o

Wenn wir jetzt die Sdtze (1.3.6) und (1.2.3) kombinieren, erhalten wir ohne zusatzli-
che Arbeit eine duale Charakterisierung von unterhalbstetigen, strictly expectation
bounded Risikomafien. Dabei geht diese Idee ebenfalls auf ROCKAFELLAR ET AL. zu-
riick, die aber nur ganz kurz in [12, Theorem 2] darauf eingegangen sind.

(1.3.9) Korollar (Duale Charakterisierung von Risikomafien)
Ein Funktional R : L?(Q) — (—o0,00] ist genau dann ein unterhalbstetiges, strictly ex-
pectation bounded Risikomafs, wenn eine Menge Q C Lz(Q) existiert, sodass

R(X) = — inf E[XQ)] (1.44)
QeQ
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fiir alle X € L2(Q) geschrieben werden kann und Q den Axiomen (Q1) bis (Q3) aus
Satz (1.2.3) geniigt. In dieser Situation ist Q bereits durch (Q1) sowie der Identitit (1.44)
eindeutig bestimmt und es gilt

Q0 ={Qec L?(Q)| R(X) > —E[XQ] fiiralle X € L*(Q)}. (1.45)
Zudem gilt:

(i) 'R ist genau dann kohiirent, falls Q der Anforderung (Q4) gentigt.
(ii) ‘R ist genau dann endlich (und daher stetig), falls Q beschriinkt ist. o

(1.3.10) Bemerkung

In der Situation von Satz (1.3.6) und Korollar (1.3.9) ist die zu einem unterhalb-
stetigen R € # eindeutig bestimmte Menge Q offensichtlich das risk envelope des
korrespondierenden unterhalbstetigen Abweichungsmafles .7 [R]. o

Dies veranschaulichen wir in folgendem

(1.3.11) Beispiel

In der Situation von Beispiel (1.3.8) bedeutet dies, dass das Korollar (1.3.9) auf
R anwendbar ist, und die eindeutig bestimmte Menge Q dem risk envelope von
F|R] = ¢_ entspricht, das wir in Beispiel (1.2.6) b) berechnet haben, d.h. es ist

Q={Q€el*(2)| Q>0 und EQ=1}

Dort haben wir auch die genauen Eigenschaften von Q diskutiert. o

Vor Abschluss dieses Paragraphen stellen wir fest, dass wir den ausschliefslich koha-
renten Risikomaflen bis jetzt nicht sonderlich viel Beachtung geschenkt haben. Dies
liegt hauptsdchlich daran, dass wir nicht ohne Weiteres wie in Satz (1.3.6) eine Be-
ziehung zu Abweichungsmafien herstellen konnen, sodass wir jene auch nicht ohne
zusétzliche Arbeit wie in Korollar (1.3.9) dual charkterisieren kénnen. Aber genau
diesen letzten Punkt wollen wir angehen, wobei ROCKAFELLAR ET AL. den Anlass
dazu in [12, S5.62] gegeben haben.

(1.3.12) Satz (Duale Charakterisierung von Risikomaf$en II)
Ein Funktional R : L?(Q) — (—o0,c0] ist genau dann ein unterhalbstetiges, kohirentes
Risikomafs, wenn eine Menge Q C LZ(Q) existiert, sodass

R(X) = — inf E[XQ] (1.46)

QeQ
fiir alle X € L?(Q) geschrieben werden kann und Q den Axiomen (Q1), (Q3) und (Q4)
geniigt. In dieser Situation ist Q bereits durch (Q1) sowie der Identitit (1.46) eindeutig
bestimmt und es gilt
Q0 ={Qel*N)|R(X)>—E[XQ] firalleX € L*(Q)}.

Dariiber hinaus ist R in dieser Situation genau dann endlich (und daher stetig), falls Q
beschriinkt ist. o
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Beweis
Fiir den Beweis halten wir zunéchst folgende Beobachtungen fest:

a)

b)

Wir bezeichnen mit & die Menge aller Funktionale D : L?(Q2) — (—o0, 0], die
die Charakteristika (D1), (D2), (D3) und (D5) erfiillen, und mit % die Menge
aller kohdrenten Risikomafse und definieren dazu die Abbildungen

FR— T, R [32*[72] L L2(Q) = (—o0, 0], F[R](X) := R(X — EX)]
GG R D [gf[p] L L2(0) — (—o0,00], Z[D](X) := D(X) + E[—x]] .

Dann lasst sich wie im Beweis von Satz (1.3.6) zeigen, dass .# und ¢ wohldefi-
niert und invers zueinander sind.

Dabei betonen wir besonders, dass jedes R € % i.A. nicht mehr dem Axiom
(R5) geniigt und wir deshalb nicht mehr garantieren kénnen, dass .% [R] > 0
gilt; diese Eigenschaft ist hier aber auch gar nicht nétig.

Jedenfalls seien D € 2 und R € %. So lasst sich immerhin noch (analog wie
dort) zeigen, dass .# [R] den Eigenschaften (D1), (D2), (D3) und (D5) geniigt,
auch wenn R evtl. nicht (R5) erfiillt. Zudem koénnen wir genau wie dort nach-
rechnen, dass ¢[D] den Eigenschaften (R1) bis (R4) geniigt, auch wenn D evtl.
nicht (D4) erfiillt. Entsprechend {ibertrdgt sich hier ebenfalls die (Unterhalb-)
Stetigkeit.

Bei Betrachtung des Beweises von Satz (1.2.3) lasst sich folgendes Resultat analog
zeigen:

Ein Funktional D : L?(Q2) — (—o0, c0] ist genau dann unterhalbstetig und erfiillt
die Eigenschaften (D1), (D2), (D3) und (D5), wenn eine Menge Q C L?(()
existiert, sodass
D(X) = EX — inf E[XQ] (1.47)
QeQ

fir alle X € L?(Q) geschrieben werden kann und Q den Axiomen (Q1), (Q3)
und (Q4) geniigt. In dieser Situation ist Q bereits durch (Q1) sowie der Identitit
(1.47) eindeutig bestimmt und es gilt

Q={Qel*0)|D(X)>EX—E[XQ] firalle X € L>()}.

Zudem ist D in dieser Situation genau dann endlich (und daher stetig), falls O
beschrénkt ist.

Dazu lassen wir in jenem Beweis einfach Teil (2), d.h. die ,,Aquivalenz der Giil-
tigkeiten von (D4) und (Q92)“, sowie den Zusatz (iii) weg. Da in den verbleiben-
den Beweisschritten die Nicht-Negativitdt von D nicht benétigt wird, erhalten
wir unmittelbar den Nachweis des obigen Resultates.
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Die Kombination von a) und b) ergibt direkt die Behauptung. O]

(1.3.13) Bemerkung

Der Satz (1.3.12) ermdglicht es uns nun, ohne grofie Miihe unterhalbstetige kohéaren-
te Risikomafie zu konstruieren. Wir finden namlich vergleichsweise schnell Mengen
Q C L?(N), die die Axiome (Q1), (Q3) und (Q4) erfiillen, wie wir im nachfolgen-
den Beispiel erkennen werden. Dazu sei noch erwédhnt, dass das Axiom (Q2), die
fir Q in diesem Zusammenhang nicht zwingend zutreffen muss, diese Wahl aber
offenbar deutlich einschrankt.

Jedoch enthélt Q hier i.A. nicht mehr Q = 1, da die strictly expectation boundedness
von R dafiir erforderlich ist; dies sieht man beispielsweise an der Darstellung von
@ in (1.45), wenn man zusatzlich Bemerkung (1.3.2) c) benutzt. o

Schliefilich prasentieren wir das angekiindigte

(1.3.14) Beispiel
Sei Q € L?(Q) mit Q > 0 sowie EQ = 1. Dazu definieren wir

R:L*2(Q) - R, R(X):=—E[XQ],
sodass wir mit Q := {Q} sehen, dass die Identitét

R(X) = ~E[XQ] = — inf E[XU]

fir alle X € L?(Q) gilt. Nach Satz (1.3.12) ist R demnach ein endliches, stetiges
und kohérentes Risikomaf$, da Q offensichtlich (Q1), (Q3) und (Q4) erfillt und
beschrankt ist.

Wenn wir jetzt z.B. Q = 1 wéhlen, erhalten wir das Beispiel (1.3.3) a).

Wir konnen aber sogar noch einen Schritt weitergehen und zu Qy,...,Q, € LZ(Q)
mit Q; > 0und EQ; = 1firi =1,...n die Menge

Q:=conv{Qq,...,Qn}

heranziehen; denn mittels einfacher Rechnungen erhalt man, dass dieses Q ebenfalls
die Axiome (Q1), (Q3) und (Q4) erfiillt (und obendrein beschrankt ist).

Jedenfalls ist in beiden Situationen vermutlich (Q2) i.A. nicht erfiillt. o

1.4 Fehlerfunktionale

Die Relevanz von erarbeiteten theoretischen Aussagen steht und fallt mit der Fiille
von Beispielen, auf die sie angewendet werden kann. Jedoch haben wir bis jetzt nur
wenige bzw. sehr verschiedene Bespiele von Abweichungsmafien diskutiert. Daher
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ist es unser Ziel in diesem Paragraphen, eine (oder mehrere) grofie Klassen von Ab-
weichungsmafien (und damit automatisch auch RisikomafSen) zu erschliefien. Dabei
werden wir auch einige Zusammenhénge zwischen den bisherigen Beispielen beob-
achten. Als Schliissel-Instrument dienen dabei die , Fehlerfunktionale”, die Rocka-
FELLAR ET AL. in [12, S. 66] definierten und anschlieSend untersuchten.

(1.4.1) Definition (Fehlerfunktionale)
Seien a,b > 0 und p € [1,00]. Dann heifit

Eapp : L(Q) = [0,00],  Epp(X) = [laXs +bX_||
Fehlerfunktional mit Parametern a,b und p. o

(1.4.2) Bemerkung
a) Zu X € L*(Q) ist nach Lemma (A.1.24) (iv) ebenfalls aX, +bX_ € L?(Q).

b) Fiir p € [1, 0] ergibt sich im Spezialfall 2 = b > 0 nach Lemma (A.1.24) (ii), dass
Eapp(X) =a-|Xy + X |l =a-[[IX[ll, =a-[X],

fiir alle X € L?(Q) gilt.

c) Der Name Fehlerfunktional kommt daher, dass &}, das Ausmafs, inwieweit
sich eine Zufallsvariable X € L?(Q2) von Null unterscheidet, bewertet. Je mehr
sie also in speziellen Gesichtspunkten von Null abweicht, desto grofier wird der
Wert &, ,(X), der auch gelegentlich als ,Fehler” bezeichnet wird.

Durch Variation von 4, b und p konnen die Werte von X auf manchen Bereichen,
wie {X < —1} und {—-1 < X < 0} sowie {0 < X < 1} und {X > 1}, z.T.
beliebig gewichtet werden. o

Mithilfe dieser konstruierten ROCKAFELLAR ET AL. auf zwei verschiedene Arten Ab-
weichungsmafie. Wir beschranken uns hier aber lediglich darauf, einzusehen, wie
sie konstruiert werden, und zu wissen, welche Charakteristika sie im Einzelnen auf-
weisen. Fiir die Beweise, die grofitenteils ziemlich technisch sind, verweisen wir
jeweils auf die Originalliteratur.

Zuallererst stellen wir nun einige Eigenschaften der Fehlerfunktionale zusammen.
Dabei beginnen wir mit ganz elementaren Eigenschaften - beruhend auf [12, Propo-
sition 6].

(1.4.3) Lemma
Seien a,b > 0 und p € [1,00|. Dann gilt:

(i) Eqp,p erfiillt (D2) und (D3).
(ii) &g p,p ist unterhalbstetig.
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(iii) Falls sogar a,b > 0 sind, ist £,, ,(X) > 0 fiir alle X € L*(Q) \ {0}. o

(1.4.4) Bemerkung

a) Der Beweis dieses Lemmas ist (als Einziges in diesem Abschnitt) nicht schwer;
insbesondere sind die Punkte (i) und (iii) beinahe trivial. Dariiber hinaus konnte
man (ii) aus Lemma (A.1.24) (iv) und Lemma (A.2.4) folgern.

b) Aufgrund dieses Lemmas verhélt sich &, , fiir a,b > 0 beinahe wie eine Norm.
Jedoch ist es i.A. nicht symmetrisch, wobei sich die Symmetrie im Spezialfall
a = b ergibt.
Auflerdem ist sogar &, ,(X) = oo fiir p > 2 und X € L?(02) moglich; dies lasst
sich aber ausschlieflen, falls der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) essentiell
endlich ist und man sich an Lemma (A.1.21) erinnert. Alternativ ist &, , bei
Vorliegen eines allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumes auch endlich, falls wir
p € [1,2] wihlen; dies folgt einfach aus der Inklusionskette (A.2) und Lemma
(A.1.24) (iv).

c) Falls hingegen a = 0 oder b = 0 ist, ist &;,(X) = 0 fir X € L*(Q)\ {0}
moglich; denn wenn wir z.B. 2 = 0 annehmen, folgt fiir X = 1, dass zwar
X € L*(Q) \ {0}, aber dennoch &, , ,(X) = 0 gilt.

Nichtsdestotrotz wird &, , auch in diesem Fall seinem Namen gerecht, da wir
in unserer Vorstellung zulassen, dass ein Fehlerfunktional unter ganz verschie-
denen Gesichtspunkten den Fehler einer Zufallsvariablen X € L?(Q) zu Null
bewertet. o

Aufgrund der Punkte (i) und (ii) ist insbesondere dom(&,,,) # 0, sodass wir den
Satz (1.2.1) auf die Fehlerfunktionale anwenden konnen. In Kombination mit den
Identitdten (1.19) und (1.20) in Korollar (1.2.2) zeigten ROCKAFELLAR ET AL. in [12,
Proposition 7] folgendes Resultat.

(1.4.5) Lemma (Dualitit von Fehlerfunktionalen)
Zu allen a,b > 0 und p € [1,0c0] existiert eine nicht-leere, abgeschlossene und konvexe
Menge B, ,, € L%(Q), sodass

Eapp(X) = sup E[XY]
YGBu,b,p

fiir alle X € L?(Q) geschrieben werden kann. Durch diese Eigenschaften ist By, eindeutig
bestimmt. Sei nun q € [1,00] so gewihlt, dass %—i—% = 1 gilt. Dann besitzt B, die
folgenden Darstellungen:

(i) Falls a,b > 0 sind, ist

Bupy = {Y € LX(Q) | Vs +b71Y_||; < 1}.
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(ii) Falls a > 0 und b = 0 ist, ist

Bopy ={Y€L*(Q)|Y>0 und |Y|,;<a}.

(iii) Falls a = 0 und b > 0 ist, ist

Bupp = {Y €LXQ) | Y <0 und |Y|, <b}.

(1.4.6) Bemerkung

Im obigen Lemma wird eine konkrete Darstellung von B, , fir a = b = 0 un-
terschlagen. Aber wir sehen sofort, dass B,;, = {0} gilt; denn {0} ist nicht-leer,
abgeschlosen und konvex und obendrein gilt

Eapp(X) =0 = sup E[XY]
Ye{0}

fiir alle X € L?(Q2). Da die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage aufgrund von Satz
(1.2.1) ebenso fiir diesen Spezialfall zutrifft, gilt also die behauptete Gleichheit. ¢

Unter Benutzung dieser Hilfsmittel konnen wir uns jetzt der Konstruktion der Ab-
weichungsmafie widmen. Die erste Variante dazu ist mit Kenntnis von Lemma
(1.4.3) sogar ziemlich naheliegend. Die urspriingliche Formulierung des anschlie-
Blenden Satzes sowie ein moglicher Beweis findet sich in [12, Theorem 3].

(1.4.7) Satz
Seien p € [1,00] und a,b > 0 mit a+b > 0. Dann ist

D:L*(Q) = [0,00], D(X):=Eypp(X — EX)
ein unterhalbstetiges Abweichungsmafs. Das zugehdrige risk envelope Q ist gegeben durch
Q={Qel*(0)|EQ=1 und C—-Qe€ By, fiireinCeR}.

Zudem gilt:

(i) D ist genau dann endlich (und daher stetig), falls &, j, , endlich ist.

(ii) D ist lower range dominated, falls a = 0 und b < 1 ist bzw. falls p = 1 und
a+b < 1ist. Die Aussagen sind sogar dquivalent, falls der Wahrscheinlichkeitsraum
(Q, M, P) essentiell unendlich ist. o

Zur Illustration betrachten wir einige Beispiele. Dabei werden erste Zusammenhén-
ge zu den schon bekannten Beispielen erkennbar.
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(1.4.8) Beispiele

a)

b)

Sei p € [1,00]. Dazu definieren wir
DP : L2(Q) — [0,00], DF(X):= ||X — EX||,.

Unter Verwendung von Bemerkung (1.4.2) b) sehen wir, dass D¥(X) = &11,,(X —
EX) fiir alle X € L2(Q) gilt. Nach Satz (1.4.7) ist D? demnach ein unterhalbste-
tiges Abweichungsmaf} mit zugehorigem risk envelope

Q,={Q€el*(Q)|EQ=1 und [[C—Qs<1 fiireinC e R},

wobei g € [1,00] mit % + % = 1 ist. Dabei sei bemerkt, dass wir fiir die obige
Darstellung von Q zusitzlich die Darstellung von 511, aus Lemma (1.4.5) (i)
benutzt haben.

Bzgl. der Endlichkeit und Stetigkeit konnen wir folgendes aussagen: Bekannt-
lich ist die Abbildung X +— X — EX stetig auf dem Raum L?((2). Zudem ist
| - ||, ebenfalls stetig auf dem Raum L?((2), falls p € [1,2] bzw. falls (2, M, P)
essentiell endlich und p beliebig gewdhlt ist, wie wir in Lemma (A.2.4) gesehen
haben. Deshalb ist D genau in diesen Fillen endlich und stetig. Andernfalls
ist || - ||, nach Lemma (A.2.4) unterhalbstetig, aber nicht stetig auf dem Raum
L?(Q). Dann lasst sich (unter Benutzung der Beispielfolge aus (A.7) im Beweis
des Zusatzes dieses Lemmas) zeigen, dass auch D nur unterhalbstetig und
nicht stetig ist. Somit ist D¥ nach Satz (1.1.5) dann aber auch nicht endlich.
Schliefllich ist D nach Satz (1.4.7) uiber essentiell unendlichen Wahrscheinlich-
keitsrdumen fiir kein p lower range dominated.

Im Spezialfall p = 2 entspricht D der Standardabweichung ¢. Zu dieser konn-
ten wir aber - besonders im Hinblick auf das risk envelope - in Beispiel (1.2.6) a)
genauere Aussagen treffen.

AuBlerdem wird D! auch gelegentlich als mittlere absolute Abweichung be-
zeichnet.

Sei wieder p € [1,00]. So definieren wir

DY 12(0) = [0,00], DL (X) = |[X — EX]. |}, = E1,0(X — EX)
und

DP : 12(Q) — [0,00], D! (X) = |[X = EX]_||, = Eo1,(X — EX).

Somit sind nach Satz (1.4.7) sowohl Dﬁ als auch D¥ unterhalbstetige Abwei-
chungsmafie. Auflerdem erhalten wir fiir die risk envelopes die Identititen

ol ={Qel*(Q)|EQ=1 und C—-Q>0, |[C—Q|, <1fiireinC € R}
sowie

o ={Qel*(Q)|EQ=1 und C-Q<0, |[C-Q|,<1fireinCeR},
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wobei wir fiir g € [1,00] mit % + % = 1 erneut die Darstellung von B, , fiir
(a,b) = (1,0) bzw. (a,b) = (0,1) aus Lemma (1.4.5) benutzt haben.

Es lasst sich sogar zeigen, dass wir

Of ={Qe*(Q)|EQ=1, esssup Q < oo, |[ess sup Q — Ql|, < 1}
und

Q" ={QecL*0)|EQ=1, essinf Q > —co, |Q —ess inf Ql; <1}
schreiben konnen.

Dazu: Wir zeigen die Aussage nur fiir Q% ; denn der Nachweis fiir Q" verlauft
analog.

, 2" Sei Q € L2(Q2) mit EQ = 1,ess sup Q < oo und |less sup Q — Q| < 1.
Da ess sup Q — Q > 0 nach Lemma (A.1.6) (iii) gilt, konnen wir C := ess sup Q
wihlen und erhalten Q € Qi.

, C“ SeiQ e QF, d.h. es existiert ein C € R mit C — Q > 0 und IC—-Qls <1
Dies impliziert
esssup Q < C < oo,

das wiederum
0<esssupQ-Q<C-Q

liefert. Aufgrund der Monotonie von || - ||; folgt daher

less sup Q = Qllg < [|C = Qllg < 1.
Damit ist die Gleichheit gezeigt.

Des Weiteren sind D’ und D, endlich und stetig, falls p € [1,2] bzw. falls
(02, M, P) essentiell endlich und p beliebig gewdhlt ist; denn wie schon in a)
begriindet, ist || - |, in genau diesen Fillen endlich und stetig auf dem Raum
L%*(Q), wihrend X +— [X — EX]_- und X — [X — EX]+ auf dem Raum L?((2)
uw.A. nach Lemma (A.1.24) (iv) ohnehin stetig sind. In den iibrigen Féllen ist
|- || auf dem Raum L?((2) nach Lemma (A.2.4) wieder nur unterhalbstetig und
nicht stetig, sodass sich (erneut mithilfe der Beispielfolge aus (A.7) im Beweis
des Zusatzes von Lemma (A.2.4) unter Verwendung von Lemma (A.1.24) (iii))
nachweisen ldsst, dass die beiden Abweichungsmafie auch nur unterhalbstetig
und nicht stetig sind. Daher sind sie nach Satz (1.1.5) aber auch nicht endlich.
Dariiber hinaus ist D¥ immer lower range dominated und, falls p = 1 ist, ist
es auch Di. Unter der Einschrankung, dass (02, M, P) essentiell unendlich ist,
liegt die Lower range dominance sogar nur in diesen Fillen vor.
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SchlieBlich betrachten wir noch zwei Spezialfille: Zunéchst entsprechen D2 und
D? den Standard-Semi-Abweichungen ¢ und o_ aus Beispiel (1.1.3) b), deren
risk envelopes bis jetzt noch zu bestimmen waren. Zudem erkennen wir, dass

DT (X) =esssup |[X — EX]4| =esssup [X — EX|+ =esssup X — EX
=9+ (X)
sowie
D®(X) =esssup |[X — EX]_| =esssup [X — EX]_ = EX —ess inf X
= - (X)
fiir alle X € L2(Q) gilt. o

Abschliefiend zitieren wir die zweite, weniger intuitive Variante, Abweichungsmafle
aus Fehlerfunktionalen zu generieren, indem wir - salopp gesagt - , den Abstand
einer Zufallsvariablen zur Konstantheit” bestimmen. Diese basiert auf [12, Theorem
4].

(1.4.9) Satz
Seien p € [1,00] und a,b > 0. Dann ist

.72 I
D:1X(0) + 0,00, D(X):= inf £,(X —C)

ein unterhalbstetiges Abweichungsmaf und fiir jedes X € L?(Q) wird obiges Infimum
angenommen, d.h. fiir jedes X € L?(Q) existiert ein Cy = Co(X) € R mit

D(X) = ga,b,p(x - CO)'
Das zugehorige risk envelope Q ist gegeben durch
Q={Q€el*(Q)|EQ=1 und 1-Q€ By,} (1.48)

Zudem gilt:
(i) D ist genau dann endlich (und daher stetig), falls &, ;, , endlich ist.

(ii) D ist lower range dominated, falls p = 1 und a < 1 ist. Die Aussagen sind sogar
dquivalent, falls der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) essentiell unendlich ist. <

Als erste Anwendung dient folgendes

(1.4.10) Beispiel
Gegeben sei

D: 120 0,00], D(X):= inf E12(X —C) = inf ||X = C|l5.
() = [0,00], D(X) = inf &,12(X ~C) = inf || X ~C]
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Nach Satz (1.4.9) ist D demnach ein unterhalbstetiges Abweichungsmafi. Da & 17
offensichtlich endlich ist, folgt daraus sogar die Endlich- und Stetigkeit von D.
Obendrein ist D tiber essentiell unendlichen Wahrscheinlichkeitsraumen nicht lower
range dominated. Jedenfalls zeigen wir nun, dass die Identitit

D(X) = | X = EX]}» = o(X)
fiir alle X € L?(Q) zutrifft.

Dazu: Zu festem X € L?((2) sei
$:R—[0,00), ¢(C):=[X—-C|}.
Um einen Minimierer von ¢ bzw. 4)2 zu finden, schreiben wir

¢*(C) = E[(X — C)?] = E[X? —2CX + C?] = C?> —2C - EX + E[X?]
= (C— EX)?> — (EX)? + E[X?].

Somit ist C = EX sogar der eindeutige Minimierer von ¢? und daher auch von ¢.
Daraus folgt die Behauptung.

Mit dem obigen Satz erhalten wir also fiir das risk envelope Q von ¢ aus (1.48) die
Identitat
Q={Qcl?*(Q)|EQ=1 und 1-Q€ By1,}
—{Qe (@) [EQ=1 und |1-Qf2<1}
={Qecl*(Q)|EQ=1 und c¢(1-Q)<1},

wobei wir fiir die zweite Gleichheit wiederum die Darstellung von B; 1, aus Lem-
ma (1.4.5) sowie Bemerkung (1.4.2) b) verwendet haben. Diese ist konkreter als in
Beispiel (1.4.8) a) und haben wir auch schon durch direktes Nachrechnen in Beispiel
(1.2.6) a) gefunden. o

An dieser Stelle haben wir jetzt alle theoretischen Aussagen soweit zusammen ge-
stellt und wollen jetzt zum eher anwendungsorientierten Teil {ibergehen. Dabei wird
dieser Satz ziemlich am Anfang, also im Zusammenhang mit dem ,Conditional
Value-at-Risk”, noch eine zentrale Rolle einnehmen.



2 Die Rolle von Abweichungsmafsen in der Fi-
nanzmathematik

Wie eingangs beschrieben, fokussieren wir uns in diesem Kapitel eher darauf auf-
zuzeigen, inwieweit die Theorie aus dem ersten Kapitel in der Praxis niitzlich ist.

2.1 Der Conditional Value-at-Risk

Zu Anfang stellen wir fest, dass sich seit geraumer Zeit in der Risiko-Analysis im
Aktienhandel, zwei Funktionale, zum Einen der sogenannte ,Value-at-Risk” und
zum Anderen der , Conditional Value-at-Risk”, etabliert haben. Da besonders das
Letztere in das Konzept des vorigen Kapitels passt und gleichzeitig in engem Ver-
hiltnis zum Ersteren steht, wollen wir die beiden in diesem Abschnitt ndher unter-
suchen.

Dazu benutzen wir hauptsédchlich die Konzepte von ACerBI und TASCHE in [1]; denn
in der Literatur gibt es diesbeziiglich leicht verschiedene Definitionen. Wir beginnen
mit der formalen Definition des ,Value-at-Risks”, die gerade [1, Definition 2.2] ent-
spricht. Da wir insbesondere darin mit Verteilungsfunktionen arbeiten, findet sich
in Definition (A.1.2) u.A. unsere Notation fiir Verteilungsfunktionen.

(2.1.1) Definition (Value-at-Risk)
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und a € (0,1). Dann heifst

VaR,(X) := —inf {z € R | FX(z) > a}

der Value-at-Risk von X zum Niveau «. o

(2.1.2) Bemerkung
a) Bekanntlich gilt fiir die Verteilungsfunktion FX, dass

lim FX(z) =0 und lim FX(z) =1

Z——00 Z—00

ist, sodass VaR,(X) € R fiir jedes « € (0,1) ist.
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b) Anhand der Definition des Value-at-Risks sehen wir auch, dass dieser sogar nur
von der Verteilungsfunktion von X abhéngig ist. o

An dieser Stelle verzichten wir auf eine prézise finanzmathematische Erklarung, wo-
tiir der Value-at-Risk genau verwendet wird. Stattdessen versuchen wir uns selbst
an einer Interpretation. Daher verschaffen wir uns mit den beiden folgenden Lem-
mata einen ersten Eindruck.
(2.1.3) Lemma
Sei mit X : 2 — R eine Zufallsvariable gegeben, sodass die Verteilungsfunktion FX stetig
und streng monoton wachsend ist. Dann ist auch F~X stetig und streng monoton wachsend,
sodass sie eine Umkehrfunktion besitzt. In dieser Situation gilt

VaRy(X) = (F %) ' (1—a) = —(F¥) '(a)
fiir jedes « € (0,1). o
Beweis
Zunéchst ist

P({X =2z})=P*({z}) =0
fiir alle z € R, da FX stetig ist. Daher ergibt sich
F2(z) =P{-X<z}) =P{X 2 —z}) =1-P({X < —z})
=1-P{{X < —-z}) (2.1)
=1-FX(—2)
fiir alle z € R. Daraus folgt, dass auch F~* streng monoton wachsend und stetig ist,

da dies auch auf FX zutrifft, sodass F~* eine Umkehrfunktion (F~¥) e 0,1) - R
besitzt.

Sei nun a € (0,1). Dann erhalten wir mit (2.1) die Identitat
VaR,(X) = —inf {z € R | FX(z) > a} =sup {—z € R | FX(z) > a}
=sup {y € R | F*(~y) > a}
=sup {y e R[1—F *(y) > a}
=sup {y e R| F¥(y) <1-a}

gilt. Da F~% streng monoton wachsend und stetig ist sowie 1 —a € (0,1) ist, {iberlegt
man sich nun leicht, dass

_ _xy\ -1
sup {y €R | FX(y) <1-a} = (F¥) (1-0)
ist. Mit demselben Argument folgt
inf {z € R | FX(z) > a} = (FX) ' (a),

womit wir die Behauptung nachgewiesen haben. O]
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(2.1.4) Lemma
Sei w € (0,1). Dann gilt:

(i) VaR,(0) =0,

(ii) VaRy(X) > VaR,(Y) fiir alle Zufallsvariablen X,Y : Q — R mit X <. o

Beweis
(i) Die Zufallsvariable X = 0 besitzt die Verteilungsfunktion

0 furz <O,
FX:R—[0,1], FX(z)= o
1 fiirz>0.

Da a > 0 ist, folgt
—VaR,(X) =inf {z € R | FX(z) >a} =0
und somit VaR,(X) = 0.
(ii) Seien X,Y : (2 — R Zufallsvariablen mit X < Y. Somit ist
{Y<z}c{X<z}
und deshalb FY(z) < FX(z) fiir alle z € R. Dies impliziert
{zeR|F¥(z) >a} C{z€R|FX(2) > a}

und damit ergibt sich wiederum

—VaR,(Y) = inf {z € R| F¥(z) > a} > inf {z € R | FX(2) > a} = —VaR,(X),

das die behauptete Ungleichung liefert.

(2.1.5) Bemerkung (Interpretation des Value-at-Risks)

Sei nun X : (2 — R eine beliebige Zufallsvariable, die wir wie in der Einfiihrung
von Abschnitt 1.3 interpretieren wollen; in dieser Situation wird X auch gelegent-

]

lich als ,,Gewinnfunktion” bezeichnet, wahrend sie entsprechend bei umgekehrter

Interpretation ihrer Werte , Verlustfunktion” genannt wird. Jedenfalls wollen wir ihr
zu einem vorgegebenem Niveau a € (0,1) mithilfe des Value-at-Risks einen gewis-

sen Risikowert zuordnen. Aufgrund von Lemma (2.1.4) konnen wir dhnlich wie in

Bemerkung (1.3.2) d) eine Aussage iiber diesen Risikowert treffen.

Unter den einschrdnkenden Annahmen an die Verteilungsfunktion wie in Lemma

(2.1.3) entspricht VaR,(X) dann einfach der Stelle in R, an der die Verteilungsfunk-

tion der korrespondierenden Verlustfunktion —X das Niveau 1 — a annimmt.

<&
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Obendrein geben uns die Charakteristika des Value-at-Risks aus Lemma (2.1.4)
Grund zur Hoffnung, dass es sich bei dem Funktional

R:L*(0Q) - R, R(X):= VaR,(X)

um ein kohédrentes Risikomafs im Sinne von Definition (1.3.1) handeln konnte. Dies
ist aber i.A. nicht so, wie wir im anschliefSenden Beispiel feststellen werden; denn
die Eigenschaft (R3) aus Definition (1.3.1) ist i.A. nicht erfiillt.

(2.1.6) Beispiel
Sei n € [%, 1). Zusétzlich nehmen wir an, dass eine Menge M € M mit

1-a<PM)<u (2.2)
existiert. Dazu definieren wir die Zufallsvariablen
X:0-R, Xw):=1y sowie Y :=-X,

wobei 1 die charakteristische Funktion der Menge M sei. Dann erhalten wir einer-
seits
VaR, (X +Y) = VaR,(0) =0

nach Lemma (2.1.4) (i). Andererseits erhalten wir die Verteilungsfunktionen F X FY .
R — [0, 1] gegeben durch

0 furz <0, 0 furz < —1,
FX(z) ={ P(M°) fir0<z<1, bzw. F'(z)={P(M) fir —1<z<0,
1 furz>1 1 furz > 0.

Aufgrund der Annahme (2.2) ist neben P(M) < a ebenso
PM)=1-PM)<1—(1—a)=u,
sodass direkt
inf {ze¢ R|FX(z) >a} =1 und inf{zc€R|F'(z)>a}=0
folgt. Insgesamt ergibt sich
VaR,(X) 4+ VaR,(Y) = —1 < 0= VaR, (X +Y),
d.h. der Value-at-risk ist unter den obigen Einschrdankungen nicht subadditiv. o
In der Praxis fiihrt dieses Phdnomen jedoch zu Problemen bzw. zu Risiko-Bewertungen,

die nicht logisch erscheinen; ein Uberblick iiber einige dies beziigliche Kritikpunkte
findet sich in [6].
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Jedenfalls gab es daher (oder vielleicht schon vorher bzw. parallel) einige Bemii-
hungen, ein ,Risikomafs” mit schoneren Eigenschaften zu konstruieren, das aber
dennoch gewisse Ahnlichkeiten zum Value-at-Risk vorweist. Aus diesen resultierte
insbesondere der , Conditional Value-at-Risk”. Als Definition wihlen wir die Dar-
stellung dhnlich wie in [1, Definition 2.5], die auf den ersten Blick grundsatzlich
verschieden zum Value-at-Risk zu sein scheint.

(2.1.7) Definition
Sei X : (2 — R eine Zufallsvariable und « € (0,1). Dann heifit

CVaR,(X) := inf {C+a'E[[X+C]_]}
CeR

der Conditional Value-at-Risk von X zum Niveau «. o

(2.1.8) Bemerkung
Fiir jede Zufallsvariable X : 2 — R und C € R ist [X + C]- > 0 und somit quasi-
integrierbar, d.h. E[[X 4 C]_] ist wohldefiniert und es gilt E[[X + C]_] € [0,00]. ¢

Bevor wir den Zusammenhang zum Value-at-Risk herstellen, wollen wir nun - als
Motivation fiir diese ganze Sektion - aufzeigen, wie man aus dem Conditional Value-
at-Risk ein Abweichungsmafs konstruieren kann. Mithilfe der in Kapitel 1 entwickel-
ten Theorie ldsst sich der Nachweis sehr elegant fiihren, wobei die Idee dazu von
ROCKAFELLAR ET AL. stammt, siehe [12, S. 63, 72 - 73].

(2.1.9) Satz
Sei o € (0,1). Dann ist das Funktional

D:L*(Q) — [0,00), D(X):=CVaRy(X — EX)

ein endliches, stetiges und lower range dominated Abweichungsmaf. Das zugehorige risk
envelope Q besitzt die Gestalt

Q={Qcl*(N)|EQ=1 und 0<Q<a '}
Zudem ist D sogar symmetrisch, falls « =  gewiihlt wird.
Das nach Satz (1.3.6) zu D korrespondierende Risikomaf$ ist gegeben durch
R:L2(Q) - R, R(X)=CVaR,(X)

und ist endlich, stetig, kohirent und strictly expectation bounded. o
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Beweis
Sei X € L?() beliebig aber fest. Wegen a € (0,1) ist a~! — 1 > 0, sodass wir dann

D(X) = CVaRy (X — EX) = inf {C+a'E[[(X-EX)+C]_]}

=: =C
=di (B e B[ )

=E[[X—C')+] ~E[[x—C-]

= inf {E[[X—C]+ (@™ -1)-E[[X~C]-]}

= inf E[[X—Cy+ (' 1) [X-C]]

= inf |[X—Cy+(at=1)-[X-C] |
C'eR

= Cl,r;]fR Era111(X=C')

schreiben koénnen, wobei wir das Funktional &, j, , mit
a:=1>0, b:=a'-1>0 und p:=1

in Definition (1.4.1) definiert haben. Somit ist Satz (1.4.9) anwendbar. Dieser liefert
zundchst, dass D ein unterhalbstetiges Abweichungsmaf ist. Aufgrund von p < 2
impliziert die Holder-Ungleichung, dass &, ein endliches Funktional darstellt,
sodass ebenfalls D endlich und deshalb stetig ist. Des Weiteren folgt aus p = 1 und
a =1, dass D sogar lower range dominated ist.

Zudem besitzt das risk envelope Q die Darstellung

Q={Qel*()|EQ=1 und 1-QE€ By}
—{Qel* () |EQ=1 und [1-Ql++(a'=1)""-[1-Q] [lo <1},

wobei wir fiir die zweite Gleichheit die Darstellung von 5, ;, , aus Lemma (1.4.5) (i)
verwendet haben. Nachfolgend zeigen wir, dass

Q={Q€el’(0)|EQ=1 und 0<Q<a!}
gilt.
Dazu: , C“ SeiQ € Q,d.h. EQ =1 und

12 = Qs+ (@' =17 1= Q- [les
= max{ess sup ([1-Qly),(a ' —1)"'-esssup ([1-Q]-)}
> (@' —1)"-esssup ([1—Q]-)
= (a”'—1)"! - max{0, —ess inf (1 — Q)}

> (et —=1)"1 (—essinf (1-Q)),
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das dquivalent zu
ot —1> —essinf (1 - Q)= —1+esssup Q (2.3)

ist. Daraus folgt
al >esssup Q > Q

und aufgrund der lower range dominance von D geniigt Q dem Axiom (Q4) aus
Satz (1.2.3), sodass auch Q > 0 ist. Insgesamt erhalten wir also

Qe{Qel?’(Q)|EQ=1 und 0<Q<a1}.

, 2" SeiQ € L?(Q) mit EQ =1und 0 < Q < a~!. Erneut kénnen wir

I =Q + (@ =1)7" 1~ Q- [l
= max{ess sup ([1—QJ+), (a ' —1)""-esssup ([1-Q]-)}

schreiben. Wegen 0 < Q < alistl—a1<1— Q <1 und somit

(2.4)

1-Q]+ <1 bzw. esssup ([1-Q]+) <1

sowie
1-Q-<a'—1 bzw. esssup ([1-Q]-)<a'-1.

Dies impliziert zusammen mit der Identitit (2.4), dass
11— Qe + (@ = 1) 1= Q) o < max{L, (a1 = 1)1 (a7t = 1)} =1
gilt, d.h.esist Q € Q.
Im Spezialfall « = J besitzt D das risk envelope
Q={Qcl*(Q)|EQ=1 und 0<Q<2},
sodass
1-9={Yel*(Q)|E[1-Y]=1 und 0<1-Y <2}
={Yel*(Q)|EY=0 und —-1<Y<1}

gilt. Daher ist 1 — Q offenbar kreisformig, sodass D nach Satz (1.2.3) (iii) symme-
trisch ist.

Sei nun wieder a € (0,1) beliebig. Schliellich liefert Satz (1.3.6), dass das zu D
korrespondierende Risikomaf3

R:L*(Q) - R, R(X)=CVaR,(X - EX)—-EX

endlich, stetig, kohdrent und strictly expectation bounded ist. Es bleibt lediglich zu
zeigen, dass
CVaR, (X + C) =CVaR,(X) - C
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tiir alle Zufallsvariablen X : (2 — R und C € R gilt; denn dann folgt
R(X) = CVaR,(X)

fir alle X € L2(Q).
Sei also eine Zufallsvariable X : (2 — R und ein C € R gegeben, dann ist

CVaR, (X +C) = Jnf {C'"+a 'E[[(X+C)+C_]}

. / _ —1 /
_Cl/rel]fR{(C.J;/C/) C+ua E[[X+(§_fg_§)]}}

s " -1 " _
—Cl//Iéf]R{C +a'E[[X+C"]-]}-C
= CVaR,(X) — C.

Damit haben wir alles gezeigt. O

Aufgrund dieses Satzes ist es nachvollziehbar, warum wir den Conditional Value-at-
Risk hier ndher untersuchen wollen. Bis jetzt fehlt aber die Verbindung zum Value-
at-Risk. Deshalb streben wir als letztes Ziel dieses Abschnitts den Beweis folgenden
Satzes an, den AcersI und TAscHE grofitenteils in [1] gezeigt haben.

(2.1.10) Satz (Zusammenhang von CVaR und VaR)
Seia € (0,1) und X € LY(Q). Dann gilt

CVaRy(X) = % / VaR(X) dB. 2.5)
0

(2.1.11) Bemerkung (Interpretation des Conditional Value-at-Risks)

Anhand der Identitét (2.5) sehen wir also, dass zu einer gegebenen Gewinnfunktion
X € L'(Q) und einem gegebenen Niveau a« € (0,1) der Wert CVaR,(X) gerade
dem Mittelwert tiber alle Risikowerte VaRg(X) zu den Niveaus 8 € (0, 4] entspricht.
Der Vorteil ist offenbar, dass man dadurch evtl. eine bessere Einschdtzung des Risi-
kos, das sich hinter X verbirgt, erhdlt; denn der Value-at-Risk bestimmt bekanntlich
jeweils nur zu einem gegebenen Niveau das Risiko. o

Den Beweis des Satzes (2.1.10) unterteilen wir in einzelne Schritte. In diesen werden
wir standig sogenannte ,,Quantilfunktionen” verwenden, die Acers1r und TASCHE in
[1, Definition 2.1] einfiihrten.

(2.1.12) Definition (Quantilfunktionen)
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und o € (0,1). Dann wird

gu(X) :=inf{z € R | FX(Z) >}
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als das untere a-Quantil von X und
7(X) :=inf {z € R | FX(z) > a}
als das obere a-Quantil von X bezeichnet. o

(2.1.13) Bemerkung
a) Mit demselben Argument wie in Bemerkung (2.1.2) a) folgt, dass

gu(X) € R und g*(X) e R

fir alle w € (0,1) gilt.
b) Offensichtlich ist
VaR, (X) = —g*(X).

c) Anhand obiger Definitionen ldsst sich beobachten, dass

9u(X) = 4*(X)
fir fast alle w € (0,1) gilt.

Dazu: Offenbar erhalten wir fiir alle « € (0,1) die Ungleichung
9(X) < 4%(X),

sodass wir uns fragen, wann diese Ungleichung denn strikt ist. Dabei liegt fol-
gende Vermutung nahe:

Zwischenbehauptung: Fir o € (0,1) ist die Ungleichung genau dann strikt, falls
Y,z € Rmity # z und
F¥(y) = F¥(z) =a

existieren. Dies weisen wir nun nach:

, <" Sei w € (0,1), sodass solche y,z € R wie oben beschrieben existieren;
dabei sei (E y < z. Die Monotonie von FX liefert dann

fiir alle w € [y, z], das gerade
gu(X) <y <z <g%(X)
impliziert.

, = Seijetzt & € (0,1) mit g,(X) < g%(X). So nehmen wir an, dass hochstens
ein y € R mit FX(y) = a existiert. Dies fiihrt zu zwei Fallen:
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1. Fall: Es existiert genau ein y € R mit FX(y) = a.
Mit der Monotonie von FX erhalten wir dann

FX(z) <a furallez <y und FX(z) > a furallez >y,

sodass aber
7.(X) =y = 9"(X)

gelten miisste.

2. Fall: Es existiert kein y € R mit FX(y) = a.
In dieser Situation folgt aus der Monotonie sowie der rechtsseitigen Stetigkeit
von FX, dass ein y € R mit

li}n FX(z) < a < FX(y) und FX(z) <a furallez <y
2y

existiert, d.h. & liegt in einer Sprungstelle von FX. Zwangslaufig ergibt sich dar-
aus wieder

9.(X) =y = q"(X).

In beiden Féllen erhalten wir somit einen Widerspruch, womit die Zwischenbe-
hauptung nachgewiesen ist.

Jedenfalls sei jetzt
M:={a € (0,1) | q(X) < 4*(X)}.

So kénnen wir wegen der Monotonie von FX in Kombination mit der Zwischen-
behauptung zu jedem « € M ein maximales nicht-triviales Intervall I, C IR, also
mit .Z(I,) > 0 bzgl. des Lebesgue-Mafles ., finden, sodass FX(z) = « fiir alle
und nur genau diese z € I, gilt. Dann wéahlen wir fiir alle « € M genau ein
xo € QN I, sodass offenbar fiir alle o, € M mit a« < B auch x, < Xp gilt. Somit
haben wir eine Bijektion zwischen M und einer Teilmenge von Q erstellt, d.h.
M ist abzdhlbar und somit eine Nullmenge bzgl. des Lebesgue-Mafies .Z. Dies
liefert die Behauptung. o

Dariiber hinaus definierten ACERBI und TAScHE in [1, Definition 2.6] den , Expected
Shortfall”, den wir als ein zentrales Hilfsmittel benutzen werden.

(2.1.14) Definition (Expected Shortfall)
Sei X : Q — R eine Zufallsvariable und o € (0,1). Dann wird

ESu(X) == — (E[X - Ixeq, )] + 4e(X) (2 — PH{X < qa(X)}))

als Expected Shortfall von X zum Niveau « bezeichnet. o
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(2.1.15) Bemerkung
Da X - yx<g,(x)} offenbar durch max{q.(X),0} nach oben beschrénkt ist, ist

E[[XLix<g,x)l+] € [0,00).
Daraus folgt, dass E[X - I{x<g, (x);] wohldefiniert und
E[X - Lix<q4,(x)}] € [-00,00)

ist. o

Damit konnen wir auf das erste Resultat, das im Wesentlichen auf [1, Proposition
3.2] basiert, eingehen.

(2.1.16) Satz (Zusammenhang von Expected Shortfall und Value-at-Risk)
Sei X : (2 — R eine Zufallsvariable und o € (0,1). Dann gilt

ESu(X) = % / VaR(X) dB.
0

Beweis
Es geniigt zu zeigen, dass

ES(X) = — [95(X)dp 6

gilt; denn mit Bemerkung (2.1.13) b) und c) folgt dann

_/aqﬁ(x) dpg = —/aqﬁ(x) dg = /aVaRﬁ(X) dg
0 0 0

und damit die behauptete Identitit.

Fiir den Nachweis von Gleichung (2.6) betrachten wir zusatzlich zu dem ohnehin
vorliegenden Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) den Wahrscheinlichkeitsraum (2,
M, P") gegeben durch

2':=(0,1, M :=BnP(01) und P :=2,

wobei . das Lebesgue-Ma8, 5 die Borel-Algebra auf R und B((0,1)) die Potenz-
menge von (0, 1) beschreiben. Dann definieren wir

Z:0' =R, Z(B):=qp(X).
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Da Z offenbar monoton wachsend ist, ist sie damit P’-messbar, also eine Zufallsva-
riable.

1. Zwischenbehauptung: Die Verteilungen (P’)# und PX sind identisch.

Dazu: Aufgrund der Eigenschaften der Borel-Algebra auf R reicht es zu zeigen, dass
die jeweiligen Verteilungsfunktionen tibereinstimmen. Sei also y € IR. Nachfolgend
rechnen wir nach, dass

0 fur FX(y) =0,
{Z<y}=14(0,FXy)] fir FX(y) € (0,1), (27)
(0,1) = Q" fur FX(y) =1

gilt.

1. Fall: FX(y) =0
Wir nehmen an, dass ein 8 € (2’ = (0,1) mit Z(B) < y existiert. Dann erhalten wir
einerseits

F(2(p)) < F(y) = 0

aufgrund der Monotonie von F X und andererseits
0<p < FX(Z(B))

wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von F%, also einen Widerspruch. Daher ist {Z <
yr=0.

2. Fall: FX(y) € (0,1)
. 2 “ Wegen FX(y) > FX(y) ist

Z(F*(y)) =inf {z€ R| F¥(z) > F*(y)} <y
und zusammen der Monotonie von Z ergibt sich (0, FX(y)] € {Z < y}.

, C“ Dazu nehmen wir an, dass ein § € (FX(y),1) mit Z(B) < y existiert. Wie im
ersten Fall folgt dann aus der Monotonie sowie der rechtsseitigen Stetigkeit von FX,
dass

FX(y) < B < FX(Z(B)) < FX(y)

gilt, das offenbar ein Widerspruch ist.
Daher ist {Z <y} = (0, FX(y)].

3. Fall: FX(y) =1
Seit € (2 = (0,1). Dann ist
FX(y) =1>t,
das Z(t) < y und somit t € {Z < y} liefert. Aufgrund der beliebigen Wahl von ¢ ist
demnach {Z <y} =(0,1) = Q.
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Schliefilich ergibt sich aus der Identitét (2.7), dass in allen Féllen

FAy) = 2({Z <y}) = F(y)
gilt. Damit ist die 1. Zwischenbehauptung gezeigt.

2. Zwischenbehauptung: Die Verteilungen (P’)*Mz<w()} und P* X0} sind iden-
tisch.

Dazu: Auch hier beschranken wir uns nur auf die Verteilungsfunktionen. Sei y € R.
So unterscheiden wir zwei Félle:

1.Fall: y<O0
Dann ist zum Einen

{Z V70,01 Sy} ={Z < qu(X)} N{Z <y} = {Z < min{g.(X), y}}

und zum Anderen
{ X Lx<guxy SV =A{X < q(X)} N{X <y} = {X < min{q.(X),y} }.

2.Fall: y>0
In diesem Fall ist

{Z Vzequy v} = [{Z < qu(X)} 0 {Z <y} U{Z > .(X)}
={Z < min{ga(X),y}} U{Z < 42 (X)}°

und
{X Lx<quxy Syt = [{X <9} {X <y} U{X > q.(X)}

= {X <min{q.(X), y}} U{X < q(X) }".
In beiden Fillen sieht man direkt, dass

FZUz<qa0) (y) = FX Mx<aw) ()

gilt, wenn man die 1. Zwischenbehauptung benutzt. Damit haben wir auch die 2.
Zwischenbehauptung gezeigt.

Schliefdlich kommen wir zum wesentlichen Teil: Zunichst ist Z auf dem Intervall
(0,a] fir « € (0,1) quasi-integrierbar, da Z darauf nach oben beschrankt und mo-
noton wachsend ist. Daher konnen wir

Jasx)dp= [2(B)dB = [Z(B) Vo (BB = EIZ U] (28
0 0 o

schreiben. Wegen Z(«) = q,(X) und der Monotonie von Z ergibt sich

(0,0] € {Z <qu(X)} und {Z <qu(X)}N(x,1) S{Z=q.(X)}. (29
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Aus der ersten Inklusion folgt wiederum

(0,4] ={Z < qu(X)}\ [{Z < qu(X)} N (2, 1)]
bzw.
Lo = Lz<qux)y — Lz<gux)3n(@1)- (2.10)

Da Z -1(7<,,(x)} wie in Bemerkung (2.1.15) quasi-integrierbar ist, leitet sich aus den
Gleichungen (2.8), (2.9) und (2.10) die Identitét

/ qp(X) dp = E[Z - Niz<4,x)3] = EIZ - U 1)niz<g.(x)}]
/ (2.11)

= E[Z Nz<g,x))] = 9(X) - L({Z < qu(X)} N (2, 1))

ab. Zusammen mit der Gleichung (2.7) angewendet auf y = g,(X) sowie der schon
oft benutzten Ungleichung

FX¥(q.(X)) = FX(Z(a)) > a > 0
folgt dann, dass

(0, FX(q0(X))] fiir FX(q4(X)) € (0,1),

{Z <q.(X)} N (1) = {(tx,l) fir FX(%(X)) =1

und somit in beiden Fallen

Z({Z <qu(X)} N (a,1)) = F¥(qu(X)) —a = P{X < qu(X)}) —a  (212)

ist. Zudem kénnen wir aufgrund der Tatsache, dass E[Z - 1 qua(X)}] existiert, aus
[8, Korollar 14.7]

EIZ Azeq o)) = [xd(P)7Hen (@) = [xdp o) 219)
R R

schlieflen, wobei wir fiir die zweite Gleicheit die 2. Zwischenbehauptung verwen-
det haben. Da jedoch auch E[X - 1 X<qa x)}] existiert, erhalten wir mittels erneuter
Anwendung von [8, Korollar 14.7] zusammen mit Gleichung (2.13) sogar

ElZ Vz<gxpp) = /x dPH e (x) = E[X - Lyxq,(x))-
R

Dies liefert zusammen mit den Gleichungen (2.11) und (2.12) somit

Jap(X) 4B = EX - Lxaq, )] — 0a(X) - (PUX < u(X)}) — )
0

= E[X - Tyx<g.x)}] +9(X) - (2 = P({X < q2(X)}))-

Wenn wir jetzt noch beide Seiten mit — 1 multiplizieren, sind wir fertig. O]
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Nun miissen wir nur noch zeigen, dass der Expected Shortfall unter einschréanken-
den Bedingungen mit dem Conditional Value-at-Risk {ibereinstimmt. Daftir benoti-
gen wir ein in der Wahrscheinlichkeitstheorie bekanntes Lemma. Die urspriingliche
Formulierung findet sich z.B. in [1, Proposition 4.2].

(2.1.17) Lemma
Sei X € LY(Q) und « € (0,1). Dann ist das Funktional
To:R—1[0,00), To(C):=a-E[[X—-Cly]+(1—a) E[[X—C]-]

konvex, endlich und stetig und es gilt

Daher nimmt Ty sein Infimum an und die Menge der Minimierer ist gegeben durch

[42(X), 4*(X)].

Beweis
Zuallererst erkennen wir, dass

T2(C)=wa-E[[X-Cl+] +(1—a)-E[[X—C]-]
=E[a-[X—Clt+(1—a)-[X—C]-]
= lla-[X=Cls + (1 —a) - [X=C]-|h = Ex1-a1(X = C)

tiir alle C € R gilt, sodass das Lemma (1.4.3) mit
a:=«, b:=1—a und p:=1

wegen « € (0,1) anwendbar ist. Aus diesem folgt unmittelbar, dass 7, konvex und
unterhalbstetig ist. Zudem ist es wegen p < 2 in Kombination mit der Holder-
Ungleichung endlich und nach Satz (1.1.7) also stetig. Dartiiber hinaus erhalten wir

T(C) =la- X =Cls+ +(1—a) - [X—=C]-|
> min{a, 1 —a} - ||[[X—Cly + [X—=C]_|1
= min{a,1—a} || X—C|;
> min{a, 1 —a} -(|C] = [|X][|1) —— o0
—_— )

IC|—
>0

unter Benutzung der Monotonie von || - ||; sowie der unteren Dreiecksungleichung.

Dann impliziert die Stetigkeit zusammen mit dem Verhalten von 7, fiir |C| — oo,
dass 7, sein Infimum annimmt. Somit miissen wir nur noch die Minimierer bestim-
men: Sei dazu C € R. Dann stellen wir zunichst fest, dass mit X € L!(02) auch
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X —C € LY Q) bzw. [X — C]+ € LY(Q) sind. Da zudem [X — C]+ > 0 sind, konnen

wir bekanntlich

E[[X - Cls] = /1 ~ FIXCl(2) dz (2.14)

0
schreiben; dies ist eine elementare Folgerung aus dem Satz von Tonelli, s. [8, Satz
15.11], die tiblicherweise in der Vorlesung Stochastik II behandelt wird, sodass wir

dies hier als bekannt voraussetzen.
Obendrein gilt fiir z > 0 die Identitét

{X-Cl-<z})
{max{0,C — X} <z})

FX=Cl- () = P(
P(

P({c X<0}U[{C—Xx>0}n{C— X<z}})

P

1-

1-

(2.15)

{X>CH+P{H{C-z<X<C})
FX(C)+ FX(C) - P{X < C—12z})
P({X < C—1z}).

Da jedoch zum Einen
P({X < y}) = lim FX(t)
L7y

fiir alle y € R gilt und zum Anderen FX als monoton wachsende Funktion nur
hdchstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt, ist

P{X <y}) = FX(y) (2.16)

tiir fast alle y € R. Zusammen mit Gleichung (2.15) bedeutet dies, dass
FX=C-(z) =1 - FX(C —2)

tiir fast alle z > 0 gilt. Dies liefert wiederum in Kombination mit (2.14) die Identit&t

:/1—(1—FX(C—Z))dz:/FX(C—z)dz.
0 0

Mit der Substitution y = C — z und dy = —dz erhalten wir dann

E[[X - C]_ / FX(y / FX(y) dy. 2.17)

Aus
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folgt dann unter Verwendung der Identitat (2.17) mit —X statt X bzw. —C statt C
die Gleichung

e
E[[X— 4] = E[[(-X) — (=O))-] = [ F¥()dy. @.18)

Da nun

FXy) = PH-X <y}) = P({X = —y}) = 1= P({X < —y)})

fiir alle y € R gilt, ergibt sich zusammen mit der fiir fast alle y € R geltenden
Identitat (2.16), dass

F¥(y) =1-F*(-y)
tir fast alle y € R gilt, sodass wir in Kombination mit der Gleichung (2.18)

—C
E[[X—Cls] = [1-F¥(-y)dy
erhalten. Mit der Substitution w = —y und dw = —dy folgt dann
C ©
E[[X - C]] = —/1—Px(w)dw:/1—PX(w)dw. (2.19)
o0 C

Insgesamt ergibt sich aus den Gleichungen (2.17) und (2.19), dass

00 C
To(C)=a [1—FX(z)dz+ (1—a) | FX(z)dz (2.20)
/ /

tiir jedes C € R gilt.

Es konnen nun drei Félle bzgl. des vorgegebenen a auftreten, die wir zum Teil schon
in Bemerkung (2.1.13) c) diskutiert haben:

1. Fall: Es existiert genau ein y € R mit FX(y) = a.
Dann gilt

FX(z) <a furallez <y und FX(z) >a fiirallez >y

und
9(X) =y = q"(X).

2. Fall:  Es existiert kein y € R mit FX(y) = a.
So existiert ein y € R mit

li}(n FX(z) < a < FX(y) und FX(z) <« firallez <y,
2y
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sodass aufgrund der Monotonie von FX natiirlich auch
FX(z) >a furallez >y

ist, und es gilt

7.(X) =y = q"(X).

3. Fall: Es existieren y,z € R mit y < z und FX(y) = FX(z) = a.
Dann gilt bekanntlich

g.(X) <y <z < g%X). (2.21)

Dariiber hinaus folgt FX (g,(X)) > « aus der rechtsseitigen Stetigkeit von FX, sodass
wir zusammen mit der Ungleichungskette (2.21) und der Monotonie von FX

a < FX(q2(X)) < FX(y) = a,

also FX(g4(X)) = a, erhalten. Dies impliziert zusammen mit der Definition von
g*(X), dass

FX(w) =a firalle w € [.(X),4%(X))
gilt. Genauso ergibt sich unmittelbar aus der Definition von g,(X), dass
FX(w) < a  fiir alle w < g4(X)

ist. Des Weiteren ist es zwar moglich, dass FX (4%(X)) = a ist, aber wir kénnen aus
der Definition von g%(X) definitiv schliefen, dass

FX(w) > a fiir alle w > ¢%(X)
gilt.

Unter Beachtung dieser drei Fille konnen wir Folgendes bzgl. der Minimierer von
T. beobachten:

Sei C € [.(X),q%(X)]. Mithilfe der Darstellung (2.20) von 7, erkennen wir dann,
dass

oo C
T.(C) = oc/l ~FX(z)dz+ (1—a) /FX(Z) dz
C

—00
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) q“(X) qzx(X)
= / 1-FX(z)dz +w / 1— FX(z) dz+4 (1 —«a) / FX(z)dz
——
g%(X) C = o . —
o
+(1—a) / FX(z) dz
——
qa(X) = a f.ii.
) a(X)
— / 1- FX(z)dz + (1 —a) / FX(2) dz + (1 — a) (4%(X) — C)
9*(X) e
+ (1 - a)a(C —qu(X))
) a(X)
— / 1- FX(z)dz +(1—a) / FX(z)dz  +a(l—a)(g*(X) — gua(X))
7 (X) =
< E[[x—CJ4] € [0,.0) <E[[x—C]-] € [00)

also konstant, ist.
Sei nun C € R\ [94(X),%(X)]. Dabei nehmen wir (E C < g4(X) an; denn fiir C >

g*(X) verlauft die nachfolgende Rechnung analog. Jedenfalls erhalten wir wieder
mithilfe der Darstellung (2.20) von 7,, dass

00 C
T.(C) = oc/l ~FX(z)dz + (1—a) /FX(Z) dz
C —00

0 7" (X) 7 (X)
— / 1—F¥(2)dz +a / 1- FX(2)dz + a / 1-FX(2)dz  (2.22)
7*(X) qa(X) C

C
+(1—a) /FX(Z) dz

ist. Jetzt wihlen wir ein C' € R mit
C < C' < gqu(X),
so ergibt sich die Abschdtzung

qu(X) c qu(X)
o /1—FX(z)dz:(x/1—PX(z)dz+oc /1—PX(z)dz
—— ——
C C > 1—FX(C') c’ > 1—a fii.
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a(1—FX(CH)(C = C)+a(l—a)(q.(X) - C)
> 11—
a(1—a)(C"—C) +a(l—a)(q.(X) - C')
=a(l- ”‘)(%(X) - C)
7a(X)
=(1—a) o dz
c/ > PG £
7a(X)
> (1-a) / FX(2) dz.

C

Zusammen mit Gleichung (2.22) impliziert dies

7*(X) 7a(X)

Tu(C) > /1—FX(z)dz+tx /1—FX(z)dz+(1—tx) /FX(z)dz
q*(X) g (X) = 1-a fi. C
C
4 (1—a) /Px(z)dz
00 h qu(X)
- /1—FX(z)dz—i—zx(1—¢x)(q“(X)—q,x(X))—k(l—oc) /FX(z)dz
9*(X) e

= CIX'

Demnach entspricht [g,(X),7*(X)] wirklich der Menge der Minimierer von 7,. O

Mithilfe dieser Hilfsaussagen konnen wir uns dem Beweis von Satz (2.1.10) widmen.
Dabei beruht der letzte und somit entscheidende Schritt auf [1, Corollary 4.3].

Beweis von Satz (2.1.10)
Wegen X € L}(Q) sind alle Voraussetzungen von Lemma (2.1.17) erfiillt, sodass wir
tiir alle C € R dann

Ta(C) = a-E[[X ~ CJ4] + (1 - a) - E[[X — C]-]
= E[[X - C]-] +a(E[[X - CJ+] - E[[X — C]-])
= E[[X - C]-] +a«E[X —C] (2.23)
=E[[X-C]_] —aC+aEX
=a(a ' E[[X-C]-] = C) +aEX
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schreiben konnen. Aufserdem ist

E[[X-C]-] = [(C—X) Lic x>0, dP

D\

— [C xeeydP — [ X TjxecydP
0O

Q

=C-P{X <C}) —E[X -Iix<cy)
sodass sich zusammen mit der Identitat (2.23)
To(C) =a(a™'-C-PUX<C})—a ' E[X -Nxecy] — C) +aEX

= —oc(oé—1 -E[X - Nyx<cy] +al.C. (a —PH{X < C}))) 4 aEX (2.24)

ergibt. Da die Aussagen in Lemma (2.1.17) offenbar genauso fiir das Funktional

Sy :=a ' (T —aEX)

gelten, konnen wir also insbesondere festhalten, dass S, nach unten beschrankt ist
und sein Infimum genau fiir C € [44(X),¢%(X)] annimmt, d.h.

inf Sy(C') = Sx(C)

C’'eR (2.25)
= 2 (EX - 1pxeq)] +C- (2 - P{X < C))))

fiir alle C € [g.(X),g*(X)], wobei wir fiir die zweite Gleichheit die Identitat (2.24)
verwendet haben. Wenn wir jetzt C = g,(X) wihlen, erhalten wir

inf Su(C) = —a ! (EXWxeq, ()] + 4 X) (1= PUX < u(X)}) ) = BSa(X).

nach Definition (2.1.14). Dariiber hinaus erkennen wir unter Verwendung der Glei-
chung (2.23), dass

inf S,(C') = inf {a ' E[[X-C]_]-C"}

C'eR C’eR
_ / -1
— inf {( : cé +al E[[X + (_ (C:,/)]_]} (2.26)
- " -1 // _
—Cl//réf]R{C +a7 - E[[X+C"]]} = CVaR,(X)

gilt. Schliefilich folgt
1 14
CVaR, (X) = ESy(X) = / VaRg(X)dp

mit Satz (2.1.16). 0J
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Als Nebenresultat aus dem Beweis von Satz (2.1.10) erhalten wir noch folgendes

(2.1.18) Korollar (Vereinfachte Darstellung des CVaR)
Sei X € LY(Q) und « € (0,1). Falls die Verteilungsfunktion FX stetig in —VaR,(X) ist,
gilt

CVﬂRa(X) = —0(_1 : E[X : H{ngVaR,x(X)}]'

o
Beweis
Zunidchst wissen wir aufgrund der Gleichungen (2.25) und (2.26), dass
CVaR,(X) = —a~1 (E[X Ayx<cy] +C- (a = PUX < C})))
fiir alle C € [g4(X),9*(X)] gilt. Wenn wir jetzt
C =g%*(X) = —VaR,(X)
wihlen, erhalten wir also
CVaR,(X) = —a~" (E[X Ayx<—vary (x)})
(2.27)

— VaR,(X) - (a — P({X < —VaRa(X)}))>.

Nun erinnern wir uns, dass zu dem vorgegebenem a einer der drei Fille aus dem
Beweis von Lemma (2.1.17) eintritt.
Dabei ist der 2. Fall jedoch nicht moglich; denn in dieser Situation ist FX in

y = q"(X) = —VaRy(X)

unstetig, das aber in der Voraussetzung dieses Korollars ausgeschlossen ist.
Demnach tritt entweder der 1. oder 3. Fall ein, wobei der erste gerade

P({X < —VaRy(X)}) = F*(¢"(X)) = F*(y) = w
liefert. Falls hingegen der 3. Fall eintritt, gilt bekanntlich insbesondere
FX(w) =a frallew € [g.(X),4*(X)) und FX(w)>a furallew > g%(X).

Wegen der Stetigkeit von FX in g*(X) = —VaR,(X) muss demnach ebenfalls
P({X < —VaRy(X)}) = F¥(¢"(X)) =«
gelten. Insgesamt ist also nur
PHX < —VaRy(X)}) = w
moglich, sodass dies zusammen mit der Identitdt (2.27) gerade
CVaRy(X) = —a™" - E[X - Lix<_var,(x)}]
ergibt. U
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Zum Abschluss dieses Abschnitts diskutieren wir noch ein Beispiel, in dem wir
mithilfe der gefundenen Zusammenhinge leicht den Conditional Value-at-Risk be-
rechnen konnen.

(2.1.19) Beispiel
Sei X : (2 — R eine Treppenfunktion, d.h. es existieren einn € N, My, ..., M, € M
mit

n
P(UMi> =1, P(M;) >0 firallei=1,...,n
i=1

und
P(M;NM;) =0 firallei,j=1,..., nmiti#j

sowie aq,...,4; € R mit

a < ay < ---<dy,

sodass

X = ai']lM,-

n
i=1

gilt. Dabei sei mit 1, die charakteristische Funktion der Menge M; bezeichnet.
Dartiber hinaus definieren wir p; := P(M;) firi = 1,...,n. Als Verteilungsfunktion
erhalten wir

0 fiir z < aq,
i
FX(Z): le] fiira,-§z<ai+1miti=1,...,n—1,
]:
1 fur z > a,,

sodass sich fiir den Value-at-Risk die Darstellung

—a; fur0<a <py,

i—1 i
—q; fur Yp:<a< Y pmiti=2,...,n—1,
VaRy(X) = ¢ j=1 i j=1 Pi

n—1
—a, fur Y pj§a<1
=1
\

ergibt. Da nun
—VaR,(X) € {ay,...,a,}

furallew € (0,1) giltund {ay, ..., a,} gerade der Menge der Unstetigkeitsstellen von
FX entspricht, ist Korollar (2.1.18) in diesem Beispiel fiir kein « € (0,1) anwendbar.
Daher miissen wir auf Satz (2.1.10) zuriickgreifen; dieser ist anwendbar, da offenbar
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X € L1(Q) gilt. Demnach ist

CVaR,(X)
14
1
— - [varg(x)dp
0
(%"X'(_al):_al fur 0 < a < py,
i—1 i—1 i—1 i
% (,Z Pj(—ﬂ]') + (tx — .E Pj) (—ai)> fur ‘Z pj <a< ‘Z pj mit
— ]:1 ]21 ]:1 ]:1
i=2,...,n—1,
1 n—1 n—1 _on=l
x ~21 pi(—a;) + [« — '21 pj | (—an) | fur '21 pi<a<l
. = = j=

Dabei sei bemerkt, dass die Berechnung nur anhand der Definition des Conditional
Value-at-Risks zwar weniger in diesem Beispiel, aber i.A. vermutlich ein grofSes bis
kaum losbares Problem darstellt. o

2.2 Anwendung in der Portfolio-Theorie

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir neben einer Vielzahl theoretischer Aussagen
tiber Abweichungsmafie auch eine ganze Reihe an Beipielen kennengelernt. Beson-
ders im Paragraphen 1.4 haben wir zwei grofie Klassen an Abweichungsmafien er-
schlossen. Nun ist es aber an der Zeit, auf zumindest ein Anwendungsgebiet der
Abweichungsmafie einzugehen. Dabei ist die Portfolio-Theorie als eines der Haupt-
anwendungsgebiete zu nennen. Als Hintergrundliteratur, in denen die Theorie auch
schon weit vorangetrieben wurde, empfehlen wir [9] von MAIER-PAAPE und ZHuU.
Dieses wahlen wir auch als Ausgangssituation fiir diesen Abschnitt.

Zuallererst stellen wir kurz die Voraussetzungen in [9, S. 4] vor. Dort finden sich
auch weitere Details sowie jegliche Interpretationen, auf die wir hier verzichten wol-
len.

Den bis jetzt allgemein gewédhlten Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) schranken
wir wie folgt ein: Die Grundmenge (2 sei endlich, etwa Q2 = {wy,...,wn} fur N €
IN, und als o-Algebra M wihlen wir die Potenzmenge 3((2). Fiir unsere Zwecke ist
es aulerdem niitzlich, (E anzunehmen, dass ein Ny € {1,..., N} existiert, sodass

P(w;) >0 fuarallei=1,...,Ng und P(w;) =0 furallei=Ny+1,...,N

gilt. Nach Beispiel (A.1.19) a) ist (2, M, P) demnach insbesondere essentiell end-
lich.
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Weitere Definitionen, die grofitenteils auf [9, Definition 1 und 2] basieren, fassen wir
folgendermafien kurz zusammen:

(2.2.1) Definition (Finanzmarkt, (zuldssige) Portfolios)
Sei M € IN.

(i) Sei Sy = (SY,...,SM)T fiir t = 0,1, wobei Sy € R mit S = 1 sowie S} :
Q — R fiiri = 1,..., M nicht-negative Zufallsvariablen und S{ = R > 0 seien.
Dann bezeichnen wir S; fiir t = 0,1 als Finanzmarkt mit einer Zeitperiode. Dabei
entsprechen S, SV dem risikofreien bond und die restlichen Komponenten St fiir i =
1,..., M repriisentieren den Preis der i-ten risikobehafteten Kapitalanlage zur Zeit t.
Wir schreiben auferdem Sy = (S},...,SM)T.

(i) Einx = (xq,...,xp)" € RM*1 bezeichnen wir als Portfolio. Wir schreiben genauso
T

X = (xl,...,xM) .
(iii) Eine nicht-leere, konvexe und abgeschlossene Menge A C RM+Y yiennen wir eine
Menge an zuldssigen Portfolios. Dariiber hinaus bezeichnen wir eine nicht-leere,

konvexe und abgeschlossene Menge A, die eine Teilmenge von
{x e RMT | sTx =1}

ist, als Menge an zuldssigen Portfolios mit Anfangspreis Eins. o

(2.2.2) Bemerkung

Fiir einen gegebenen Finanzmarkt S; mit ¢t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, gilt
aufgrund der endlichen Kardinalitat von (2 offenbar, dass S} € L2() fiir alle i =
1,...,Mist. o

Zudem werden besonders hier , Risikomafie” fiir die Abschdtzung von Risiken im
Zusammenhang mit moglichen Investitionen benotigt. Diese sind aber grundlegend
von den uns bekannten RisikomafSen aus Definition (1.3.1) verschieden. Die an-
schlieflende zugehorige Definition entspricht [9, Assumption 2].

(2.2.3) Definition (Risikomaf$e in der Portfolio-Theorie)
Sei A eine Menge an zulissigen Portfolios und v : A — [0, c0) eine stetige Funktion. Dann
nennen wir ¢ ein Risikomafs.

Auflerdem seien folgende Axiome gegeben, die die Funktion v spiter teilweise auch erfiillen
soll:

(r1) Fiir jedes Portfolio x € A hingt die Funktion v nur von £ ab, d.h. es existiert eine
Funktion
t:A—[0,00),

wobei
A= {2 e RM| (x0,£1)T € A fiir ein xg € R}

sei, mit v(x) = #(X) fiir alle x € A.
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(rln) Fiir x € A gilt genau dann v(x) = 0, falls £ = 0 gilt.
(r2) Die Funktion v ist konvex.
(r2s) Die Funktion & aus (r1) ist strikt konvex.
(r3) Die Funktion ¢ aus (r1) ist positiv homogen, d.h. es gilt t(t2) = t8() fiirallet > 0
und £ € A, fiir die auch tX € A ist.
(r3s) Die Funktion t aus (r1) erfiillt (r3) und fiir alle 2,9 € A mit £ # § und #(%) =

2~

#8(9) = 1 sowie « € (0,1) gilt

tat+(1—a))) <at(®)+(1—a)ty) =1.

(2.2.4) Bemerkung
Mit A ist offenbar auch A konvex, sodass die Axiome (r2s) und (r3s) wohldefiniert
sind. o

Jedenfalls wollen wir aus manchen Abweichungsmafien Risikomafle im Sinne der
Portfolio-Theorie konstruieren. Dabei werden wir sogar feststellen, dass diese Risi-
komafle auch einige der oben genannten Axiome erfiillen. Die grundséatzliche Idee
dazu stammt z.B. aus [13, Abschnitt 3]. Zwar wurde dort ein beliebiger Wahrschein-
lichkeitsraum zugrunde gelegt, aber durch entsprechende einschrankende Voraus-
setzungen an den Finanzmarkt ist der Nachweis analog durchfiihrbar.

(2.2.5) Satz
Sei ein Finanzmarkt Sy mit t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, und ein unterhalbstetiges
Abweichungsmafl D : L>(QQ) — [0, o] gegeben, sodass sie folgende zwei Axiome erfiillen:

(A1) SY,...,SM sind linear unabhingig in L*((2).
(A2) Esist D(S]) < cound D(—S)) < oo fiirallei =1,..., M.
Dann ist
t: RMTL 5 [0,00), t(x):=D(27$))
ein Risikomaf$ im Sinne von Definition (2.2.3), das die Axiome (r1) mit

A

t:RM - [0,00), #(%):=D(274)
sowie (r1n), (r2) und (r3) erfiillt. o

(2.2.6) Bemerkung

Wenn t auf RM*1 stetig ist und die Axiome (r1), (r1n), (r2) und (r3) auf RM*+1
erfiillt, dann ist ¢ natiirlich auch auf einer Menge A an zuldssigen Portfolios stetig
und erfiillt genauso darauf die genannten Axiome. Dasselbe gilt offenbar auch fiir
die tibrigen Axiome aus Definition (2.2.3). o
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Beweis von Satz (2.2.5)
Zunichst zeigen wir, dass t eine endliche und unterhalbstetige Funktion ist: Sei dazu
x € RMH1 50 ist

=

0 <t(x) = D(£T4) |x;| - D (sign(x;)S}) (A<2) o0,

)
=N
=

(D2),(D3) ;

I
—_

also ist v endlich.
Dariiber hinaus sei (x("),cpny € RM+1 mit x(?) — > xin RM*1, dann folgt

M M
N TA A A . .
1) 81 =278l < Yo 1(x™); =2l - [1Sh]l2 < 12 = xl|o gaasn Y- IS ]|2 —— 0,
i=1 i=1

d.h. es gilt (32(")) T§1 — £TS; in L2(Q). Damit liefert die Unterhalbstetigkeit von
n—oo
D, dass
~TA . . A T A . .
t(x) =D(2'S5) < lim inf D((2™)"8)) = lim inf v(x()

gilt, d.h. v ist unterhalbstetig.

Des Weiteren erfiillt die Funktion ¢ offenbar (1) mit
t:RM - [0,00), #(%):=D(£T4)

sowie (r2) und (r3), da D den Axiomen (D2) und (D3) geniigt und daher insbeson-
dere selbst konvex ist. Obendrein liefert Satz (1.1.7) dann direkt, dass v sogar stetig
ist.

Somit bleibt nur noch nachzuweisen, dass v die Eigenschaft (r1n) besitzt: Zunéchst
ist offenbar t(0) = 0 und, da D das Axiom (D4) erfiillt, geniigt es zu zeigen, dass
£T8$, als Element von L2((Q) fiir jedes x € RM*! mit £ # 0 nicht-konstant ist.

Dazu nehmen wir an, dass ein x € RM*1 mit £ # 0 und ein C € R existieren, sodass

218 =C inL%(Q)
gilt. Dies ist aber dquivalent zu
ST & T8 C 7o C
Oszsl—C:szl—E-R:szl—E-S(f,

d.h. 8?,...,SM sind linear abhingig in L?((2), das aber (A1) widerspricht. Demnach
muss t auch das Axiom (r1n) erfiillen. O

Aufgrund der Endlichkeit der Grundmenge (2 ist dieser Satz auf viele Abweichungs-
mafSe anwendbar.
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(2.2.7) Beispiele

Sei ein Finanzmarkt S; mit t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, der der Eigenschaft
(A1) gentigt, gegeben. Da die Grundmenge (2 als endlich angenommen wurde, ist
der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) bekanntlich essentiell endlich.

Daher sind sowohl die Abweichungsmafie D” aus Beispiel (1.4.8) a) als auch Di aus
Beispiel (1.4.8) b) endlich und stetig, wie wir schon dort festgestellt haben, sodass
sie insbesondere unterhalbstetig sind und (A2) erfiillen. Ferner ist auch das Abwei-
chungsmaf aus Satz (2.1.9), das auf dem Conditional Value-at-Risk basiert, endlich
und stetig, sodass ebenfalls dieses die Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillt.
Damit haben wir aber auch schon praktisch alle Abweichungsmafle, die konkret als
Beispiel diskutiert wurden, behandelt. o

Somit steht uns eine Vielzahl an RisikomafSen im Sinne von Definition (2.2.3), die
auch schon einige der dort genannten Axiome erfiillen, zur Verfiigung. Diese wol-
len wir jetzt in einem konkreten Resultat der Portfolio-Theorie anwenden, siehe [9,
Theorem 11], das wir hier aber nur zitieren wollen. Darin taucht der Begriff , master
fund” auf, dessen Erklarung z.B. in [13, Abschnitt 4] zu finden ist.

(2.2.8) Satz (Existenz eines master funds)
Sei ein Finanzmarkt Sy mit t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, und mit

E[S1] — RSy # 0 (2.28)

sowie A = {x € RM*™ | STx = 1} gegeben. Dariiber hinaus sei mit v : A — [0,00) ein
RisikomafS gegeben, das die Eigenschaften (r1), (r1n), (r2) und (r3s) besitzt und fiir das
die Subniveaumengen

{xeAlr>rt(x)}

fiir alle r € R kompakt seien. Es gilt A = RM, sodass die Funktion

f:RM 5 00,00), f(2):= %f(a?)z

wohldefinert ist. Auflerdem sei f* : RM — R die zu f gehorige Fenchel-Konjugierte, die in
diesem Fall endlich (und somit stetig) ist. Obendrein sei f* in E[S1] — RSy differenzierbar.

Dann existiert ein master fund genau dann, falls
STV (E[S1] — RSp) > 0 (2.29)
ist. o

(2.2.9) Bemerkung
a) In obigem Satz miissen wir noch eine Notation erkldren: Zu einem Zufallsvektor
X : 02 — R" definieren wir

E[X] := (E[X4],...,E[X.])T.
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b) In [9, Theorem 11] wurde nicht begriindet, warum notwendigerweise A =RM
gelten muss.

Dazu: Sei # € RM, so definieren wir xo := 1 — 5]'£. Wegen SJ = 1 erhalten wir
fiir x := (x0,£7)T € RM*! die Identitat

Sgx = Sixg+ 8% =1,
also x € A bzw. £ € A. Daraus folgt A = RM.

Zudem wurde dort ohne Beweis verwendet, dass f* endlich, also dass f* (IRM) -
R gilt, (und somit stetig) ist.

Dazu: Wegen der Endlichkeit von f folgt zundchst aus Lemma (A.3.3), dass
f* > —co sowie f* konvex und unterhalbstetig ist.

Dartiber hinaus ergibt sich aus der Stetigkeit von v zusammen mit der speziellen
Gestalt von A, dass t stetig auf A = RM ist. AuSerdem kénnen wir aus (r1) und
(r1n) schlielen, dass fiir # € RM genau dann #(%£) = 0 gilt, falls £ = 0 gilt. Diese
beiden Eigenschaften implizieren fiir

B1(0) = B!'”“RM (0) C RM

zusammen mit der Kompaktheit von dB; (@) und wegen t > 0, dass die Unglei-
chung
C:= min %) >0
XAeaBl (O)

gilt. Dann erhalten wir fiir £ # 0 wegen (r3) die Abschitzung

R R R X .
8(£) = ||l (—) > Cll# o
||x||2,]RM
———
S E)Bl(ﬁ)
das wiederum . .
F(8) = 282 2 271 g

liefert, wobei die letzte Ungleichung letztendlich auch fiir £ = 0 gilt. In Kombi-
nation mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert dies

oT N . N 1 2y,

219 = £@) < N %llprm - [19lom0 = 5C 715,

fiir alle £, € RM, sodass fiir jedes feste £ € RM offensichtlich
¥/ a AT A ~ N N 1 N
£1(2) = sup {79 = @) < sup {2l 1l ~ 5CT B | < o
JERM JERM

gilt, d.h. wegen f* > —oo erhalten wir dom(f*) = RM. Aufgrund der Unter-
halbstetigkeit und Konvexitdt von f* liefert der Satz (1.1.7) schliefilich, dass f*
sogar endlich ist.



88 2 Die Rolle von Abweichungsmafen in der Finanzmathematik

c) Diese Charakterisierung wurde erstmals vor noch nicht allzu langer Zeit von
MATIER-PAAPE und ZHU entwickelt und ist demnach eine Weiterentwicklung der
Existenzbedingung von ROCKAFELLAR ET AL. in [13]. o

Unsere Hoffnung besteht nun darin, aus Satz (2.2.5) Risikomafle zu erhalten, die
zum Einen tiberhaupt die Voraussetzungen des obigen Satzes erfiillen und fiir die
wir zum Anderen den Term aus (2.29) konkret berechnen kénnen. Dazu bieten sich
die AbweichungsmafSe

DF : 1*(Q) — [0,00], DF(X):= ||X —EX||,
fiir p € [1, 0] aus Beispiel (1.4.8) a) am ehesten an.

(2.2.10) Lemma
Sei ein Finanzmarkt Sy mit t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, der der Eigenschaft (A1)
geniigt, gegeben. Dann ist

ty : RMTT 5 [0,00), v,(x) :=DP(27S))

fiir alle p € [1,00] ein Risikomaf im Sinne von Definition (2.2.3), das die Axiome (r1),
(rln), (r2) und (v3) erfiillt. Zudem gilt:

(i) Die Funktion ¥, aus (r1) ist eine Norm auf dem RM und sie besitzt fiir alle £ € RM
die Gestalt

6 (2) = [By2ll, g (230)

1 1
mit By = Gp - H € RN*M wobei G, := diag(P(wl)?,...,P(wNo)?) € RNoxNo

(Erinnerung: L := 0) und

Sl(wn) —E[S}]  S2(wn) —E[$] - SM(wn)— E[SM
H— S% (w2) — E[SH S%(wz) '_ E[S%] S{VI(WZ) - E[S{VI c RNoxM
S} (wny) — E[SY] S2(wny) — E[S3] -+ SM(wxy) — ESY

seien. Dabei gilt notwendigerweise Ny > M und die Matrix By, besitzt Rang M.

(ii) Die Subniveaumengen
{xeAlr>rvy(x)}

mit A = {x € RMT1 | STx = 1} sind fiir alle r € R kompakt.

(iii) Fiir p € (1,00) erfiillt v, sogar das Axiom (r3s). o
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Beweis

Die ersten Behauptungen folgen bereits aus der Diskussion in den Beispielen (2.2.7),
da fiir alle p € [1,00] der Satz (2.2.5) auf DP anwendbar ist; denn das Axiom (A2)
ist automatisch erfiillt. Daher bleiben nur noch die Zusétze zu zeigen:

(i) Da D? nach Definition offenbar symmetrisch ist, gilt dies auch fiir t, und t,.
Daraus folgt, dass

tp(t2) (E) |t] - 8, (sign(t)%) = |¢] - 8,(%)

fiir alle t € R und £ € RM gilt. Da t, wegen (r2) zudem konvex ist, ist es aufgrund
von (r1) ebenfalls t,, sodass wir

1
‘Ep(fl + 322) = ‘Ep (— . (2321 + 2)?2)) <

5 . (fp(ZJ?l) + ‘Ep(23?2)) :) fp(xl) + ‘EP(XZ)

N~

fir alle £1, £, € RM erhalten. Zusammen mit (1) und (r1n) ergibt sich dann, dass
es sich bei £, um eine Norm auf dem RM handelt.

Wenn wir uns an die Definition von Ny erinnern, erhalten wir obendrein fiir p €
[1,00) die Identitat

I
£
BV,
£ _
I
Nais
=
~_—
==

fiir alle £ € RM. Fiir p = oo kdonnen wir hingegen

M , .
tw (%) = ess sup |27 (S1 — E[$1])| = _max, Y x;- (S)(wi) — E[S]])
— - INQ ':1
= Iax, |(H%)i| = [|Boo® || ooz

fiir alle £ € RM schreiben, da Geo = In, und somit B = H gilt, wobei wir mit Iy
die Einheitsmatrix in RNo*No bezeichnen.
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Sei nun wieder p € [1,0| beliebig. Des Weiteren sei £ € RM mit B, = 0, das
dquivalent zu
0 = 1By e = (%)

ist. Dies ist aber nach obigen Uberlegungen genau dann der Fall, falls £ = 0 gilt.
Dies impliziert Ny > M und Rang(B;,) = M. Dabei ist aber M = Ny ausgeschlossen;
denn es ist

Ny No
(P(a)l), .. .,P(QJNO)) -H = (Z P(wl)S%(wl), ey Z P(wl)S{VI(wl)> — E[gl]T

das Rang(H) < Nj liefert. Da ferner Rang(B,) = Rang(H) gilt, weil G, nach Wahl
von Ny invertierbar ist, folgt

M = Rang(B;,) = Rang(H) < Np.

(ii) Sei r € R vorgegeben. Falls r < 0 ist, ist wegen t > 0 offenbar
{reAlr>vx)}=0
und daher insbesondere kompakt. Andernfalls erhalten wir zunéchst, dass
M ={xeAlr>t(x)} =An{x e RM* | r>r,(x)}

abgeschlossen ist, da sowohl A als auch {x € RM*! | r > ¢, (x)} abgeschlossen sind;
bei A ist es offensichtlich und bei der letzteren Menge folgt dies aus der Stetigkeit
von t.

Somit miissen wir nur noch die Beschrdnktheit nachweisen: Zuerst sei gesagt, dass
u, p > 0 existieren, sodass

IRl o rm < Ep(%) < pl| %] oo rM

fiir alle £ € RM gilt, da t, nach (i) eine Norm auf dem RM darstellt und alle Normen
auf diesem Raum &quivalent sind. Dann ergibt sich fiir jedes x € M, wegen (r1),
dass

r2>ep(x) = 8(2) > pf|2]]corm,

also |[£]|gm < 7 ist. Da insbesondere x € 4, also Sx =1, gilt, kénnen wir

1— TS,

X, =
‘ 0’ 58

A A A A A r
<1+ [2780] < 1+ [[Solly gy 1 %leo g < 1+ [[Solly g "

wegen S) = 1 schlieflen, d.h. es ist

r A r
1 || o RM+1 Smax{—,1+||50|| M'—}.
R i 1R y
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Daher ist M, beschrankt und somit kompakt.

(iii) Sei p € (1,00). Wir wissen schon, dass t, das Axiom (r3) erfiillt. Jetzt seien
2,9 € RM mit £ # § und £,(2) = £,(9) = 1 sowie a € (0,1).

Ohne Beweis verwenden wir an dieser Stelle, dass die Einheitskugel bzgl. || - ||, rx
fir alle n € IN strikt konvex ist, d.h. fiir alle w,z € R" mit w # z und ||w|[,r =
2] prn = 1 ist

[Aw + (1= A)z|[prn <1  fir alle A € (0,1). (2.31)

Es sei erwdhnt, dass dies fiir p € {1,000} aber nicht richtig ist, wie man sich leicht
bildlich vorstellen kann.

Jedenfalls folgt aus den Erkenntnissen aus (i) bzgl. B, bereits, dass mit £ # 7 auch
By% # By ist. Zudem iibersetzen sich die Annahmen unter Benutzung der Identitat
(2.30) zu

HBP'}?Hp,]RNO =#(f) =1 und ||Bp]?||p,1RNo =t =1
Dann liefert die Tatsache (2.31) fiir n = Ny, dass
tp(at+ (1 —a)7) = [[aBp2 + (1 — ) By, grvo <1

ist, also gentigt v, sogar dem Axiom (r3s). O

Damit haben wir gesehen, dass das Risikomaf$ v, fiir p € (1,00) unter geeigneten
Annahmen an den Finanzmarkt, also (A1) und der Ungleichung (2.28), praktisch
alle Voraussetzungen von Satz (2.2.8) erfiillt. Wir miissen jetzt lediglich noch die
Fenchel-Konjugierte f; von

N 1. . ...2 1 R
fo R 5 [0,00), fo(2) = 5 [1p(0)] = 5By v 232)
bestimmen und auf Differenzierbarkeit untersuchen. Dies stellt aber ein nicht-triviales
Problem dar:

Wir wissen schon aus Bemerkung (2.2.9) b), dass die Fenchel-Konjugierte f; endlich
und stetig ist. Um sie aber explizit zu bestimmen, verfolgen wir erstmal den naiven
Ansatz der Extremwertberechnung. Dazu sei

1

gp RN —[0,00), gp(z) := §||ZH§,1RN0' (2.33)

Diese Funktion ist offenbar in z # 0 stetig differenzierbar mit

1 _ T
————(n|z1P 7% zng N PR (2.34)

Vgp(z) = p
E
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wobei wir dann sehen, dass der Gradient in z = 0 durch Vg,(0) := 0 stetig fort-
setzbar ist, d.h. es gilt g, € C!(RM). Jedenfalls folgt dann mit der Kettenregel, dass
auch f, € C}(RM) mit

. 1 . i . N T
Vip(#) = ————-B, ((Bp®)1l (Bp2)1|" %, (Bp®)y | (Bp ) [P %)
1Byl g (2.35)

c RM

fir £ # 0 und V fp(ﬁ) = 0 ist, wobei wir dabei wieder benutzt haben, dass B,% = 0
nur fiir £ = 0 erfiillt ist. An dieser Stelle sei bemerkt, dass Vg, in z = 0 nicht
differenzierbar ist, sodass dies auch fiir V£, in £ = 0 nicht zu erwarten ist.

Falls wir nun zu festem £ € R™ die Funktion
hp : RM = [0,00),  hp(9) := 270 — fp(9)
definieren, ist ebenfalls i1, € C!(RM) mit

Vhp(9) = £ =V fp(7)

fiir alle § € RM. Unser Ansatz besteht nun darin, das Supremum von h, mittels
Extremwertberechnung zu bestimmen, wobei wir dafiir noch begriinden miissten,
warum das Supremum tatsdchlich angenommen wird. Jedenfalls unter Annahme,
dass es angenommen wird, miissten wir zuallererst die Gleichung Vi, (#) = 0 16sen:
Fiir p = 2 vereinfacht sich diese zu

. A LT A
£ =B; (B2, ---, (Baf)ny) = (B3 B2)Y,

die wir sogar 16sen konnen. Auf diesen Spezialfall kommen wir am Ende noch
einmal zurtick.

Fiir p # 2 sehen wir hingegen keinen Weg, wie wir die Gleichung Vi, (§) = 0 fiir
beliebiges £ exakt lsen konnen - sofern sie tiberhaupt losbar ist - , sodass dieser
naive Ansatz i.A. nicht wirklich zielfithrend ist. Daher verfolgen wir jetzt einen
anderen Ansatz.

Als Ausgangspunkt dient der nachfolgende in der Theorie der Fenchel-Konjugierten
bekannte Satz, wobei wir bewusst eine sehr allgemeine Ausgangssituation wéhlen;
als Inspiration fiir den Beweis diente [9, Remark 10].

(2.2.11) Satz
Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum und || - || sei die zu (-, -) gehorige Norm. Zudem sei mit || - ||o
eine weitere Norm auf X gegeben, welche dquivalent zu || - || sei. Dazu sei

1
F:X —[0,00), F(x):= iﬂxH%
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Die Fenchel-Konjugierte F* : X — [0, 00) von F ist dann gegeben durch
. 1
F*(x) = 5l
fiir alle x € X, wobei

o+ X = [0,00), ||x

o= sup (x,y)

lyllo<1
ebenfalls eine Norm auf X darstellt. o
(2.2.12) Bemerkung
Die Norm || - [|o- wird auch gelegentlich als die zu || - ||o duale Norm bezeichnet. ©

Beweis von Satz (2.2.11)
Zuallererst beobachten wir, dass es sich bei (&, || - ||p) um einen reflexiven Banach-
raum handelt.

Dazu: Die Aquivalenz der Normen impliziert unmittelbar, dass (X, (-,-)) und (X,
|| - lo) algebraisch und topologisch tibereinstimmen. Daher ist (X, || - ||o) einerseits
vollstandig, da dies schon auf (X, (-, -)) zutrifft, und andererseits stimmen damit die
jeweiligen Dualrdume algebraisch iiberein. Diese entsprechen sich aber ebenfalls to-
pologisch, da man leicht zeigt, dass auch die Normen der jeweiligen Dualrdume
dquivalent sind. Mit demselben Argument stimmen dann auch die jeweiligen Bi-
dualrdume algebraisch und topologisch {iiberein, sodass sich die Reflexivitdt von
(X, (-,-)) als Hilbertraum auf (X, || - ||o) tibertragt.

Auflerdem miissen wir begriinden, dass || - [[o- eine Norm auf X" darstellt.

Dazu: Offenbar ist die Menge YV := {y € X | |lyl]lo < 1} nicht-leer, konvex und
kreisformig. Wegen der Aquivalenz der Normen ist sie ebenfalls abgeschlossen und
beschrénkt. Dann liefert Satz (1.2.1), dass || - |0+ ein endliches, stetiges, konvexes
und positiv homogenes Funktional darstellt. Wie mehrmals in dieser Arbeit gezeigt,
folgt aus der Konvexitdt und positiven Homogenitdt die Subadditivitdt. Genauso
impliziert die Kreisformigkeit von ), dass || - [|o+ symmetrisch ist, was wiederum
zusammen mit der positiven Homogenitat

[Axljor = [Alllx

0*

fir alle x € X und A € R liefert.
SchlieSlich sei x € X, so existiert aufgrund der Stetigkeit von || - ||p auf X ein A =
A(x) > 0 mit ||Ax||p <1, sodass wir

o= sup (x,y) > (x,Ax) = A«
lyllo<1

(s

erhalten, d.h. es ist ||x|o~ > O fiir x # 0. Da offenbar ||0]|op- = 0 gilt, handelt es sich
bei || - ||o+ also tatsdchlich um eine Norm auf X.
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Dies fiihrt uns zu folgender

Zwischenbehauptung: Zu jedem x € X existiert ein z = z(x) € X mit ||z]jo = 1 und

xljor = (x,2).

Dazu: Sei x € X. (E sei dabei x # 0; denn fiir x = 0 konnen wir wegen ||x|[op- = 0
ein beliebiges z € X’ mit ||z||o = 1 wihlen.

Jedenfalls existiert dann eine Folge (yn)nen C B‘1|'H°(O) mit

(X, yn) —= sup (x,y) = [|x]|o-. (2.36)

n—o0
lyllo<1

Da (X, | - ||o) ein reflexiver Banachraum ist, ist B|1|'”°(0) nach [10, Satz 6.2.3] schwach
folgenkompakt, d.h. es existiert eine Teilfolge (yu,)keNn < (Vn)new und ein z €

Bllo(0) mit

Yn, =2z firk = ocoin (X, | - o). (2.37)

Da jedoch (X, || - ||o) algebraisch und topologisch mit (X, (-, -)) tibereinstimmt, im-
pliziert die schwache Konvergenz in (2.37), dass insbesondere

() o (02
—00

gilt. Somit erhalten wir mit der Konvergenz in (2.36)
Ixllos = (x,z) = lim {x, yn,) = [|x[lo-,
—00

also ||x||or = (x,z).
Jetzt bleibt nur noch zu zeigen, dass ||z||p = 1 gilt: Da x # 0 ist, wissen wir, dass

(x,2) = ||x[jo- >0

gilt, das insbesondere z # 0 und wegen z € BMO(O) damit 0 < ||z]|g < 1 liefert. Weil
ebenfalls

il
T2o o
ist, folgt
z 1 1
IMWZ<%——>=——m@=——WHm
Tzle/ = Tl Tzl Ll
\/1-’ >0

das nur fiir ||z||p = 1 moglich ist. Somit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

Damit koénnen wir uns dem eigentlichen Beweis widmen, d.h. wir zeigen, dass

x 1 1
F* () =sup { (x,9) = 3IvIR | = ;13
yeX
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fiir alle x € X gilt.
Sei dazu stets x € X' gegeben.

, <" Wie iiblich, konnen wir mithilfe der Zwischenbehauptung

x|+ = sup (x,y) =sup (. y)
Iyllo<1 s+ lvllo

schreiben, sodass wir

(x,2)

X, 1
) lyllo < sup Nyllo = [lxllo- - llyllo < 5 (lxlIg- + lyllc)  (2.38)
z#0 ”ZHO

1yllo

(x,y) =

fir alle y € X mit y # 0 erhalten, wobei wir fiir die letzte Ungleichung die bekannte
Ungleichung

ab < %(az +b*) furalleabeR

verwendet haben; fiir y = 0 gilt die Ungleichung (2.38) letztendlich aber auch. Durch
Umstellen tibersetzt sich die Ungleichung (2.38) dann zu

1 1
(v, y) = Fy) = (0 y) - §HyH% < EHXH%*

tir alley € X, d.h. es gilt

" 1 1
F(x) =sup { (o) = 3 1lB} < 5 0elB-
yeX

, > " Aufgrund der Zwischenbehauptung finden wir ein z = z(x) € X mit ||z||p =
1 und ||x]|o+ = (x,z). Dann definieren wir die Funktion

G:R—=R, G(t):=(x,tz) — F(tz).
Fiir alle f € R konnen wir

1 1
G(1) = (x,12) — 32 = Hxlor — 57

aufgrund der Wahl von z schreiben, sodass G ihr Supremum fiir tmax = ||x]|o+ an-
nimmt. Einsetzen liefert
1 1
2 2 2
Gtmax) = IxI3 = 3 1xI3 = 5 %I

und somit erhalten wir

Fr(x) = sup {{x,y) = F(y)} = sup {{x,tz) — F(tz)} = sup G(t) = %HXH%*/
yeX teR teR

womit die Behauptung bewiesen ist. [
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Zur Veranschaulichung diskutieren wir ein

(2.2.13) Beispiel

Sei ein essentiell endlicher Wahrscheinlichkeitsraum (', M’, P’) gegeben. Dann
folgt aus Lemma (A.1.21), dass LP(Q) = L9(Q) fiir alle p,q € [1,00] gilt und die
einzelnen Normen dquivalent sind. Zudem handelt es sich bei (L?(Q2),] - |2) um
einen Hilbertraum. Somit ist der Satz (2.2.11) auf

1
Fy i 12(0) = [0,09), Fp(X) = 2X]2
fiir p € [1, 0] anwendbar. Obendrein haben wir in Korollar (1.2.2) gezeigt, dass die
zu || - ||, duale Norm gerade || - ||; mit g € [1, 0] und % + % = 1 ist. Demnach besitzt

die Fenchel-Konjugierte 7, : L?(Q) — [0,00) von F), die Gestalt
. 1
Fy(x) = 21X
fiir alle X € L2(Q2). o

Wenn wir in Satz (2.2.11) den R"” mit dem Standardskalarprodukt als Hilbertraum
wihlen und benutzen, dass alle Normen auf diesem Raum &dquivalent sind, ergibt
sich direkt dieses
(2.2.14) Korollar
Sein € N und || - || eine Norm auf dem R"™. Dazu sei
1

F:R"—[0,00), F(x):= §Hx||2.

Die Fenchel-Konjugierte F* : R" — [0,00) von F ist dann gegeben durch

N 1
Fi(x) = 5l

fiir alle x € R"™, wobei || - || die zu || - || duale Norm sei. o

Das bekannteste Beispiel dazu ist Folgendes.

(2.2.15) Beispiel

Sei p € [1,0]. So kann man zeigen, dass die zu || - ||, r» duale Norm gerade || - ||; r»
mit g € [1,00] und 1 + 1 = 1 ist; dazu gehe man wie im Beweis des nachfolgen-
den Lemmas (2.2.16) vor, d.h. zu einem beliebigen x € R" verwende man einer-
seits die Holder-Ungleichung und andererseits wihle man ein Element w € R" mit
|wl|,rr < 1 und xTw = ||x||,r:. Dabei muss man jedoch fiir die Wahl dieses w die
Félle p =1,p € (1,00) und p = co separat behandeln.

Nach Korollar (2.2.14) erhalten wir dann jedenfalls als Fenchel-Konjugierte von

1
Gy R" = [0,0), Gpl(x) = 5 |lx];
die Funktion

* * 1
Gy i R" = [0,00),  Gy(x) := 5 xI[3. °
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Jedenfalls wollen wir das Korollar (2.2.14) auch auf f, in (2.32), also

o _ L oo
fo i RM 5 [0,09), fy(2) = 3 1By e
unter den unmittelbar vorher genannten Annahmen an den Finanzmarkt anwenden.
Vorab wissen wir aus Lemma (2.2.10), dass B, € RNoXM mit Ny > M sowie Rang(B,)
= M insbesondere fiir alle p € (1,00) gelten. Aus der linearen Algebra folgt dann,
dass By unendlich viele Linksinversen B;r, € RM*No pesitzt, wovon aber keine eine

Rechtsinverse ist, d.h. fiir jede Linksinverse B; gilt
ByB, = Iy, aber  ByBj # I, (2.39)

wobei fiir alle n € IN mit I, die Einheitsmatrix in R"*" bezeichnet sei. Aufgrund
des Phanomens in (2.39) sind wir im nachfolgenden Lemma gezwungen, eine Be-
dingung an die Linksinversen zu stellen. Dazu verwenden wir Operatornormen fiir
Matrizen: Zu einer Matrix C € R"*" sei

1Cx]lp e

||C|| Rixn = Sup .
P x#0 ||x||p,lR"

Eine Auflistung an Eigenschaften sowie konkrete Darstellungen dieser Operatornor-
men fiir manche p finden sich in [7, Abschnitt 4].

(2.2.16) Lemma

Sei ein Finanzmarkt Sy mit t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, der der Eigenschaft (A1)
geniigt, sowie p € (1,00) gegeben. Sei B € RM*™N0 eine Linksinverse zu der Matrix
B, € RNo*M ays Lemma (2.2.10) mit

IByBY ||, grono <1, (2.40)
dann ist die zu t, duale Norm gegeben durch

RM 5 [0,00), £ H(B;)Tae

g RN
mitqe(l,oo)und%ﬁ—%:l. o

(2.2.17) Bemerkung
a) Die Bedingung (2.40) ist sogar dquivalent zu HBPB;QH pRNoxNg = L.

Dazu: Wir miissen nur zeigen, dass fiir jede Linksinverse B;g von B, die der
Ungleichung (2.40) geniigt, sogar ||B, B} | pRNoNg = 1 gilt.
Sei also eine solche Linksinverse B;g gegeben. Wegen

(ByB})* = (B,B})(B,B}) = B,(B}B,)B}, = BB} (2.41)
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ist BPB; eine Projektionsmatrix. Da B; eine Linksinverse von B, ist, kann B;g

nicht die Nullmatrix in RM*Mo sein. Wegen Rang(B,) = M ist demnach eben-
talls BpB;; nicht die Nullmatrix in RNo*No, Somit existiert ein y € RN mit

x := (B,Bj)y # 0.
Zusammen mit der Projektionseigenschaft (2.41) erhalten wir dann
(BPB;)X = (BPB;;)Z.’/ = (BPB;)]/ =X
und aufgrund von x # 0 ergibt sich

t t
BB e — sup JEEme BBl
X - = _—

P lprN 0 = U T =, o

In Kombination mit der Ungleichung (2.40) liefert dies schlieflich

\|Bp13;||p,IRN(JxN0 =1.

b) Die Aussage bzgl. der dualen Norm in Lemma (2.2.16) gilt genauso fiir p €
{1, 00}, aber da dies fiir unsere Zwecke nicht relevant ist, verzichten wir hier auf
die damit verbundenen Fallunterscheidungen. o

Beweis von Lemma (2.2.16)
Wir miissen also nachweisen, dass

sup 2T = H(B*)Tae

Byl gy <1

fiir alle £ € RM gilt. Dazu sei stets £ € RM gegeben. (E sei dabei £ # 0; denn fiir
£ = 0 trifft diese Gleichheit offenbar zu.

, <*“ Fir alle § € RM mit ||prA||p,]RNO < 1 ergibt sich aufgrund der Holder-
Ungleichung

€7y = (£7B}) (Byy) < | (B}

1Byl e < | (BE)%
N—_———

g RNo RN’
<1
sodass
AT A \T A
wn oas el .
HprHp,]RNOSl ’
folgt.

, > " Da ebenfalls
Rang((B;;)T) = Rang(B;g) =M
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gilt, ist (B;)Ta? # 0 aufgrund der Annahme £ # 0. Damit ist

(el
W= -B

p
H(B;)Taz

sign ([(B})"4],)

. :
R ‘ [(B)7%] No‘q_l sign ([(B;)Ta%] No) )

~~
= Z

wohldefiniert und es gilt

. 1 +
R BBl e
()73
gRN0
1 t
< q ' HBPBPH;J,]RNOXNO '”ZHp,]RNo
1\T |7 ~ ~- -
(By)'% o RN <1
1 BTl
= 1 H(Bp) X IRN():
(BT '
p q,IRNO
da wegen % + % = 1 gerade p = q%l und somit p(q — 1) = g gilt. Nach Definition
von @ erhalten wir aufSerdem
1 1 q
T = — #TB} 2= — H(B;)Tae N
H BH\T# P —— H(B-]-)Tfé 7 g,R™N0
( P) gRNo  _ ((B;)Tf)T P q,RNo
N To|[177 T
_ ST 5
- H(Bp) x q,]RNO - H(Bp) * q,]RNO’
_ 1 — . . . o .
dag , = 1 gilt. Dies impliziert
sup 279> 2T = H(B;)Tae »
1By, e <1 R
womit wir die Identitdt gezeigt haben. ]

Nun drangt sich die Frage auf, ob die Bedingung (2.40) in obigem Lemma iiber-
haupt erfiillbar ist; denn - wie oben schon erwidhnt - ist keine der Linksinversen
eine Rechtsinverse. Immerhin kénnen wir dies fiir p = 2 garantieren, indem wir
sogar eine entsprechende Linksinverse angeben.

(2.2.18) Lemma
Sei ein Finanzmarkt Sy mit t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, der der Eigenschaft (A1)
geniigt, gegeben. Zudem sei By € RNo*M die Matrix aus Lemma (2.2.10) fiir p = 2. Dann
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ist BI By € RM*M ingertierbar und BY := (BIB,) !B} € RM*No ist eine Linksinverse
zu By mit
+
||BZBZ||2,1RN0XN0 <1

sodass die zu t, duale Norm durch

RM 5 [0,00), %+ H(B;)Tae

2,RNo

gegeben ist. o
Beweis

Zunichst ist BIB, € RM*M offenbar symmetrisch und wegen Rang(B,) = M ist
BZT B, sogar positiv definit, d.h. Bg B, ist insbesondere invertierbar. Dariiber hinaus

folgt unmittelbar
B}By = (B3B2) (B} B2) = I,

also ist B; eine Linksinverse zu B,.
Nun gilt nach [7, Satz 4.10], dass fiir jede Matrix C € R"*" die Beziehung
HCHZ,]R”X" = /\maX(CTc)

gilt, wobei AmaX(CTC) der grofite Eigenwert von CTC sei; dazu sei bemerkt, dass
CTC symmetrisch und positiv semi-definit und somit diagonalisierbar ist sowie nur
nicht-negative Eigenwerte besitzt.

Jedentfalls sei jetzt n = Ny und C := Bng € RNoxNo g0 erhalten wir

CT = (B})T((BIB2)~")"BY = By((B3By)") "B = B,(BIBy) "B} = C,
d.h. C ist symmetrisch. Daher ist CC = C? und obendrein ist

C? = (B2(BIB,)'BI) (B2(BIBy) 'BY) = B2(B1By) (B B,)(BIB,) B
= B,(BJB,) !Bl =C.

Dies liefert zum Einen

HCHZ,]RNOXNO = \/ max C C \//\max

und zum Anderen, dass C eine symmetrische Projektionsmatrix ist. Dann ist aus
der linearen Algebra bekannt, dass C nur die Eigenwerte 0 und/oder 1 besitzt, das
insbesondere Amax(C) € {0,1} und somit [|C|[, gngxy, < 1 impliziert. Dann ergibt
sich der Rest direkt aus Lemma (2.2.16). 0

Aufgrund dieses Lemmas haben wir Grund zur Hoffnung, dass auch fiir allgemeine
p € (1,00) Linksinversen existieren, die die Bedingung (2.40) erfiillen. Dies miisste
aber in der Praxis erprobt werden. Als Schwierigkeit kommt dabei noch hinzu, dass
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wir die Operatornorm fiir Matrizen fiir allgemeine p nicht so leicht wie fiir p = 2
auswerten konnen.

Zusammenfassend konnen wir also festhalten: Es sei ein Finanzmarkt S; mit
t = 0,1, also mit einer Zeitperiode, der das Axiom (A1) und die Ungleichung (2.28)
erfiillt, sowie p € (1,00) gegeben. Falls nun die Matrix B, aus Lemma (2.2.10) eine
Linksinverse B;S besitzt, die der Bedingung (2.40) geniigt - das nach Lemma (2.2.18)
zumindest fiir p = 2 garantiert moglich ist -, so sind mit dem Risikomaf$ t, aus Lem-
ma (2.2.10) alle Voraussetzungen des Satzes (2.2.8) bis auf die Ungleichung (2.29)
erfiillt und die Fenchel-Konjugierte von f;, aus (2.32) ist wegen Lemma (2.2.16) und
Korollar (2.2.14) gegeben durch

fi R 000), f(0) = B

q,RNo

mit g € (1,00) und % + % = 1. Aufgrund derselben Argumente wie fiir f,, die im
Zusammenhang mit (2.33), (2.34) und (2.35) angefiihrt wurden, ist f, € CH(RM)
mit

1

H(B;g)Tae

.

Vfi(2) = —By([(BD)2], |[(B})4],

q,IRNO (242)
2\ T
[(B))Ts]  [[(BD) 2], | )

fiir £ # 0 und V£;;(0) = 0, sodass wir dies schlieflich nur noch in die charakterisie-
rende Bedingung (2.29) einsetzen miissen.

Jee ey

Abschliefiend gehen wir erneut auf den schonen Spezialfall p = 2 ein: Dazu wih-
len wir die Linksinverse B} = (BIB,) !B} aus Lemma (2.2.18). Dann vereinfacht
sich der Gradient in (2.42) fiir £ # 0 zu

Vi (%) = B3 ([(BD)'4],,..., [(BY)3] NO)T = B}(B})"%, (2.43)
wobei
By (BI)T = (B} B,) 'Bj (B )" ((B3B2) )T
= (B3 By) (B3 By)(B; By) ! (2.44)
= (B;By)"!

gilt; fiir £ = 0 ist die Identitat (2.43) aber offenbar auch richtig.

Jedenfalls kann man jetzt leicht nachrechnen, dass fiir alle i,j = 1, ..., M die Bezie-
hung

Var(S!) fur i = j,

BIB,);:i = oo
(B2B2)y {Kov(Sll,Sjl) fiir i #
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gilt, das aber wirklich nur fiir p = 2 stimmt. Somit entspricht B] B, der sogenannten
Kovarianzmatrix von S; und wir schreiben

Kov(S;) := B Bo.

Unter Benutzung dieser Notation erhalten wir also zusammen mit den Gleichungen
(2.43) und (2.44) die Identitat

(0 -1,
V5 (%) = (Kov(S1)) %
fiir alle £ € RM, sodass sich die Bedingung (2.29) zu
SF(Kov(S1)) ' (E[$1] — RSp) >0

tibersetzt. Diese Bedingung wurde aber bereits in [9, Abschnitt 4] entdeckt, indem
MAIER-PAAPE und ZHU auch dort das auf der Standardabweichung basierende Risi-
komafs v, verwendeten.



A Anhang

A.1 Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

Wir betrachten einen allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraum
(Q/ M/ 7))/

wobei (2 eine beliebige nicht-leere Menge, M als Teilmenge der Potenzmenge ()
eine o-Algebra und P : M — [0,1] ein Wahrscheinlichkeitsmag ist. Aus der Maf3-
und Intergrationstheorie sind somit fiir diesen Raum die Konzepte der Messbarkeit
und (Quasi-)Integrierbarkeit bekannt. Darauf aufbauend werden wir einige Begriffe
wiederholen bzw. einfiithren und wichtige Ergebnisse vorstellen.

(A.1.1) Definition (Zufallsvariablen)
Eine messbare Abbildung X : (2, M) — (R, B), wobei B die Borel-Algebra auf R bezeich-
net, heifst Zufallsvariable. o

Fir eine Zufallsvariable X : (2, M) — (R, B) schreiben wir dann nur noch X :
(2 — R, da immer klar sein wird, welche o-Algebren gemeint sind.

(A.1.2) Definition (Verteilungsfunktion)
Zu einer Zufallsvariablen X : (2 — R bezeichnet man mit

PX:B—[0,1, P*(A):=P(X '(A))
die Verteilung von X unter P und mit
FX*:R —[0,1], F¥(x):=P*((—o0,x])
die Verteilungsfunktion zu X. o

(A.1.3) Definition (Erwartungswerte)
Zu einer (quasi-)integrierbaren Zufallsvariablen X : (2 — R definiert man den Erwar-
tungswert von X durch

EX := E[X] = /XdP = /X(w) AP (w).
0 0
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(A.1.4) Definition (Essentielles Supremum und Infimum)
Fiir eine gegebene Zufallsvariable X : (2 — R nennt man

esssup X := inf  sup X(w) € (—o0,00]
MeM, weQ\M
P(M)=0

das essentielle Supremum von X und

essinf X := sup  inf X(w) € [—00,00)
MeM, we\M
P(M)=0

das essentielle Infimum von X.

Fiir das essentielle Supremum bzw. Infimum bleiben einige Ungleichungen, die fiir
das gewohnliche Supremum bzw. Infimum schon bekannt sind, erhalten. Notwen-
dig fiir dessen Formulierung ist folgende Sprechweise, die besonders im Zusam-

menhang mit den ,, LP-Rdumen” niitzlich ist.

(A.1.5) Definition (P-fast sicher)

Man sagt, dass eine Beziehung fiir ‘P-fast alle oder nur fast alle w € (2 - sofern das
zugrunde liegende WahrscheinlichkeitsmafS bekannt ist - erfiillt ist, falls eine P-Nullmenge
M € M existiert, sodass diese Beziehung fiir alle w € Q\ M gilt. Zur Abkiirzung sagt
man auch, dass die jeweilige Beziehung P-fast sicher (P-f.s.) bzw. fast sicher (f.s.) gilt. ©

(A.1.6) Lemma

Seien die Zufallsvariablen X,Y : (2 — R gegeben. Dann gelten die Ungleichungen

(i) ess inf X < esssup X,
(ii) ess inf X = — ess sup (—X),
(iii) X < esssup X f.s.,
(iv) essinf X < X f.s.,
(v) esssup (X +Y) <esssup X+esssupY,
(vi) essinf (X+Y) > ess inf X +ess inf Y,

sowie fiir X <Y f.s.

(vii) ess sup X < esssup Y,

(viii) ess inf X < essinfY.
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(A.1.7) Bemerkung
In diesem Lemma sowie in diesem gesamten Werk benutzen wir folgende zum Teil
willkiirliche Festlegungen: Zu a € [—c0, o] sei

doo fiira > 0,
a-+oo:=<¢0 fira =0,
Foo flira<O0

und fiir b € (—0c0,00] und ¢ € [—00,00) sei
b+oo:=00 und c¢—o0:= —oc0.
Ferner definieren wir
00 — 00 :=0, —: =0 sowie oo := c0.
fir p > 0. o

Beweis von Lemma (A.1.6)
(i) Sei € > 0. Dann finden wir eine P-Nullmenge M € M mit

ess sup X + °> sup X(w) und essinfX < inf X(w)-+ °
2 weO\M weO\M 2
Somit ist
essinf X < inf X(w)—i—E < su X(w)+f < (ess su X+f)_|_f

=esssup X + €.
Welil € beliebig gewdhlt war, ist die Ungleichung gezeigt.

(ii) Dies erhalten wir aus

essinf X =essinf — (—X)= sup inf —(—X(w))
P(M)=0
=— inf sup —X(w)
PAEI]\E/I'QV:I,O weO\M

= — ess sup (—X).

(iii) Nach Definition existiert eine Folge (M;),en € M von P-Nullmengen mit

sup X(w) — esssup X.
weO\ My nreo
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Dann sei M := (2 ; M;, so ist M offenbar auch eine P-Nullmenge und es gilt

ess sup X < su}\) X(w) < su{) X(w) — 7 esssup X,
weN\M weM M,

sodass wir
esssup X = sup X(w)
weO\M

erhalten. Da nun

X(w) < sup X(w) furallew e Q\M
weO\M

gilt und M eine P-Nullmenge ist, folgt X < ess sup X f.s..
(iv) Dies ergibt sich unmittelbar aus (ii) und (iii).

(v) Sei wiederum € > 0, so existiert eine P-Nullmenge M € M mit

> sup Y(w).
weO\M

esssup X+ = > sup X(w) und esssupY +

we\M

NI M
N ™

Damit erhalten wir die Abschidtzungen

esssup (X+Y)< sup (X+Y)(w)< sup X(w)+ sup Y(w)
weO\M weO\M weO\M

€

2

=esssup X +esssup Y +e€.

€

< (esssup X + 2)

)+ (ess sup Y +
Da dies fiir jedes € > 0 erfiillt ist, folgt die behauptete Ungleichung.
(vi) Dies folgt direkt aus der Kombination von (ii) und (v).

(vii) Nach Annahme existiert also eine P-Nullmenge N € M mit X(w) < Y(w)
fur alle w € 2\ N. Dann erhalten wir fiir jede weitere P-Nullmenge M € M die
Ungleichungskette

esssup X< sup X(w)< sup  Y(w)< sup Y(w)

weN\(MUN) weN\(MUN) weO\M
und somit die Behauptung.
(viii) Dies ergibt sich erneut aus (ii) und (vii). [

(A.1.8) Definition
Zu einer Zufallsvariablen X : Q — R und einem p € [1, co] definiert man

X[ = {(EHXM)” fbf”P € [1,00), € [0, ),
ess sup |X| fiir p = oo
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wobei | X|P > 0 fiir alle p € [1,00) gilt und | X|P somit quasi-integrierbar ist.

Dazu definiert man

LP(Q) = LP(Q,M,P):={X:Q — R Zufallsvariable | || X||, € [0,00)}.

(A.1.9) Bemerkung

Eine interessante Eigenschaft weist hier £*((2) auf: Sei dazu X € £L*(Q), d.h. es
existiert ein C € R mit || X||ec < C. Dann finden wir eine P-Nullmenge M € M,
sodass |X(w)| < C fiir alle w € O\ M ist.

Denn sei € N, so ist ||X|| < C + 1. Nach Definition des essentiellen Supremums
finden wir eine P-Nullmenge M,, € M mit

1
sup |X(w)| < C+ —.
weN\ M, n
Dann ist aber auch M := |J,,cn My eine P-Nullmenge und wir erhalten

1

sup |X(w)| < sup |X(w)| <C+ =
weO\M weN\ M, n
fir allen € N, d.h. esmuss sup |X(w)| < C gelten. o
weO\M
Ohne Beweis zitieren wir folgenden zentralen
(A.1.10) Satz (Holder-Ungleichung)
Fiir alle Zufallsvariablen X,Y : (2 — R gilt die Beziehung
E[XY] < [1Xlp - [Y1lq,
wobei p,q € [1,00] mit % + % = 1 sind. o

(A.1.11) Bemerkung
a) Mit der Holder-Ungleichung kann gezeigt werden, dass || - ||, fiir p € [1, 00] auf
der Menge der Zufallsvariablen subadditiv ist. Somit kénnen wir leicht einse-

hen, dass L7 ((2) ein Vektorraum ist und dass es sich bei || - ||, um eine Semi-
Norm auf £P((2) handelt.

b) Im Spezialfall p = 2 ist durch
()2 L2(Q) x L2(Q) = R, (X,Y)y:= E[XY]

eine positiv semi-definite symmetrische Bilinearform definiert. Dies ergibt sich
direkt aus den Integraleigenschaften. o
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Wie fiir das Lebesgue-Maf3 konnen wir daraus einen normierten Raum bzw. fiir p =
2 einen Pra-Hilbertraum konstruieren, indem wir den Unterraum der Zufallsvaria-
blen, die der Zufallsvariablen X = 0 fiir fast alle w € (2 gleichen, ,herausfaktorisieren”.

(A.1.12) Lemma (L?P-Riume)
Zu p € [1,00] sei

Np(Q) :={X:Q — R Zufallsvariable | X =0 fs.}

und Q)
p -
LP(Q): /NP(Q).
Dann ist (LP(Q), || - ||p) ein normierter Raum. Fiir p = 2 ist (L*(Q2), (-, -)2) sogar ein
Pri-Hilbertraum. o

(A.1.13) Bemerkung

a) In Lemma (A.1.12) haben wir unterschlagen, wie die Normen genau auf den LP-
Réumen definiert sind: Nach Konstruktion gilt fiir eine Restklasse [X] € LP((2),
dass fiir jeden weiteren Reprdsentanten Y dieser Restklasse X = Y f.s. erfiillt ist.
Somit ist || X||, = ||Y[|p. Daher ist es legitim festzulegen, dass

Xl == 11Xy
sel.

b) Wegen der schonen Eigenschaft, dass P((2) = 1 ist, sind LP-Rdume auch immer
nicht-trivial; denn die Zufallsvariablen X : (2 — R, fiir dieein C € R mit X = C
f.s. existiert, erfiillen || X||, = |C| fiir beliebiges p € [1,00], sodass [X] € LP((2)
gilt.

¢) Nun konnen wir auch ein Gleichheitszeichen bzw. Ungleichungszeichen zwi-
schen den Elementen eines LP-Raums definieren, das wir hier aber nur skiz-
zieren wollen: Zu p € [1,00| sowie * € {>,>,<,<} schreiben wir fiir zwei
Restklassen [X],[Y] € LP(Q) genau dann [X] « [Y], falls X x Y f.s. gilt. Dann
kann man leicht nachrechnen, dass diese Definition vertreterunabhingig ist, so-
wie die Relationen die meisten iiblichen Eigenschaften besitzen.

d) Der Einfachheit halber schreiben wir hier immer X statt [X], wobei dann im
Kontext immer klar ist, wann wir Reprédsentanten benutzen (miissen); dies du-
Bert sich z. B. bei der Verwendung von ,f.s.”. Auflerdem arbeiten wir regelmafSig
bei gegebenen Restklassen X,Y,Z € LP((2) mit Mengen wie {X * Y} mit * wie
in c) sowie mit Integralen mit Z als Integranden; in diesen Situationen handelt
es sich dann natiirlich immer um Reprasentanten. Dies ist auch insofern sinn-
voll, da sich bei unterschiedlicher Wahl von Reprasentanten solche Mengen nur
um Nullmengen unterscheiden und solche Integrale sogar gar nicht variieren.
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Allgemein greifen wir immer auf Vetreter zuriick, wenn wir konkret deren Ei-
genschaften als Abbildung benétigen.

Obendrein nennen wir X dann auch ,,Zufallsvariable”, das nach Definition (A.1.1)
natiirlich nicht richtig ist. Aber es handelt sich hierbei auch nur um eine verein-
fachende Sprechweise, mit der wir vorsichtig umgehen miissen. Beispielsweise
sprechen wir dann in der Situation von b) von einer konstanten Zufallsvariable.
Hingegen sagen wir, dass eine Zufallsvariable X € LP((2) nicht-konstant ist,
falls fiir kein C € R die Beziehung X = C gilt, wobei wir hier erstmals die neue
Operation ,=" verwendet haben. o

Fiir diese Raume stellen wir nun ein erstes zentrales Resultat vor, das wir aber nur
ohne Beweis nennen wollen.

(A.1.14) Satz (Fischer-Riesz)
Fiir alle p € [1,00] sind (LP(Q2), || - ||,) vollstindig. o

(A.1.15) Bemerkung
Im Beweis des Satzes von Fischer-Riesz erhilt man ein Nebenresultat, das gelegent-
lich in Beweisen Anwendung findet:

Gegeben sei ein p € [1,00], eine Folge (X,)nen C LP(Q) und X € LP(Q) mit
X, — X in LP(2). Dann finden wir eine Teilfolge (X, )ken € (Xn)nen, sodass
n—oo

X (w) m X(w)

fiir fast alle w € (2 zutrifft. Dies kiirzen wir kiinftig durch

pktw.

Xnk —> X f.S.
k—o0
ab. Dabei erkennen wir sofort, dass diese Eigenschaft vertreterunabhingig ist. o

Mit der Holder-Ungleichung konnen wir wegen P((2) = 1 auch Beziehungen zwi-
schen den einzelnen LP-Rdumen herstellen.

(A.1.16) Lemma
Fiir eine Zufallsvariable X : Q — R und p,q € (1,00) mit p < q ist

X[l < [[Xllp < [1Xlg < [[X]eo (A1)

und somit

L*(0Q) C L1(Q) C LP(Q) C LY(). (A.2)
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(A.1.17) Bemerkung
Daher ist das Funktional

LP(Q) >R, X EX

fiir jedes p € [1,00] wohldefiniert, also endlich, und stetig; dazu benutze man die
aus Lemma (A.1.16) resultierende Abschédtzung

[EX| < E[IX]] = [[X]l, < X[l (A.3)

fur alle X € LP(Q) sowie die Linearitidt des Erwartungswertes auf L?((2). Dabei
kann Letzteres u.A. deshalb angenommen werden, da jede Zufallsvariable X €
LP(Q) aufgrund der Ungleichung (A.3) insbesondere integrierbar ist. o

Uber die Inklusionsbeziehung in (A.2) kénnen wir sogar noch konkretere Aussagen
machen, wenn wir mehr Anforderungen an den zugrunde liegenden Wahrschein-
lichkeitsraum stellen. Dafiir miissen wir aber noch neue Bezeichnungen einfiihren,
die ROCKAFELLAR ET AL. in [12, S. 53] definiert haben.

(A.1.18) Definition (Essentiell (un-)endliche Wahrscheinlichkeitsriaume)

Der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, M, P) heifit essentiell endlich, falls P : M — [0,1]
nur endlich viele verschiedene Werte annimmt. Ansonsten wird er essentiell unendlich
genannt. o

(A.1.19) Beispiele
a) Der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) ist offenbar essentiell endlich, falls (2
oder M endliche Mengen sind.

b) Sei (2 :=[0,1], P := £ das Lebesgue-Mafl und M := BN*P([0,1]), wobei B die
Borel-Algebra auf R und 9B([0, 1]) die Potenzmenge von |0, 1] beschreiben. Dann
ist (2, M, P) ein Beispiel fiir einen essentiell unendlichen Wahrscheinlichkeits-
raum. o

Eine niitzliche Charakterisierung von essentiell unendlichen Wahrscheinlichkeits-
raumen, die ROCKAFELLAR ET AL. in [12, S. 68] unbewiesen und ohne Verweis be-
hauptet haben, formulieren wir in

(A.1.20) Satz
Der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, M, P) ist genau dann essentiell unendlich, falls eine
Mengenfolge (My)nen € M mit

P(My) —— 0 und P(M,) >0 fiirallen €N

n—oo

existiert. >
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Beweis
, <= " Wir nehmen an, dass eine wie oben beschriebene Mengenfolge (M,,),enN exis-
tiere. Dann finden wir aufgrund der Annahme eine Teilfoge (M, )ren € (Mn)neN
mit

P(My,) > P(My,,,) >0 firallek € N,

sodass (P(Mpy,)), o €ine Folge mit paarweise verschiedenen Folgengliedern dar-
stellt, d.h. der Wahrscheinlichkeitsraum (2, M, P) ist essentiell unendlich.

, = “ Nunsei (2, M, P) ein essentiell unendlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Nach
Definition (A.1.18) bedeutet dies, dass eine Mengenfolge (Dy),eny € M existiert,
sodass die Glieder der Folge (P(Dn))n < Paarweise verschieden sind. Zusétzlich
definieren wir X := X?2,{0,1}, also die Menge aller Folgen, die nur die Werte 0
und 1 annehmen, welche offenbar abzéhlbar ist. Fiir jede Menge M € M sei zudem

MO = M e M und M= Me M.

Unter Verwendung dieser Bezeichnungen kénnen wir dann zu jedem y = () peN €
X die Menge

o0
. Hi
N, := (D" e M
i=1
definieren. Damit kommen wir zur

1. Zwischenbehauptung: Es gilt:

(i) Fir alle y,v € X mit u # v sind N, und N, disjunkt.
(ii) Fir alle n € IN beobachten wir die Beziehung
Dn — U Ny.

HEX,
pn=1

Dazu: (i) Seien u,v € X mit u # v, d.h. wir finden ein n € IN mit y, # v,; (E sei
dabei y, = 0 und v, = 1. Damit ergibt sich

N, = (D! C D§ und N, = (D" C Dy,
i=1 i=1

das wiederum
NymNy g DZmDn :@,

also N, NN, = {), liefert. Daher sind die Mengen N, und N, disjunkt.
(ii) , € “ Sei x € D,. Dann definieren wir die Folge v = (v;);en durch

1, falls x € D;,
V; =
" |0, falls x € DS,
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also ist v € X'. Damit erhalten wir offenbar v, = 1 und

xe(\Df=N,C (J Ny,

i=1 uexX,
pn=1
womit
D, C |J Nu
UEX,
pn=1
folgt.

, 2" Seiy € X mit u, =1, so ergibt sich direkt
Ny — ﬂ Dlyl g Di’ll
i=1

das
U Nx €Dy
HeX,
pn=1
impliziert.

Damit ist die 1. Zwischenbehauptung bewiesen.

Zwar ist jetzt durchaus P(N,) = 0 fiir manche y € & moglich, aber immerhin gilt
die

2. Zwischenbehauptung: Es existieren unendlich viele, paarweise verschiedene y € X

mit P(N,) > 0.

Dazu: Wir nehmen das Gegenteil an, d.h. es existiere eine endliche Teilmenge ¢/ C
X, etwa |U| = N fiir ein N € N, sodass

P(N,) >0 firallepcld und P(N,) =0 firalle X \U

gilt. Jetzt definieren wir zu jeder Teilmenge O C X" die Menge

Ko == |J Ny,

wobei K» € M ist, da mit X auch O abzdhlbar ist. Jedenfalls erhalten wir dann fiir
jede Teilmenge O C X die Identitit

P(Ko)= ), P(Ny) =}, P(Ny),

neo neonuU

wobei wir fiir die erste Gleicheit die paarweise Disjunktheit der N, und fiir die
zweite Gleichheit die Annahme ausgenutzt haben. Dies impliziert

{P(Ko) | O C X} < [BU)| =2V, (A4)
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wobei mit B(U) die Potenzmenge von U bezeichnet sei. Jedoch gilt nach der 1.
Zwischenbehauptung, (ii)

D, = Kp, mit Op={peX|uy=1}CXx

fiir alle n € N und (P(Dy)),, ¢ ist nach Definition eine Folge mit paarweise ver-
schiedenen Folgengliedern, d.h. es folgt

{P(Kp) | O C X} > |{P(Dy) | n € N}| = o0,

das aber der Ungleichung (A.4) widerspricht. Daher kann ¢/ nicht endlich sein und
die 2. Zwischenbehauptung ist somit gezeigt.

Aufgrund der 2. Zwischenbehauptung finden wir also eine Folge (u(™),en € X
mit paarweise verschiedenen Folgengliedern und P(Ny(n)) > 0 fir alle n € IN.

Dann muss diese aber eine Teilfolge (1"))en € (4(™),en besitzen, sodass

P(N, o)) ——0

K k—o0

gilt; denn andernfalls existiert ein € > 0 und ein N € N mit P (Ny(n)) > € fiir alle
n > N. Aufgrund der paarweisen Disjunktheit der N ) ergibt sich dann

1>P (U NM(N-H)) = EP(N]/[(NH)) > ne
i=1

i=1
fiir alle n € IN, das aber offensichtlich nicht moglich ist.
Daher muss eine solche Teilfolge (u(")) o existieren. Mit My := Ny("w fur k € N

ist schlieSlich auch die Hinrichtung der Aquivalenz in diesem Satz gezeigt. [

Wegen des folgenden Lemmas miissen wir tiber essentiell endlichen Wahrschein-
lichkeitsraumen nicht mehr zwischen den einzelnen LP-Raumen unterscheiden.
(A.1.21) Lemma

Sei der Wahrscheinlichkeitsraum (Q, M, P) essentiell endlich. Dann sind alle LP-Riume
alegebraisch und topologisch identisch, d.h. fiir jedes p,q € (1,00) mit p < q ist

L™(Q) = L7(Q) = LP(Q) = L'(Q)
und die einzelnen Normen sind dquivalent. o

Beweis

Aufgrund der Abschédtzung (A.1) und der Inklusionskette (A.2) reicht es zu zeigen,
dass eine Konstante C > 0 mit || X[ < C- || X]||; fiir alle X € LY(Q) existiert.
Sei daher X € L'(Q) und R € R mit R < ||X||e beliebig. Dann ergibt sich, dass
P({|X] > R}) > 0 sein muss; denn die Annahme des Gegenteils liefert wegen

IX[[eo =esssup [X] < sup [X(w)] <R < [| X
we\{|X|>R}
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einen Widerspruch.
Da der Wahrscheinlichkeitsraum essentiell endlich ist, ergibt sich
v:= inf P(M)>0
MeM,
P(M)>0
direkt aus der Definition (A.1.18). Daraus koénnen wir schlieBen, dass P({|X| >
R}) > v und schliefilich

IXIh = [ 1X(@)]dP(@) = [ |X(@)]dP(w)=P({|X| = R})-R=v-R
2 {IX|=R}

ist. Aquivalent dazu ist R < 1 || X||; und, da R mit R < | X||« beliebig gewahlt war,
muss daher auch || X[/ < 1-|/X]||; gelten. Somit kénnen wir C := 1 wahlen. O
(A.1.22) Bemerkung

Die Aussage aus Lemma (A.1.21) trifft {iber essentiell unendlichen Wahrschein-
lichkeitsraumen i.A. nicht zu; dazu greifen wir das Beispiel (A.1.19) b) auf. Seien

p,q € [1,00) mit p < g und dazu definieren wir die Zufallsvariable

1 .
——  firw € (0,1]
Xpq(w) i= { @0 Y,
ral) {0 fiir w = 0
wobei r(p,q) = %; sei. Nach Definition ist X,, > 0 und auf (0,1] stetig. Sei

a € (0,1), so ergibt sich, dass

1 1
1 [ 1 [ N 3
1 2 q-p 4
p _ _ 1 .
(Josanas) = (fostmaa) = ([ <)
a

a

da % > ( ist, und somit dass
) 1
p
= () <o

bzw. X, , € LP((2) ist. Hingegen erhilt man mit einer analogen Rechnung

1
1 q 1
2p r=a|\ 14
X? (w)| dw :(—[1—11 ”}) — 0,
(/ (@) ) T oo

a

da pz—;q < 0ist, d.h. esist X, ; ¢ L9((2). Zudem ist offensichtlich || X} 4|/ = 0, also
Xpq & L=(0Q). o
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Nun entfernen wir uns etwas von Theorie der LP-Raume und widmen uns zunichst
gewissen , Zerlegungen” von Zufallsvariablen.

(A.1.23) Definition
Zu einer Zufallsvariablen X : (2 — R definiert man

X;i:0—>R, Xi(w):=max{X(w),0}

und
X_:0—-R, X (w):=max{—X(w),0}.

Nachfolgend présentieren wir einige zentrale Eigenschaften.

(A.1.24) Lemma
Sei X : (2 — R eine Zufallsvariable. Dann gilt:

(i) Xy und X_ sind ebenfalls Zufallsvariablen.
(ii) Essind X=Xy —X_ und |X|=Xy+X_.
(iii) Fiir jede weitere Zufallsvariable Y : (2 — R ist

0<[X+Y]+ <Xi+Yy und O0<[X+Y]-<X_+Y..

(iv) Fiir alle p € [1,00] sind die Abbildungen
LP(Q) = LP(Q), Z— Z+ und LP(Q)—=LP(Q), Z— Z_

wohldefiniert und stetig. o

Beweis
(i) Dies ist ein elementares Ergebnis aus der Mafs- und Integrationstheorie.

(ii) Dies folgt direkt aus der Definition (A.1.23).

(iii) Wir zeigen zundchst die erste Ungleichungskette: Da in dieser in die erste Un-
gleichung offensichtlich ist, bleibt nur die zweite zu zeigen. Sei dazu w € 2.

1. Fall: X(w)+Y(w) >0
Somit ist X(w) > 0 oder Y(w) > 0, (E sei X(w) > 0. Falls Y(w) > 0 ist, erhalten wir

X+ Y]1 (@) = X() + Y(@) = X4 (@) + Y ().
Andernfalls ist

X+ Y] (w) = X(w) + Y(w) < X(w) = Xy (w) + Yy (w).
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2. Fall: X(w)+Y(w)<0
Somit ist

X+ Y] (w) =0 < Xy (w) + Yy (w).
Insgesamt ist die Ungleichung also gezeigt.

Fir die zweite Ungleichungskette benutzt man die Beziehung X_ = [—X]; bzw.
Y_ = [-Y]+ und die schon gezeigte Ungleichung.

(iv) Wir zeigen die Wohldefiniertheit und Stetigkeit nur von der ersten Abbildung,
da daraus wie in (iii) die Aussagen tiber die zweite Abbildung folgen. Seien also
p € [1,00] und X € LP(Q). Dann ist zunéchst nach (ii)

0< X4 <Xy +X- = |[X|

und schlieillich folgt mit den Monotonie-Eigenschaften des Integrals bzw. des es-
sentiellen Supremums aus Lemma (A.1.6) (vii)

0 < [IX+flp < [1X[llp = IXl[p < co,
d.h. die Abbildung ist wohldefiniert.
Sei nun zusitzlich (X,)yen € LP(Q) mit X, — X in LP(Q). Fir beliebiges
w € Qund n € N erhalten wir mittels Fallunterscheidungen dhnlich wie in (iii) die

Abschitzung
0 < [[Xn]+(w) = X+ ()] < [Xn(w) = X(w)]-

Mit der Monotonie liefert dies wie oben
0 < I[Xnlt = X llp < 1Xn = Xl —=0,

das gerade der Stetigkeit der Abbildung entspricht. U

Zum Abschluss dieser Sektion stellen wir einen Satz vor, der es uns erlaubt, in
einem vorliegenden Wahrscheinlichkeitsraum weitere Wahrscheinlichkeitsmafle zu
konstruieren. Fiir den Beweis sei auf [8, Lemma (14.3)] verwiesen.

(A.1.25) Satz (Alternative Wahrscheinlichkeitsmafie)
Sei X : (2 — R eine Dichtefunktion, d.h. eine nicht-negative Zufallsvariable mit EX = 1.
Dann definiert

P M —=[0,1], P'(M):= /X(w)dp(w)
M

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (QQ, M). Zudem ist fiir jede weitere Zufallsvariable Y :
Q — R, fiir die XY P-integrierbar ist, der Erwartungswert von Y bzgl. P’ gegeben durch

Ep[Y] i= / Y (w) dP' (w) = / X(w)Y(w) dP(w).
0 0
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A.2 Unter- und Oberhalbstetigkeit

In einem metrischen Raum (X, d) wollen wir fiir ein Funktional F : X — [—o0, o0]
abgeschwichte Arten von Stetigkeit einfiihren, da ein klassischer Stetigkeitsbegriff
wegen der nicht vorausgesetzten Endlichkeit von F nicht ohne Weiteres definierbar
ist. Dabei sollen diese Definitionen insofern schwéicher sein, dass sie unter der Ein-
schriankung, dass F endlich ist, also F(X) C R gilt, von der bekannten Stetigkeit
impliziert werden.

(A.2.1) Definition (Unter- und Oberhalbstetigkeit)
Sei F : X — [—o0,00| ein Funktional und xo € X.

(i) F heifit unterhalbstetig in x, falls fiir jede Folge (xn)pen C X mit xy, — 0

die Ungleichung
F(x0) < lim inf F(xy)

n—oo

gilt. Dariiber hinaus nennt man F unterhalbstetig, falls F in jedem x € X unter-
halbstetig ist.

(i) F heifit oberhalbstetig in xy, falls fiir jede Folge (x)nen © X mit xy, — %0 die
n—oo

Ungleichung
F(x0) > lim sup F(xp)

n—o00

gilt. Dariiber hinaus nennt man F oberhalbstetig, falls F in jedem x € X ober-
halbstetig ist. o

(A.2.2) Bemerkung
a) Aus der Definition (A.2.1) folgt direkt fiir endliches F, also mit F(X') C R, dass
es genau dann stetig ist, falls es unter- und oberhalbstetig ist.

b) Aufgrund der Eigenschaften des Limes inferiors bzw. superiors konnen wir be-
obachten, dass F genau dann unterhalbstetig bzw. oberhalbstetig ist, falls —F
oberhalbstetig bzw. unterhalbstetig ist. o

Zum praktischen Arbeiten mit unter- oder oberhalbstetigen Funktionen benotigen
wir noch eine dufierst niitzliche Charakterisierung.

(A.2.3) Lemma
Ein Funktional F : X — [—o00, 00| ist genau dann unterhalbstetig bzw. oberhalbstetig, falls

Ve(F):={xe X | Flx) <C} bzw. V(F):={xecX|F(x)>C}

fiir jedes C € R abgeschlossen ist, wobei man Vc(F) als Subniveaumenge bzgl. F und
VC(F) als Superniveaumenge bzgl. F bezeichnet. o
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Beweis

Wir zeigen die Aquivalenz nur fiir unterhalbstetige Funktionale, da sich die Cha-
rakterisierung fiir oberhalbstetige Funktionale daraus zusammen mit Bemerkung
(A.2.2) b) ergibt.

, =" Sei F: X — [—oo,00] unterhalbstetig und C € RR. Fiir alle Folgen (x,),en €
Ve(F) und x € X mit x, — % folgt aus der Definition (A.2.1)
n—oo

F(x) <lim inf F(x,) < lim inf C = C,

n—oo n—o00

also x € Ve (F).

. =" Sei Vo (F) fiir jedes C € R abgeschlossen. Dartiber hinaus sei (x,),en € X
und x € X mit x, n_>—oo>x.

1. Fall: lim inf F(x,) = o0
n—oo
Dann erhalten wir die triviale Abschdtzung

F(x) < oo =liminf F(xy,).

n—o00

2. Fall: lim inf F(x,) < o0
n—oo

Wir wihlen ein C € R mit C > linL inf F(x,) beliebig. Dann existiert eine Teilfolge
n—oo

(Xn)keN € (¥n)nen, sodass F(x,,) < C, also x,, € Vc(F), fur alle k € N gilt. Als
Teilfolge haben wir immer noch x;, = X Aufgrund der Abgeschlossenheit von
—00

Ve (F) folgt somit auch x € V(F), also F(x) < C. Da C beliebig gewahlt war, muss
schliefilich auch F(x) < lirrl> inf F(x,) erfullt sein. O
n—oo

Zur Illustration untersuchen wir drei Familien von Funktionalen mit Bezug zu Ab-
schnitt (A.1) auf (Oberhalb-/Unterhalb-)Stetigkeit.

(A.2.4) Lemma
Zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, M, P) und p,q € [1, 0] sei das Funktional

Gpq: LP(Q) — [0,00],  Gpq(X) = [|X]]
gegeben. Dann ist G, 4

(i) endlich und stetig, falls ¢ < p ist, und
(ii) unterhalbstetig, falls q > p ist.

Falls (Q, M, P) sogar essentiell endlich ist, ist G, 5 endlich und stetig fiir alle p,q € [1, co].
Andernfalls ist Gy 4 fiir g > p nicht stetig. o
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Beweis
(i) Dies folgt aus der Abschdtzung (A.1).

(i) Sei (Xu)nen € LP(Q) und X € LP(Q) mit X, — Xin LP(Q). Jetzt miissen
n—oo

wir zwei Félle bzgl. g unterscheiden:

1. Fall: g € [1,00)

Dann existiert eine Teilfolge (X, )ken € (Xn)nen, sodass

Gpo(Xn,) — lim inf G, 4 (X)) =: L € [0, 0] (A.5)

k— o0 m—o0

erfiillt ist. Zudem existiert nach Bemerkung (A.1.15) eine weitere Teilfolge (Xnk] )ieN
g (Xi’lk)kEIN mit

Daher erhalten wir auch
ktw.
X, [T 555 [ X|T £s.
L )

und somit liefert des Lemma von Fatou

Gpa(X)1 = / X|7dP < lim inf / X 7P = Tim inf Gy (X, )"
0 0

= lim G, ,4(Xy, )7

k—o0

= [1,

wobei wir im Falle von L = oo noch einmal explizit auf die Festlegungen aus Be-
merkung (A.1.7) verweisen. Da G, ; > 0 und L > 0 ist, folgt
Gpq(X) < L =lim inf Gy, 5(Xin).

m—00

2. Fall: g = o0
Hier wollen wir erstmals das Lemma (A.2.3) anwenden. Dazu sei C € R beliebig
und unsere Folge (X,,),en C LP(Q) mit X, — Xin LP(Q) erfiille zusétzlich die

Bedingung, dass || X, |c = Gpe(Xy) < C fiir alle n € N gilt. Anders als im 1. Fall
wahlen wir nun direkt eine Teilfolge (Xy, )xen € (Xn)nen mit
LUENS (A.6)

k—o0

Nach Bemerkung (A.1.9) existiert dann eine Nullmenge M € M mit | X, (w)| < C
fur alle w € 2\ M. Zusammen mit der Konvergenz in (A.6) finden wir eine weitere
Nullmenge N € M mit M C N, sodass

| X, (w)] — | X(w)] und |Xp(w)| <C firallew e Q\Nundk €N
—00
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zutrifft. Dies impliziert aber gerade | X(w)| < C fiir alle w € '\ N und schlieflich

Gpoo(X) = X[l < sup [X(w)| <C.
weO\N

Da C € R beliebig gewdhlt war, ist Vc(Gp,0) fiir jedes C € R abgeschlossen, was
nach Lemma (A.2.3) die Unterhalbstetigkeit von G, « liefert.

Jetzt widmen wir uns den Zusétzen: Sei (2, M, P) zunichst essentiell endlich, so-
dass nach Lemma (A.1.21) nicht nur LP(Q2) = L7(Q) gilt, sondern auch die zu-
gehorigen Normen dquivalent sind. Daraus leitet sich sofort die Endlichkeit und
Stetigkeit von gp,q ab.

Wenn (2, M, P) jedoch essentiell unendlich ist, existiert nach Satz (A.1.20) eine
Mengenfolge (M;),en € M mit P(My,) — > Ound P(M,) > 0 fiir alle n € IN.

Zu q > p, also insbesondere p € [1,0), sei

X fiir g € [1,00),

r(p,q) = { 24

% fiir g = oo,

und fiir n € IN betrachten wir dann die Zufallsvariablen

1

(ra) . (p4) o _
X 0—-R, X(w):= P (M) 7 1y, (w), (A.7)
wobei wir mit 1, die charakteristische Funktion der Menge M, bezeichnen.
1. Fall: g€ [1,00)
Nach Konstruktion erhalten wir
1
2 _ 1 P 4p
da % > ( ist, aber
1 1
(P — |1xe(P) ) — S N A p=q
Gpa ) = 1267l = (P(M”) P(Mn)q-r(nq)> = PMu) ¥ 25 oo
da % < 0 ist.
2. Fall: g =oc0
So ergibt sich analog ||X7(,p ) |y — 0, aber
= ® 1
G XY = X oo = S (A8)

In beiden Fallen ist gp,q demnach nicht stetig. O
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(A.2.5) Lemma
Zu einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, M, P) und p € [1, 0] seien die Funktionale

HP : LP(Q) — (—o0,00], HFP(X):=esssup X
und

Hp: LP(Q) — [—00,00), Hp(X) :=essinf X
gegeben. Dann ist HF bzw. H,

(i) endlich und stetig, falls p = oo ist, und
(ii) unterhalbstetig bzw. oberhalbstetig, falls p < oo ist.

Falls (02, M, P) sogar essentiell endlich ist, sind HP und H, endlich und stetig fiir alle
p € [1,c0]. Andernfalls sind sie fiir p < oo nicht stetig. o

Beweis
Wir zeigen die jeweiligen Aussagen nur fiir HF; denn fiir H, folgen die entspre-
chenden Behauptungen aus Lemma (A.1.6) (ii) und der Bemerkung (A.2.2) b).

(i) Sei X € L*(Q2). Dann ist wegen —|X| < X < |X| nach Lemma (A.1.6) (ii), (vii)
und (viii)
— ess inf | X| = ess sup (—|X|) < ess sup X < ess sup |X|
—_— ——— —_———
20 >0
und daher
|H®(X)| = |ess sup X| < max{|—ess inf |X]

= max{ess inf |X|, ess sup |X|}

, ess sup | X|}

(A.9)

< ess sup |X|

=ess sup |X| = || X]|e < 0,

also ist H* endlich. Sei nun zusitzlich (X;,),en € L®(Q) mit X, — X in L®(0).

Mit Lemma (A.1.6) (v) erhalten wir die Ungleichungen
ess sup X < ess sup X, + ess sup (X — Xj,)
und
ess sup X, < ess sup X + ess sup (X, — X),
sodass
|H®(X) — H®(Xp)| = |ess sup X — ess sup X,|

< max{ess sup (X — Xj), ess sup (X, — X)} (A.10)
<esssup | X — Xu| = | X — Xu|oo —0
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folgt. Daher ist H> auch stetig.
(ii) Dies wird vollig analog wie im Beweis von Lemma (A.2.4) (ii), 2. Fall, bewiesen.

Schlieffllich kommen wir zu den Zusitzen: Sei (2, M,P) zunichst essentiell end-
lich, sodass nach Lemma (A.1.21) die Rdume L?(Q2) und L*((2) sowohl algebraisch
als auch topologisch tibereinstimmen. Wenn wir diese Aussage mit den hergeleite-
ten Ungleichungen in (A.9) und (A.10) verkniipfen, ergibt sich die Endlichkeit und
Stetigkeit von HP.

Falls (02, M, P) aber essentiell unendlich ist, so betrachten wir fiir p < oo in der Si-
tuation vom Beweis von Lemma (A.2.4) die in (A.7) definierte Folge (Xflp ’w))neN C

LP((Q2), die bekanntlich X" —— 0in LP(Q) erfiillt. Da X"™) > 0 fir alle n € N

n—o00
ist, folgt zusammen mit der Divergenz in (A.8)

HP(XP™)) = oo (X)) — o0,

n—o0

Somit kann H? nicht stetig sein. O

Dariiber hinaus gibt es eine weitere Charakterisierung von Unterhalbstetigkeit, die
aber eher von theoretischer Natur ist. Dazu bendtigen wir aber auch eine neue Be-
zeichnung.

(A.2.6) Definition (Der Epigraph)
Zu einem Funktional F : X — [—o0, 00| heifit die Menge

epi F:={(x,z) e X xR | F(x) <z}
der Epigraph von F. o

(A.2.7) Bemerkung

a) Das Wort ,epi” stammt aus dem Griechischen und bedeutet ,iiber”. Daher ist
die Bezeichnung auch sinnvoll; denn wir kénnen uns z.B. den Epigraphen einer
Funktion F : R — R als die Flache oberhalb des Graphen von F im zweidi-
mensionalen Koordinatensystem, wobei der Graph selbst mit eingeschlossen ist,
vorstellen.

b) Die folgende Abbildung
dyxr: (X XR) x (XY xR) =R, dyxr((x,2),(y,w)):=d(x,y)+ |z — w|

definiert eine Metrik auf X x R, sodass (X X R,dy«R) ein metrischer Raum ist.
o

(A.2.8) Lemma
Ein Funktional F : X — |[—o0, 00| ist genau dann unterhalbstetig, wenn epi F abgeschlosen
ist. o
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Beweis

, = " Sei F unterhalbstetig. Fiir jede Folge ((xn,zn))ne]N Cepi Fund (x,z) € X x

R mit (x,, z,) — (x,z) in X x R gilt insbesondere x, —xin X und z, —Z
n (0] n [e’e] n [e)e)

in R. Da F(x,) < z, fur alle n € N ist, ergibt sich aufgrund der Unterhalbstetigkeit
von F die Ungleichung

F(x) <liminf F(x,) <liminfz, =z

n—00 n—o00
und damit (x,z) € epi F.

, <" Seiepi F abgeschlossen und C € R. Dariiber hinaus seien (x,),eNn C Vo (F)
aus Lemma (A.2.3) und x € X mit x, — Anders formuliert bedeutet dies
n—oo

gerade (x,,C) € epi F fiir alle n € IN. Da offensichtlich (x,, C) — (x,C) erfullt

ist, folgt (x, C) € epi F wegen der Abgeschlossenheit von epi F und somit F(x) < C
bzw. x € Vc(F). Nach Lemma (A.2.3) ist F also unterhalbstetig. O

Nattirlich kénnen wir unter- bzw. oberhalbstetige Funktionale so kombinieren, dass
wir wiederum solche erhalten. Dabei beschrianken wir uns aber auf die fiir uns
relevanten Verkniipfungen und bendtigen dafiir erneut unsere Festlegungen bzgl.
des Umgangs mit oo in Bemerkung (A.1.7).

(A.2.9) Lemma
Seien die Funktionale F,. .., Fy : X — [—00, 00] gegeben. Dann gilt:

(i) Fallsalle F,...,Fy unter- bzw. oberhalbstetig sind, so ist auch
n
Y AiFi: X — [—o0,00]
i=1
fiir Ay, ..., Ay > 0 unter- bzw. oberhalbstetig.
(ii) Falls alle F1,. .., Fy, unterhalbstetig sind, so ist auch
max{Fy,..., Fn}: X = [—00,00]
unterhalbstetig und, falls alle F, ..., F, oberhalbstetig sind, so ist auch
min{F,...,Fn}: X — [—00,00]

oberhalbstetig. o
Beweis

(i) Wir zeigen die Aussage nur fiir den Fall, dass alle 7, . .., F;,; unterhalbstetig sind,
da der Nachweis im anderen Fall analog verlduft.
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Seien x € X und (xg)keny € X mit x; o Dann gilt
—00

n
Y AFi(x) <Y Ai hrn mf Fi(xg) Z hm inf (A;F;(xg))
] i=1

i=1 k—o0

k—o0 =1

< lim inf (Z /\i}",-(xk)>

aufgrund der Unterhalbstetigkeit von F7, ..., F; und den Eigenschaften des Limes
inferiors. Daher ist ebenfalls } ;' ; A;F; unterhalbstetig.

(ii) Zusammen mit Bemerkung (A.2.2) b) geniigt es erneut, nur die erste Behauptung

zu beweisen.
Seien C € R, (xp)ren € Ve(max {F,..., Fy}) aus Lemma (A.2.3) und x € X mit

X — x. Also ist
k—o0

E(xk) S max {fl(xk),. . .,]-"n(xk)} S C

furallei € {1,...,n} und k € IN. Nach Lemma (A.2.3) ist somit F;(x) < C fiir alle
i€ {1,...,n} und daraus folgt

max {Fi(x),..., Fu(x)} <C

bzw. x € Vc(max {Fy,..., Fn}), sodass Lemma (A.2.3) die Unterhalbstetigkeit von
max {Fy,..., Fn} liefert. O

Abschlieflend prédsentieren wir eine hinreichende Bedingung fiir Stetigkeit, also nach
Bemerkung (A.2.2) a) insbesondere fiir Unter- und Oberhalbstetigkeit. Vorher miis-
sen wir aber eine in der Literatur gebrduchliche Bezeichnung einfiihren.

(A.2.10) Definition
Zu einem Funktional F : X — (—o0, 00| heifst die Menge

dom F :={x € X | F(x) < oo}

die Doméane von F. o

Zudem miissen wir den Konvexititsbegriff verallgemeinern.

(A.2.11) Definition
Sei (X,d) sogar ein metrischer linearer Raum. Dann wird ein Funktional F : X —
(—o0,00] als konvex bezeichnet, falls fiir alle x,y € dom(F) und A € [0,1] die Un-
gleichung

FAx+(1—=A)y) <AF(x)+(1—-2A)F(y) (< o)

gilt, also insbesondere dom(F) konvex ist. o
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(A.2.12) Bemerkung
Aufgrund von Bemerkung (A.1.7) gilt fiir ein konvexes Funktional F : X — (—o0, c0]
sogar

FAx+ (1 =A)y) <AF(x)+ (1—A)F(y)

fur alle x,y € X und A € [0, 1]. o

Nun kommen wir zu dem angekiindigten Satz, welcher in einer allgemeineren Va-
riante in [3, Satz (5.20)] zu finden ist.

(A.2.13) Satz

Sei (X, d) sogar ein metrischer linearer Raum. Zudem sei F : X — (—o0, 00| ein konvexes
Funktional und xo € X. Falls eine Umgebung U C X von xg und eine Konstante C > 0
existiert, sodass F (x) < C fiir alle x € U ist, dann ist F stetig in x. o

Beweis
(E sei xp = 0 sowie F(0) = 0; denn andernfalls betrachten wir das modifizierte
Funktional

G:X = (—00,00|, G(x):=F(x+x9)— F(xp).
Offensichtlich ist G(0) = 0, G konvex und

G(x) <C—F(xo) <max{l, C—F(x9)} =:K

fiir alle x € V := U — xg. Dabei ist nach Definition K > 0. Dartiber hinaus ist F
genau dann in x stetig, wenn G in Null stetig ist.

Also konnen wir uns jetzt dem eigentlichen Beweis unter Annahme xp = 0 und
F(0) = 0 widmen: Sei € > 0 und €y := min{§, 3} € (0,1). Da U eine Umge-
bung von xy = 0 ist, ist aus der Funktionalanalysis bekannt, dass eine kreisférmige
Umgebung O von Null mit O C U existiert. Daher ist O C O eine weitere Null-
Umgebung und fiir jedes x € €yO kdnnen wir

x:(l—eo)'O—l—éfo-i
€0

schreiben. Dann ist

-
=0

F(x) < (1—ep) Z—;(fO) +eo- F (6x_0> < €oC, (A.11)

da F konvex und % € O C U ist. Andererseits ist die rechte Seite von

0= ! X+ <0 _x
_1—|—€0 1+¢p €0
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ebenfalls eine Konvexkombination. Da O kreisformig ist, ist auch —% € 0O C U,
sodass erneut u.A. mit der Konvexitat von F

Flx) + - ,;(_ﬁ)g L gy 4 C

0=7F(0) <

_1—|—€0. 1+ €9 €0 1+ €9 1+ ¢

1
B 1+ €9

(F(x) +€oC)

folgt. Diese Ungleichung ist dquivalent zu F(x) > —epC und zusammen mit der
Ungleichung in (A.11) gilt die Abschédtzung

|fuﬂg%cggcze

fur alle x € €yO. Schlie8lich wihlen wir ein geeignetes 6 > 0 mit Bs(0) C €O und
somit ist

[F(0) = F(x)| = |F(x)[ < e
fiir alle x € Bs(0) erfullt, d.h. F ist stetig in xg = 0. O

Dieser Satz wird duflerst hilfreich fiir den Beweis von Satz (1.1.7) sein, in dem wir
eine hinreichende Bedingung dafiir vorstellen, wann eine unterhalbstetige Funktion
sogar stetig ist.

A.3 Die Fenchel-Konjugierte

Als wichtiger Baustein fiir die zentralen Dualitdtssdtze dieser Arbeit beschéftigen
wir uns in dieser Sektion mit der , Fenchel-Konjugierten”. Da diese Theorie ledig-
lich als Hilfsmittel dient, werden wir sie nur in Grundziigen und unter vereinfachten
Bedingungen, d.h. iiber einem Prid-Hilbertraum (X, (-, -)), herleiten. Die wesentli-
chen Ideen stammen dabei aus [3, Abschnitt 6]. An dieser Stelle erinnern wir noch
einmal an unsere Festlegungen bzgl. des Umgangs mit oo in Bemerkung (A.1.7),
um die Wohldefiniertheit der anschliefSenden, allseits bekannten Definition zu ga-
rantieren.

(A.3.1) Definition (Die Fenchel-Konjugierte)

Sei F : X — [—o0, 00| ein Funktional. Dann nennt man das Funktional

F*iX = [—oo,00], F'(x):=sup {(x,y) - F(y)}
yekX

die Fenchel-Konjugierte zu F. Des Weiteren bezeichnet man das Funktional F** :=
(F*)* als die Bikonjugierte zu F. o

Bevor wir die Fenchel-Konjugierte auf ihre Eigenschaften untersuchen, stellen wir
eine bekannte Charakterisierung von Konvexitit vor, die wir spater bendtigen.
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(A.3.2) Lemma
Sei (), d) ein metrischer linearer Raum. Ein Funktional F : ) — (—o0, 00| ist genau dann
konvex, falls epi F C Y x R konvex ist. o

Beweis
Seien A € [0,1] und x,y € dom(F). Dann ist die Ungleichung

FAx+(1=Ay) <AF(x)+(1—-21)F(y) (A.12)
dquivalent zu
(Ax+ (1 =)y, AF(x)+(1—-A)F(y)) € epi F.

Nun seien in dieser Situation z, w € R mit (x,z), (y,w) € epi F, also F(x) < z und
F(y) < w, beliebig, d.h. insbesondere sind die Wahlen z = F(x) und w = F(y)
moglich. Jedenfalls gilt somit

FAx+(1=A)y) <AF(x)+(1-A)F(y) <Az+(1-2N)w,
das wiederum nichts anderes als
AMx,z) +(1=A)(yw) = (Ax+ (1 —A)y,Az+ (1 —A)w) € epi F

bedeutet. Daher trifft die Ungleichung (A.12) genau dann fiir alle A € [0,1] und
x,y € dom(F) zu, wenn epi F konvex ist, sodass die Behauptung aufgrund der
Definition (A.2.11) gezeigt ist. [J

Wie angekiindigt, erarbeiten wir jetzt die wesentlichen Aussagen {iiber die Fenchel-
und Bikonjugierte. Als Erstes prasentieren wir eine spezielle Variante von [3, Lemma
(6.4)].

(A.3.3) Lemma
Sei ein Funktional F : X — (—oo,c0] mit dom F # () gegeben. Dann gilt fiir die Fenchel-
Konjugierte F*, dass F* > —oo sowie F* konvex und unterhalbstetig ist. o

Beweis
Zuallererst finden wir wegen dom F # () ein z € X mit F(z) < oo, sodass

Fi(x) = sup {{x,y) = F(y)} > (x,z) — F(z) > —c0
ye

fir alle x € X gilt, d.h. es ist 7* > —oo. Damit konnen wir nun die weiteren
Behauptungen zeigen:
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Konvexitit: Seien x,y € dom(F™*) sowie A € [0,1]. So erhalten wir

F*(Ax+(1—A)y)
= sup {{Ax+ (1 -A)y,a) — F(a)}

acXx
—5161)}3{[ (a)]+[(1 y,a) — (1= A)F(a)] }
<51€1)}3{[ HJFSIGJ)};{[l— M(y,a) — (1= A)F(a)] }
= A-sup {[(x,a) — b+ Sup{[% —F(a)]}

aeX

(a)]
=AF(x) + (1= F(y),
d.h. wegen der beliebigen Wahl von x,y und A folgt die Konvexitdt von F*.

Unterhalbstetigkeit: Seien C € R, (xy)nen C Veo(F*) aus Lemma (A.2.3) und x € X
mit xy —ox Nach Annahme gilt daher
n—oo

(xn,y) — F(y) < Ff(xn) <C (A.13)
tir alle n € N und y € X. Da die Cauchy-Schwarz-Ungleichung nun

(xn,y) —— (v, y)

n—oo

tir alle y € & liefert, folgt zusammen mit der Abschdtzung (A.13), dass

(xy) —F(y) <C

fur alle y € X ist. Damit ist auch F*(x) < C, also x € Vc(F*), sodass sich mit
Lemma (A.2.3) die Unterhalbstetigkeit von F* ergibt. O

Schon kommen wir zu dem fiir uns wichtigsten Ergebnis in dieser Theorie, das

im Wesentlichen auf [3, Folgerung (6.8)] sowie einigen vorhergehenden Resultaten
beruht.

(A.3.4) Satz
Sei (X, (-,-)) sogar ein Hilbertraum. Zudem sei F : X — (—o0,00] ein konvexes und
unterhalbstetiges Funktional mit dom F # (). Dann gilt:

(i) Esist F** = F.

(ii) Die Fenchel-Konjugierte F* besitzt die Eigenschaft, dass F* > —oo und dom F*
nicht-leer ist. Dariiber hinaus ist sie konvex und unterhalbstetig. o

Als Hilfsaussage fiir den Beweis dieses Satzes benutzen wir ein Resultat aus der
konvexen Analysis, das unter schwécheren Bedingungen in [3, Satz (5.24)] bewiesen
wurde. Die Beweisidee haben wir aber von dort iibernommen.
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(A.3.5) Lemma
Sei (X, (-,-)) sogar ein Hilbertraum. Zudem sei F : X — (—o0,00] ein konvexes und
unterhalbstetiges Funktional und es gelte dom F # (). Dann ist

F=sup{G|G:X — R affin und stetig mit G < F},

wobei man ein Funktional H : X — R genau dann affin nennt, falls H — H(0) linear ist.o

Fiir den Nachweis dieser Aussage bendtigen wir eine geeignete Topologie auf (X' x
R).

(A.3.6) Bemerkung
Wie in Bemerkung (A.2.7) b) erhélt man auf kanonische Art und Weise eine Topolo-
gie auf & x R: Denn die Abbildung

() asr (XX R)X (X XR) = R, ((x,2), (y, 0)) xxr = (X, y) + 20

definiert ein Skalarprodukt, sodass (X X R, (-,-) yxr) ein Pra-Hilbertraum ist bzw.
sogar ein Hilbertraum, da sich aufgrund dieser Definition von (-,-) yxr die Voll-
standigkeit von (X, (-, -)) tibertréagt. o

Beweis von Lemma (A.3.5)
, > " Klar.

, <" Dabei reicht es zu zeigen, dass fiir alle (x,a) € X x R mit F(x) > a ein
affines, stetiges Funktional H : X — R mit H < F existiert, sodass H(x) > a gilt;
denn nehmen wir an, dass wir ein y € X mit

F(y) >sup {G(y) | G: X — R affin und stetigmit G < F} =: J(y)

finden. Dann kénnen wir ein 4 € R mit F(y) > a > J(y) auswihlen, fiir das
ein wie oben beschriebenes Funktional # existiert. Wegen der Definition von J (y)
erhalten wir somit

H(y) >a> T(y) > Hy),

also einen Widerspruch.

Dabher sei (x,a) € X x R mit F(x) > a beliebig, d.h. (x,a) ¢ epi F. Einerseits ist
mit dom F # () auch epi F # (). Andererseits folgt aus der Unterhalbstetigkeit und
Konvexitdt von F sowie den Lemmata (A.2.8) und (A.3.2), dass epi F abgeschlossen
und konvex ist. Da (X x R, (-, -) ¥xr) nach Bemerkung (A.3.6) obendrein ein Hil-
bertraum ist, ist damit der Satz von Mazur fiir Hilbertrdume, also der nachfolgende
Satz (A.3.7), anwendbar. Demnach existieren ein (y,b) € X X R und ein C € R,
sodass

((y,b),(x,a))xxr >C und ((y,b),(z,d))xxr < C furalle (z,d) € epi F
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ist. Dies impliziert
(y,x) +ba=((y,b),(x,a)) xxr > C > ((y,b),(z,d)) xxr = (v,2) +bd  (A.14)

fur alle (z,d) € epi F. Wenn wir nun ein (z,d) € epi F # () wahlen, so ist auch
(z,e) € epi F fur alle e > d. Daher gilt die Ungleichung (A.14) bei festgehaltenem z
fiir jedes e > d anstelle von d, sodass b < 0 sein muss. Jetzt definieren wir noch das
Funktional

IT:XxR—=R, Z(zd):={(y,b),(z,d)xxr = (y,z) + bd,

das offensichtlich stetig und linear ist, und unterscheiden zwei Fille bzgl. b:

1. Fall: b <0
Dann sei

H:X SR, Hz) = % (Z(x,a) — (y,2)).

Nach Konstruktion ist H affin, stetig und es erfiillt H(x) = a. Zudem ist mit z €
dom F offenbar (z, F(z)) € epi F, sodass uns die Ungleichung (A.14) fiir d = F(z)
wegen b < 0 gerade

(w2 +bF(2) = .2)] = F(2)

S| o=

H(z) = % ( Z(x,a) —(y,2)) <
= (y,x)+ba

liefert. Hingegen gilt H(z) < F(z) fiir z ¢ dom F ohnehin schon, d.h. insgesamt
erfiillt H alle gewtiinschten Eigenschaften.

2. Fall: b=0
Die Ungleichung (A.14) reduziert sich somit darauf, dass

(y,x) >C=>(yz) (A.15)

fur alle (z,d) € epi F bzw. einfach z € dom F ist. Weil z = x diese strikte Unglei-
chung nicht erfiillt, muss x ¢ dom F, also F(x) = oo, gelten. Aulerdem ergibt sich
folgende

Zwischenbehauptung: Es existiert ein affines, stetiges Funktional G mit G < F.

Dazu: Sei £ € dom F # (), wozu wir zunéchst ein @ € R mit 4 < F(£) finden
konnen. Anschlieffend gehen wir wie oben vor und der Satz von Mazur tiber Hil-
bertrizumen liefert wieder ein (7, 5) € X x R und ein C € R wie oben. Mit denselben
Argumenten folgt dann b < 0. Jedoch ist hier b = 0 ausgeschlossen; denn ansonsten
ergibt sich die zu (A.15) analoge Ungleichung

(9,%) > C

\Y

(9,2)
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tir alle z € dom F. Dies impliziert dann aber mit dem gleichen Argument (direkt
nach Ungleichung (A.15)), dass £ ¢ dom F ist, sodass wir einen Widerspruch erhal-
ten.

Demnach muss b < 0 sein, sodass uns der 1. Fall dieses G beschert. Damit ist die
Zwischenbehauptung gezeigt.

Neben diesem G seien & > 0 beliebig und f € R mit (y,x) > B > C, sodass dies
zusammen mit Ungleichung (A.15)

B> (v,z) (A.16)
fiir alle z € dom F liefert. So definieren wir das Funktional
Ho: X = R, Ha(z):=G(z) +a({y,z) — B),

das nach Konstruktion affin und stetig ist. Dann ist zum Einen nach Ungleichung
(A.16) und wegen G < F ebenfalls

Hu(z) = G(2) +a({y,2) — B) < G(2) < F(2)
<0

fur alle z € dom F, wobei H,(z) < F(z) wiederum auch fiir alle z ¢ dom F
gilt. Zum Anderen finden wir wegen der urspriinglichen Anforderung an B ein
hinreichend grofSes xy > 0, sodass obendrein

Hao(x) = G(x) + ao({y, x) —B) > a
>0

ist, d.h. H := H,, gentigt allen gewiinschten Anforderungen. [

Uber Hilbertraumen konnen wir den Satz von Mazur wie folgt formulieren.

(A.3.7) Satz (Mazur)
Sei (X, (-,-)) sogar ein Hilbertraum und M C X nicht-leer, abgeschlossen und konvex.
Dann existiert zu jedem xo ¢ M einy € X und ein C € R, sodass

(y,x0) >C und (y,x) <C firallexe M
gilt. o

Beweis
Zunichst definieren wir zu einem z € M # () die Menge N := M — z, die nach
den Annahmen bzgl. M ebenfalls nicht-leer, abgeschlossen und konvex ist. Dartiber
hinaus ist

0=z—-z€N
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und w := xg —z ¢ N; denn sonst wire xop = w+z € N +z = M, das aber hier
ausgeschlossen wird. Somit ist die klassische Variante des Satzes von Mazurs, siehe
dazu [10, Satz (5.3.1)], anwendbar, wonach ein lineares und stetiges Funktional F in
seinem Dualraum X' existiert, sodass

Fw)>1 und F(v)<1 furalleve N (A.17)

erfiillt ist. Nach dem Riesz’schen Darstellungssatz finden wir nun ein y € & mit
F(x) = (y,x) firr alle x € X. In (A.17) iibersetzt sich dies dann zu

(y,w)>1 und (y,v) <1 firallev € N.
Aufgrund der Beziehung N = M — z erhalten wir daraus schliefSlich
(y,x0) —(y,z) >1 und (y,x) —(y,z) <1 fiurallex € M,
sodass fiir C := 1+ (y, z) die Behauptung folgt. O

Beweis von Satz (A.3.4)
(i) , <” Wegen der Definition der Fenchel-Konjugierten ist zunéchst

Fry) = sup {(zy) = F2)} = (0 y) - Fx)

fur alle x,y € X. Aulerdem ist * > —oo aufgrund der Voraussetzung, dass dom F
nicht-leer ist, in Kombination mit Lemma (A.3.3). Zu gegebenen x,y € X folgt dann
mit einer einfachen Fallunterscheidung, ob F an der Stelle x bzw. ™ an der Stelle
y einen endlichen Wert oder eben co annimmt, dass auch

F(x) 2 (xy) = F(y)
fir alle x,y € X ist. Dies impliziert gerade, dass

F(x) zsup {{x,y) = F*(y)} = F(x)
yeX

fur alle x € X gilt, und somit erhalten wir F > F**.

, > " Zuerst ergibt sich aus Lemma (A.3.5) die Identitat
F=sup{G|G:X — R affin und stetig mit G < F}. (A.18)

Diese ist der Schliissel fiir unsere anschliefende Argumentation. Also sei mit G :
X — R ein beliebiges affines und stetiges Funktional gegeben, das G < F ertiillt.
Aufgrund der Definition affiner Funktionale, siehe Lemma (A.3.5), finden wir mit-
hilfe des Riesz’schen Darstellungssatzes ein y € X, sodass G(x) = (y,x) + G(0) fiir
alle x € X ist, wobei ab jetzt C := —G(0) sei. Nach Annahme ist dann

{y,x) —C=6(x) < F(x)
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fir alle x € X'. Mit einer erneuten Fallunterscheidung bzgl. der Werte, die F an der
Stelle eines beliebigen x € X annimmt, folgt daraus

C > (y,x) — F(x)
fir alle x € X und daher

C= sup {{y,x) = F(x)} = F*(y).

Dies liefert aber wiederum, dass
G(x) =(y,x) =C<({y,x) = F(y) < F"(x)

fir alle x € X gilt. Insgesamt ist damit G < F** und, da G beliebig gewahlt war,
erhalten wir mit der Identitét (A.18)

F*>sup{G|G: X = R affin und stetigmit G < F} = F.

(i) Nach Lemma (A.3.3) ist schon bekannt, dass F* > —oco gilt sowie /™ konvex
und unterhalbstetig ist.

Schliefilich bleibt zu zeigen, dass dom F* nicht-leer ist. Dazu nehmen wir das Ge-
genteil an, d.h. es sei /* = co. Dann muss

—co = F* = F
)

sein, das aber der Anforderung F > —oo widerspricht. ]
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