Minimierer der eindimensionalen
Ginzburg-Landau-Energie unter einer
Mittelwertbedingung und Konvergenzraten
der Cahn-Hilliard-Evolution

von

PHa1LiPP KREINS

MASTERARBEIT IN MATHEMATIK

vorgelegt der

FAKULTAT FUR MATHEMATIK, INFORMATIK UND
NATURWISSENSCHAFTEN
der

RHEINTSCH-WESTFALISCHEN TECHNISCHEN HOCHSCHULE AACHEN

im

DezeEMBER 2020

angefertigt am

LEHRSTUHL FUR ANGEWANDTE ANALYSIS

ERSTGUTACHTERIN: PROF. DR. MARTIA WESTDICKENBERG

ZWEITGUTACHTER: PROF. DR. STANISLAUS MAIER-PAAPE






Inhaltsverzeichnis

1
(1  Minimierer der 1-D-Ginzburg-Landau-Energie unter einer Mittelwertbe- |
|__dingung 3
(I.1 Existenz und Regularitit eines Minimierers|. . . . . ... .. ... ... 7
(1.2  Approximation des Minimierers| . . . ... ... ... .......... 14
[2  Konvergenzraten der Cahn-Hilliard-Evolution| 65
2.1 Positive und negative Minimierer der 1-D-Ginzburg-Landau-Energie[. 72
2.2 Einfiihrung und bisherige Resultate zur Metastabilitat| . . . .. .. .. 83
2.3 Konvergenzraten und Abschidtzungen mithilfe der Ll—Norm| ...... 91

109

A Anhang|
[Literaturverzeichnisl 111







Einleitung

Ein aktuelles Thema in der Forschung ist die Frage, inwieweit und unter welchen Be-
dingungen Losungen der Cahn-Hilliard-Gleichung als Gradientenfluss zu der ska-
laren Ginzburg-Landau-Energie bzgl. der H!-Norm stabil sind. Zunachst denkt
man bei stabilen Losungen an lokale Minimierer der Ginzburg-Landau-Energie un-
ter gewissen Nebenbedingungen, da sie als zeitlich konstante Losungen der Cahn-
Hilliard-Gleichung fungieren, oder an Losungen, die sehr nahe an einem lokalen Mi-
nimierer starten und anschliefSend gegen diesen konvergieren. Daneben gibt es aber
auch noch das Phanomen der sogenannten Metastabilitdt: Dabei handelt es sich um
Losungen, die sich scheinbar stabil in der Zeit verhalten, wahrend sie sich auf lange
Zeitraume gesehen doch noch nennenswert verdndern, aber eben sehr langsam. Das
Ziel dieser Arbeit ist es nun, einen Einblick in manche dieser Klassen von Losungen
zu geben. Genauer gesagt geben wir uns eine grofie Klasse von Funktionen vor, so-
dass wir zum Einen die Minimierer der Ginzburg-Landau-Energie in dieser Klasse
ndher betrachten und zum Anderen aus dieser solche Teilklassen generieren, sodass
Losungen zu Anfangsdaten aus diesen Teilklassen metastabil sind.

Dabei widmen wir uns in Kapitel |1 zunidchst der Minimierung der Ginzburg-Lan-
dau-Energie in der Menge der periodischen H!-Funktionen auf einem festgelegten
endlichen Intervall mit einem fixierten Mittelwert in (—1,1), wobei wir uns beson-
ders fiir sehr grofse Intervalllaingen interessieren.

In Abschnitt [1.1]stellen wir dann fest, dass Minimierer zu dem gegebenen Minimie-
rungsproblem existieren, aber dass sie nicht eindeutig sind. Dartiber hinaus bestim-
men wir u.A. die zugehdrigen Euler-Lagrange-Gleichungen und untersuchen ihre
Regularitat.

Im anschlieffenden Abschnitt gehen wir anfangs den Fragen nach der Gestalt
und der Energie der Minimierer fiir grofie Intervalllingen nach. Dabei interessie-
ren wir uns insbesondere fiir die Extrema, die Nullstellen, das Steigungsverhalten
und die Symmetrie-Eigenschaften. Ein niitzliches Werkzeug fiir die Untersuchung
einiger dieser Eigenschaften ist die sogenannte Modica-Mortola-Rechnung. Danach
verfolgen wir fiir den Rest des Abschnitts die Idee, die Minimierer durch konkre-
te Funktionen, die man mithilfe des sogenannten kinks konstruiert, die aber nicht
zwingend in der zu den Minimierungsproblemen gehdrigen Klassen von Funktio-
nen liegen, bzgl. der C!-Norm in Abhingigkeit von der Intervalllinge anzunihern.
Unter Verwendung von Ideen aus [4] konnen wir dann zeigen, dass der Abstand



2 Einleitung

dieser Funktionen zu den Minimierern in der C!-Norm exponentiell klein bzgl. der
Intervalllinge wird.

In Kapitel 2| zitieren und entwickeln wir einige Ergebnisse bzgl. der Metastabili-
tat von Losungen der Cahn-Hilliard-Gleichung unter periodischen Randbedingun-
gen und einem Anfangsdatum aus einer Teilklasse der periodischen H!-Funktionen
mit fixiertem Mittelwert Null bzw. in (—1,1) auf der Basis von [6]. In den eigenen
Hauptresultaten ziehen wir jedoch eine neuere Methode aus [5] heran.

Als Vorbereitung stellen wir zum Einen am Anfang kurz einige Eigenschaften von
Losungen der Cahn-Hilliard-Gleichung mit periodischen Randbedingungen und
einem periodischen Anfangsdatum vor und zum Anderen behandeln wir in Ab-
schnitt 2.1 zwei weitere Minimierungsprobleme fiir die Ginzburg-Landau-Energie,
da die zugehorigen Minimierer in [6] und auch in den nachfolgenden Abschnitten
dieses Kapitels eine wichtige Rolle spielen.

In Abschnitt[2.2] zitieren wir dann die Ausgangssituation aus [6], darunter insbeson-
dere die sogenannte slow manifold of evolution, in der die Minimierer aus dem vo-
rigen Abschnitt verwendet werden, sowie das zugehorige Hauptresultat bzgl. meta-
stabilen Losungen. Zudem fiihren wir einige Hilfsresultate aus [6, 4], wie z.B. nicht-
lineare Energie- und Dissipations-Abschidtzungen und Lipschitz-Bedingungen, fiir
den nédchsten Abschnitt an, wobei wir meistens einen allgemeinen Mittelwert in
(—1,1) zulassen.

Im letzten Abschnitt2.3|entwickeln wir fiir Losungen mit einem Anfangsdatum wie
in [6] unter vereinfachenden Annahmen und mit Methoden aus [5] Anndherungs-
raten fiir die Losung bzw. deren Energie und Abschdtzungen fiir deren Nullstellen
unter Benutzung der sogenannten excess mass. Zum Abschluss stellen wir skizzen-
haft mittels Energie-Abschidtzungen noch einen Zusammenhang zwischen diesen
Losungen und den Minimierern aus Kapitel 1 her.



1 Minimierer der 1-D-Ginzburg-Landau-Energie
unter einer Mittelwertbedingung

Schon vor langerer Zeit betrachtete man in der Forschung die Energie
E(it) == / G()dy, (1.1)

wobei I € H'((—1,1)) und G ein Potenzial mit folgenden Eigenschaften sei.

Voraussetzungen 1.0.1. (Annahmen bzgl. des Potenzials G)
Essei G : R — R ein nicht-degeneriertes Doppelmulden-Potenzial, d.h. G besitze die

folgenden Charakteristika:

(G1) Essei G € C?(R) und G sei gerade.
(G2) Esseien G(t) > 0 fiir t # £1 und G(£1) = 0.
(G3) Esseien G'(t) <0 fiir t € [0,1] und G"(£1) > 0.

Daher existiert eine eindeutige positive Funktion H € C(R) N C*(R \ {£1}), die

N

G(t) = H(t) - (1 - t2) (1.2)

iir alle t € R erfiillt. Dabei ist H(+1) = 1G"(+1 LG"(1) und es ¢ibt Konstanten
8 3 8
cy,Chy € (0,00) mit

cy < H(t) < Cy (1.3)
fiir alle t € [—1,1].

Zusitzlich muss in einigen Resultaten manche der folgenden Anforderungen gestellt werden:

0,1
(G4) Esgelte G" € C;;.(R).
(G4s) Es gelte G € C*(R).
(G5) Es sei /G konkav in [—1,1].
(G6) Es existiere ein « € (0,1), sodass H(t) > H(+1) in (-1, -1+ a)U (1 —a,1)

gelte.
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Bemerkung 1.0.2.

Dabei ist hervorzuheben, dass G ein nicht-konvexes Potenzial ist. Vielmehr nimmt
G in genau zwei Punkten, und zwar in +1, sein globales Minimum an, das die
Bezeichnung , Doppelmulden-Potenzial” rechtfertigt. Diese Eigenschaft macht die
Energie E in besonders interessant.

Beispiel 1.0.3. (Kanonische Wahl von G)
In der Literatur wird oft die Funktion

1 A%
G(t) =, (1-#) (1.4)
fur t € R gewdhlt. Dann ist G € C*(R) mit

G'()=F—t, G'()=3"—1 und H(H):=

fur t € R. Offenbar erfiillt G die Axiome (G1) bis (G6). o

Jedenfalls ist E(#) in (1.1) dann wohldefiniert mit E(i) € [0,0); denn zum Einen
folgt aus den Einbettungssdtzen fiir Sobolev-Funktionen, dass es fiir alle 2,0 € R
mit a < b eine stetige Einbettung

H'((a,b)) = C3([a,b]) (1.5)

gibt, das die Wohldefiniertheit und Endlichkeit von E(ii) impliziert, und zum An-
deren ist E(#) > 0 aufgrund von (G2).

Speziell interessierte man sich dabei fiir das Minimierungsproblem

inf E(@) mit
e Mup

(1.6)
My = {ﬁ € H'((-1,1))

u(-1)=u(1), f,ady = m}

fiir ein m € (—1,1). Jedoch besitzt dieses Problem keinen Minimierer.

Beweis

Damit E (i) minimal wird, denkt man wegen (G2), der periodischen Randbedin-
gung i(—1) = #(1) und der Mittelwertbedingung fil idy = m € (—1,1) zunichst
z.B. an die Funktion 7 : (—1,1) — R gegeben durch

1 famsye(-u3-3)u(3-21),
u(y)'_{L fallsye[%—;%i%],z 2

die tatséchlich #(—1) = #(1) und fil idy = m erfiillt, aber nicht in H*((—1,1))
liegt. Trotzdem ist E (i) auch hier wohldefiniert und es gilt E(#) = 0. Dabei kénnen



wir # durch Funktionen in M., approximieren; denn sei dy > 0 so klein, dass i, :
(=1,1) — R gegeben durch

(1, fallsye (-1,5 -3 -3)u(i-3+41),
sy o J3(E=E7y), falsye[3-b-88-4s),
-1, fallsye |[2—149 1 _m_2df
F(3-3+y), mmsye(3-3-44-3+4],

und

m,l+é l,eré
2 212 2 212
0<E(;) = / G(ii;) dy + / G(iiy) dy
(G2 m_1_29 1 _m_2¢
2 2 2 2 2 2
33+ 1-3+4
< / G(1)dy + / G(1)dy
(gl)'(QS) m_ 1 1 m_ 9
77373 17273
= 20G(1) — 0,
6—0
also gilt lim E(ii5) = E(ii) = 0. Dies impliziert inf E(%) = 0, da E(%) > O fiir alle
—0 7eEMp

v € My, gilt.

Aber es existiert offenbar kein 3 € My, mit E(3) = 0; denn aufgrund von (G2)
miisste ansonsten fiir ein solches, insbesondere stetiges v die Identitit || = 1 in
(—1,1) gelten, wobei {v = 1} und {v = —1} aufgrund der Mittelwert-Bedingung
fil vdy = m € (—1,1) jeweils nicht-leer sind. Daher kann 9 nicht stetig sein und
somit ist 0 ¢ My, das uns einen Widerspruch beschert. [

Um dieser Problematik entgegenzuwirken, muss in der Energie neben den Funk-
tionswerten von i auch deren erste schwache Ableitung ,in zumindest geringem
Ausmaf3” beriicksichtigt werden. Deshalb untersuchte man die leicht modifizierte

Energie
1
E.(7) = /
-1

fiir ein i € H' ((—1,1)) und ein (kleines) e > 0 sowie das entsprechende Problem

iy + G(it) dy

N| ™

inf Ec(d) mit
e M

My = {ﬁ € H'((-1,1)) (7

i(—1) = a(1), {1, ady = m}

fiir ein m € (—1,1). Dabei hat man sich folgende Fragen gestellt:
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1. Gibt es von (1.7) fiir manche (oder sogar alle) m € (—1,1) und alle (hinreichend
kleinen) € > 0 einen Minimierer?

2. Falls es fiir ein fest gewdhltes m € (—1,1) und fiir jedes beliebige (hinreichend
kleine) € > 0 einen Minimierer W, € My, von (1.7) gibt: Kénnen wir die Mini-
mierer W, so wihlen, dass eine Funktion w existiert, sodass

De(x) — @(x) (18)

fiir fast alle x € (—1,1) gilt und die Energie E(@) wohldefiniert ist mit
€—0

Falls dies alles zutrifft, gilt nach der obigen Uberlegung @ ¢ M,,, wobei wir
aufgrund der 2-Periodizitit der Minimierer @, und annehmen diirfen,
dass @w(—1) = w(1) gilt, aber kann @ zugleich noch eine weitere Eigenschaft
aus der Definition von M, erfiillen, d.h. kann dartiber hinaus entweder @ €
H'((—1,1)) oder fil @ dy = m zutreffen?

Diesen Fragen gehen auch wir nach, aber nur indirekt, indem wir in diesem Kapi-
tel ein zu (1.7) dquivalentes Problem betrachten: Fiir (kleine) € > 0 und & € My
seien L := \/LE sowie u(x) := @ (f) mit x € (—L,L), sodass wir zum Einen u €
H'((=L,L)) und u(—L) = u(L) erhalten. Zum Anderen ergeben sich mit der Sub-
stitution x = Ly die Identitdten

~

—L
und
Ee(i) = [ S+ G(@)dy = Ve / Sty (Ve x)" + G(a(Ve - x)) dx
L
:%/%ux G(u(x)) dx.
—L

Daher ist das Minimierungsproblem (1.7) fiir festes € > 0 dquivalent dazu, dass
wir die folgende Energie fiir das korrespondierende L > 0 auf einer entsprechend
angepassten Menge (siehe Definition [1.0.5) minimieren, sofern dies moglich ist.

Definition 1.0.4. (Ginzburg-Landau-Energie)
Fiir L > 0 ist die Ginzburg-Landau-Energie auf dem Intervall [—L, L] definiert durch

L
= /%ui + G(u) dx, (1.9)
=IL

wobei u € H'((—L, L)) sei.
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In der Situation der Definition ergibt sich wieder direkt aus der Definition
sowie der Einbettung (1.5), dass Er (1) wohldefiniert ist mit E; (1) € [0, 00). Ferner
lautet das zu (1.7) dquivalente Problem wie folgt.

Definition 1.0.5.
Fiir L > 0 und m € (—1,1) bezeichnen wir

inf E it
ulenAL () mi

(1.10)
A = -AL,m = {u € Hl((—L,L))

u(—=L) = u(L), f_LL udx = m}

als das Minimierungsproblem fiir die Ginzburg-Landau-Energie unter periodischen
Randbedingungen und einer Mittelwertbedingung.

Genau dieses Problem werden wir im Hinblick auf die beiden oben aufgeworfe-
nen Fragen - natiirlich angepasst auf das Problem (1.10) - in diesem Kapitel haupt-
sachlich fiir L > 1 néher beleuchten, wobei wir hier gerade die Notation [I.1.5[a)]
verwendet haben.

1.1 Existenz und Regularitit eines Minimierers

Zu Beginn untersuchen wir die erste Frage der vorigen Einleitung, die in der Situa-
tion von Definition wie folgt lautet: Gibt es einen Minimierer vom Minimie-
rungsproblem und miissen wir dazu ggf. Anforderungen an m € (—1,1) und
L > 0 stellen? Die zugehorigen Antworten liefert der anschlieflende

Satz 1.1.1. (Existenz eines Minimierers)
Fiir jedes m € (—1,1) und L > 0 existiert mindestens ein Minimierer von (1.10).

Beweis
Zundchst ist Ap nicht-leer, da z.B. u = m in A} liegt. In Kombination mit der Tat-
sache, dass Ej (1) € [0,00) fiir alle u € H'((—L,L)) ist, ergibt sich somit inf Ej €

[0, 00). ]

Sei nun (ug)ren C AL eine Minimierungsfolge von Ep, d.h. es gelte

E;(u) —— inf E;.
L(k)k%ooﬁlLL
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Dann existiert eine Konstante C > 0, sodass

L
C2 \fErw) = | [ 3+ Gludx 2 el vy

—L

1
2\/—||(”k) xlli2=rry) + 2V3CH (”uk”Lz((—L,L)) - \/ih“\) (1.11)

>min{— L} el _ VLjm|
- 2v2 2y/2cp J TIHHELL) g,

fiir alle k € IN gilt, wobei wir in (1.11) die Poincaré-Ungleichung

(1.12)

L

Ug — 7[ g dx < Cpl[(ur)xll 21,1y
—L L2((~L,L))

mit der zugehorigen Konstante Cp > 0, die Identitét f_LL urdx = m und die un-
tere Dreiecksungleichung sowie in die Ungleichung va +b < v/a + Vb fiir
alle a,b > 0 verwendet haben. Somit ist |[ug||;1((_p, 1)) gleichmdBig beschrénkt. Da
H'((—L,L)) als Hilbertraum reflexiv ist, finden wir somit ein u € H'((—L,L)) und

eine in H'((—L, L)) gegen u schwach konvergierende Teilfolge (u,); -

Dabei ist u € A;, denn zum Einen ist das Funktional
H((-L,L) R, o> { vdx

linear und stetig, sodass wir aus (u,)ien € Az und der schwachen Konvergenz

schliefsen, dass f_LL udx = m gilt. Zum Anderen folgern wir zusammen mit 1 ,

dass auch ||u || .1 gleichméRig beschrankt ist. Aus dem Satz von Arzela-
FC2([-LL)

Ascoli ergibt sich nun, dass eine weitere Teilfolge existiert, die wir ohne Einschran-
kung der Allgemeinheit wieder (”ki)i < nennen, die in C([—L, L]) gegen u konver-
giert. Insbesondere gilt daher

u(—L) = lim wu,(—L) = lim u, (L) = u(L),

i—00 i—00
also insgesamt u € A;.

Des Weiteren folgt aus der Konvergenz von (uy,);  gegen u in C([~L,L]) zum
Einen, dass (uy,), . insbesondere in L?((—L, L)) gegen u konvergiert, das in Kom-
bination mit der schwachen Unterhalbstetigkeit der H ((—L, L))-Norm

L L
1 1
/ 2u dx < lim inf 5 (u.,)

i—00
—L —L

2
X

dx (1.13)
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impliziert. Zum Anderen schlieffen wir zusammen mit der Stetigkeit von G, dass
auch (G (uy,)),;.py in C([—L, L]) gegen G(u) konvergiert, das wiederum f_LL G(u)dx

= lim [*, G (u,) dx liefert. In Kombination mit (1.13) folgt insgesamt
1— 00

L L
Ep(u) = / %ui + G(u) dx < lim inf ! (itx,)% + G (uy,) dx = lim inf Ep (uy,)
L

i—00 2 i—00
—L

und damit

i—o0 i—o0

inf EL < EL(L[) < lim inf EL (uk,) = lim EL (uk,) = lim EL(uk) = inf EL, (1.14)
Ap ! j ! k—o0 Ap

also i}’llf E; = Ep(u), d.h. u ist ein Minimierer von (1.10). O
L

Dies ermoglicht folgende

Definition 1.1.2.
Seim € (—1,1) beliebig, aber fest. Dann withlen wir zu jedem L > 0 einen Minimierer von
1.10) und bezeichnen ihn mit wr := Wr .

Anschliefifend widmen wir uns der Regularitit der Minimierer sowie den zentralen
Gleichungen, die sie erfiillen.

Lemma 1.1.3.
Seim € (—1,1) und L > 0. Der zugehorige Minimierer wy, aus Definition |1.1.2| besitzt
folgende Eigenschaften:

(i) Es gilt mindestens w; € C*1([~L, L)), falls G € C¥([~L, L)) fiir k > 2 ist. Falls
G das kanonische Potenzial ist, gilt sogar wy € C®([—L, L)).
(ii) Es existieren Konstanten Ar,0r € R, sodass die Euler-Lagrange-Gleichung

— (wp)xx + G/(wL) = AL (1.15)

sowie die Identitiit ]
— E(ZUL)?C -+ G(wL) = )\LZUL —+ QL (1.16)

in [—L, L] gelten.
(iii) Es gilt w(Ln)(—L) = w(L")(L)ﬁlr alle 0 <n < k+1 fiirk aus

Bemerkung 1.1.4. ([Periodjzitit und Eindeutigkeit der Minimierer)

Die Eigenschaften und (iii) bedeuten also, dass man wy, zu einer 2L-periodischen
Funktion @} auf R fortsetzen kann, welche in C**1(R) liegt. Ferner definieren wir
Wy = Wi (- — y) fiir ein beliebiges, aber festes y € R, welche im Vergleich zu @, um

ebenfalls ein Minimierer

y nach rechts verschoben ist. Dann ist wy, := @y,
von ((1.10).

In Kombination mit dem spdteren Lemma impliziert dies insbesondere, dass
der Minimierer w;, nicht eindeutig ist.

[—LL]
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Beweis von Lemma [[.1.3 .
(i), (ii) Sei ein beliebiges ¢ € H'((—L,L)) mit ¢(—L) = ¢(L) und f , ¢dx = 0
gegeben. Dann definieren wir die Funktion

p:R =R, ¢(s):=Er(wr+sp).
Diese ist wohldefiniert, da w; + s¢ € A fiir alle s € R gilt. Zudem ist
¥(s) = Er(wr +s¢) > Er(wr) = 9(0)

tiir alle s € R aufgrund der Minimierungseigenschaft von w; und mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz folgern wir, dass ¢ in s = 0 differenzierbar ist, sodass
wir

L
d 1
0=29(s)|_ == /L 5 ((01)x +5¢x)” + Glwe + 5¢) dx .
= [ ((wp)x + 5¢x)Ppx + G’ (wr + s¢)¢p dx (1.17)
s=0

(w)x¢x + G'(wr)p dx

erhalten.

Nun zeigen wir, dass daraus (wr )y € C!([—L, L]) und somit w; € C?>([—L, L]) folgt:
Dazu setzen wir wy zuerst zu einer 2L-periodischen Funktion @; auf R fort und
erhalten damit @, € H} (R), da w;(—L) = wy (L) gilt. Ferner sind nach Lemma
fast alle Punkte in R Lebesgue-Punkte von (@ )y, also sei a € R ein beliebiger,
aber fester Lebesgue-Punkt von (@r)y. Dabei konnen wir ohne Einschrankung der
Allgemeinheit 2 = —L annehmen. (Andernfalls verfahre man analog zum Rest des

Beweises dieses Lemmas fiir Wy |__, := Wr(- + L + a) statt @y, wobei man fiir den

Nachweis der zu (1.17) analogen Identitdt verwende, dass wy|_;_, := W |_;_, ‘ L]
ebenfalls einen Minimierer von darstellt. Dann erhilt man zu [(i)| bis ana-
loge Aussagen fiir wy_;_, statt wy. Wie in der Bemerkung tibertragen sich
anschlieflend die zu |(i)| analogen Regularitdtsaussagen auf w;|_;_, in R und so-
mit gelten auch die Gleichungen und fiir @y, (statt wy) in R,
SchliefSlich folgen dann alle Behauptungen fiir w;.) Zudem sei y € (—L,L) ein
weiterer Lebesgue-Punkt von (@ ). Jetzt sei €9 > 0 so klein, dass die Funktion
Pe : [-L,L] — R gegeben durch

e

(-L—1x), fallsx¢€
-1, falls x €

[—L,—L+e),
[ L+€/y_€)l
Yx—y) fallsxe[y—ey+e),
1, fallsx € [y+¢,L—e),
1 [

€

(L—x), fallsxe[L—g,lL],
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fiir alle € € (0,e9) wohldefiniert ist. Dann ist ¢ € W' ((—L,L)) € H'((—L,L))
mit ¢e(—L) = 0 = ¢e(L) und

ffedx= [y +1-2e)(-1) + (L -y —26)] = 2 = ()

fiir alle € € (0,€p). Nun sei ¢ := ¢ —1(y) € H'((—L,L)), welche ¢pe(—L) =
—1(y) = ¢e(L) und f_LL ¢pedx = 0 fr alle € € (0,¢) erfiillt, sodass wir ¢ = ¢ in
wihlen konnen und damit

L L
_/G/(@L)(Pedx: /(wL)x(fPe)xdx
—L —L
bzw.
L 1 —L+e 1 yt+e 1 L
—/G’(@L)gbedx:—g / (@1)xdx+2: /(@L)xdx—E /(@L)xdx
—L —L y—€ L—e
1 —L+-e€ 1 y+e
=2 / (@1)xdx+2- o /(wL)xdx (1.18)
—L—€ y—€

fur alle € € (0,€p) erhalten, wobei wir in (1.18) benutzt haben, dass (@r ), 2L-
periodisch ist. Da —L und y Lebesgue-Punkte von (@r ), sind, ergibt sich mit dem
Grenziibergang € — 0 unter Verwendung des Satzes von der majorisierten Konver-
genz

y L
— [ G@)(~1-yy)dx— [ G'(@L)1 = 1(y)) dx = =2(@1)s(~L) +2(@1)x(v)
—L y
bzw.

¥ L
@)ely) = " [ @y ax+ =L [ @) s (@0)e(-L) = (o).
—L y

Dabei gilt diese Identitit fiir fast alle y € (—L,L), da fast alle Punkte in (—L,L)
Lebesgue-Punkte von (@ ), sind. Da zum Einen nach insbesondere w; € C(R)
und daher auch G'(@.) € C(R) ist und zum Anderen 7 ein Polynom in v ist, ist die
rechte Seite f € C!([—L,L]), mit der (@), fast tiberall in (—L,L) iibereinstimmt.
Daher konnen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit

(wo)x = @0)e,_y € CH((-L,L))

annehmen, d.h. es gilt w; € C?([-L,L]).
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Wenn wir jetzt in (1.17) sogar ¢ € CP°((—L,L)) mit JC—LL ¢ dx = 0 wihlen und beach-
ten, dass (wr )y € C!'([—L, L]) ist, liefert eine partielle Integration

L
0= / [—(wp)xx + G (wp)] p dx.
L

Aufgrund der beliebigen Wahl von ¢ € C®((—L,L)) mit JELL ¢dx = 0 folgt mit
Lemma die Existenz einer Konstante A; € IR, sodass

—(wp)xx + G'(wr) = AL
in [—L, L] gilt, das der Identitat entspricht.
Ein Umstellen der Gleichung ergibt
(wr)xx = G'(wr) — AL (1.19)

in [-L,L]. Da G € C?(R) nach (G1) und w; € C?([—L,L]) sind, liegt die rechte Seite
von @ in C}([—L, L]), sodass (wr)xx € C}([—L,L]) und somit w; € C3([—L, L])
gilt. Eine Iteration der vorigen Argumentation liefert w; € C**1([—L, L]), falls G €
CK([~L,L]) mit k > 2 ist. Falls G das kanonische Potenzial (1.4) ist, welches in
C*®([—L, L]) liegt, folgt demnach w; € C*([—L, L]). Dies entspricht den Behauptun-

gen in

Um die Identitdten (1.16) zu erhalten, multiplizieren wir die Gleichung (1.15) mit
(wr)x und integrieren diese anschliefend von y bis x fiir beliebige x,y € [—L,L],
das

—~(wr)z(x) + %(wL)i(y) + G(wL(x)) — G(wr(y)) = ALwr(x) — ALwr(y)

bzw.

1

- E(wL)JZC(x) + G(wr(x)) — Apwr(x) = —%(WL)?C(V) + G(wr(y)) — ALwe(y) (1.20)

fir alle x,y € [—L, L] ergibt. Daher muss eine Konstante 6; € R mit

0= —3 (@ 3) + Glwn(y) — A (y)

fir alle y € [—L, L] existieren. Wenn wir dies in die Gleichung (1.20) einsetzen,
haben wir auch die letzte Identitét in [(ii)] hergeleitet.

(iii) Zunéchst ist wy (—L) = wi (L), da wy € Ay ist.

Ferner wahlen wir in (1.17) eine Testfunktion ¢ € C([—L,L]) € H'((—L,L)) mit
f_LL4>dx = 0und ¢(—L) = ¢(L) = 1. Da zumindest w; € C3>([—L,L]) gilt, kénnen
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wir wieder partiell integrieren und erhalten

L 3,
L -~ N
0 :_/L(WL)X‘PX + G/ (wr)¢p dx = [(ZULMP} . —_/L [ —(wp)xx + G (wy) | ¢ dx

L
= (@0)x(L)9(L) — (wi)x(~L)p(~L) A, [ pdx
—L

also (w;)+(L) = (wp)x(~L).

Schliefllich folgt auch w(L”)(—L) = w(L”)(L) fur allen € Nmit2 < n < k+1 fur
k aus |(1), indem wir die Identitat bzw. die Identitdten, die entstehen, indem
wir beide Seiten von oft genug differenzieren, sowie wy(—L) = wr (L) und
(wp)x(—L) = (wr)x(L) verwenden. O

Abschliefiend fiihren wir noch einige Notationen ein, die hauptsédchlich im folgen-
den Abschnitt sowie im zweiten Kapitel sehr niitzlich sind.

Notation 1.1.5.

a) Gelegentlich schreiben wir A < B, falls fiir jede Konstante ¢ > 0 ein £ > 0
existiert, sodass A < cB fiir alle L > £ oder im zweiten Kapitel ggf. fiir alle
I > £ gilt. Dabei ergibt sich im zweiten Kapitel aus dem jeweiligen Kontext,
welcher Fall zutrifft.

b) Die Notation A < B bedeutet, dass eine universelle Konstante C > 0 existiert, die
im Wesentlichen von G und hiufig auch von m € (—1,1) abhédngt, sodass A <
CB fiir hinreichend grofSe L und/oder [ gilt, wobei die Variable I wiederum erst
im zweiten Kapitel benutzt wird und dann aus dem jeweiligen Zusammenhang
folgt, welcher Fall zutrifft. Ferner kann sie

(i) in diesem Kapitel zusitzlich von der Wahl der Minimierer (wy)r~o (ab-
gesehen von Translationen wie in Bemerkung und ggf. von weiteren
in dem jeweiligen Resultat gegebenen Konstanten abhingig sein, wie z.B.
von € in Lemma [1.2.20, und

(ii) im zweiten Kapitel ebenfalls zusitzlich von weiteren in dem jeweiligen
Resultat vorkommenden Konstanten abhdngig sein. Dabei sind Abhén-
gigkeiten von den Konstanten C;, Cg, Cy oder Cy besonders zu beachten
und daher werden diese explizit erwdhnt, und zwar entweder wie in Satz
oder, wenn sie z.B. wie in Lemma m von Cp abhingt, durch die
Verwendung der Notation Sc,, .
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1.2 Approximation des Minimierers

In diesem Abschnitt gehen wir im Wesentlichen der (dem Minimierungsproblem
entsprechend angepassten) zweiten offenen Frage aus der Einleitung von die-
sem Kapitel nach. Kurz gesagt: Wie verhalten sich die Minimierer w; aus Definition
[1.1.2 zu gegebenem m € (—1,1) fiir L > 1?

Dazu tiberlegen wir uns zunédchst skizzenhaft, wie Funktionen u; € A; mit kleiner
Energie E; (1) in etwa aussehen. Bis jetzt kennen wir ndmlich nur 7y = m € A,
fur die Ep (iiy) = 2LG(m) mit G(m) > 0 nach (G2) gilt, d.h. Ej (ii;) wéchst linear in
L.

Im Folgenden konstruieren wir Funktionen u; € A, deren Energie fiir L >> 1 so-
gar gleichmiBig beschrénkt bleibt: Da Ep (1) klein sein soll, muss der Integrand
2(ur)2 + G(ur) in Ep(ur) im Mittel {iber das Intervall [—L, L] ziemlich klein sein.
Dabei wire 3(up)2 + G(uy) gleichmaBig minimal in [—L, L], wenn (u1)y = 0 und
G(up) = 0in [—L, L] gélte, das nach (G2) genau dann der Fall wire, wenn u; = —1
oder uy = 11in [—L, L] gilte. Dann wiirde u] aber sicherlich nicht der Mittelwertbe-
dingung f_LL updx = m € (—1,1) gentigen. Deshalb soll nur auf moglichst grofien
Teilintervallen u; ~ —1 bzw. u; ~ 1 gelten und ansonsten soll u Werte in etwa
zwischen —1 und 1 annehmen, da u] schliefllich stetig sein muss. Jedoch diirfen
diese Teilintervalle auch nicht zu grofs sein, da ansonsten der Summand %(u 1)2 im
Integranden von Ej (1) zwischen diesen zu groff wird. Somit muss hier ein Kom-
promiss gefunden werden.

Ferner tragt offenbar jeder Wechsel zwischen den Bereichen mit u; ~ —1und uy ~ 1
wegen der betragsmaflig grofieren Steigung und wegen G(t) > 0 in (—1,1) einen
nicht unerheblichen Teil zu der Energie Ej (u1) bei, sodass u; nur moglichst wenige
dieser Wechsel aufweisen soll. Jedoch muss auch die periodische Randbedingung
urp(—L) = up (L) erfiillt sein, sodass es sinnvoll erscheint, 1} so zu wihlen, dass sie
zwei solche Ubergiénge aufweist. Dabei wihlen wir u; z.B. so, dass

1) up ~ 1in der Ndhe der Rander und u; ~ —1 in der Mitte des Intervalls [—L, L]

gelte, wobei man die Grof3e dieser Bereiche fiir L > 1 so variieren muss, dass u die
Mittelwert-Bedingung erfiillt. Ferner nehmen wir an, dass

2) (up)x <0in [—-L,0] und (u1)y > 01in [0, L] gelten und dass

3) uj gerade ist.

Um jetzt eine Idee fiir eine prézisere Darstellung von u}, zu erhalten, verwenden wir
die bekannte Modica-Mortola-Rechnung;:
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L L

Br(u) = [ 23+ 3 26(m)dx > [ u)dy26w)dx (121
—L —L
0 L
= /—(uL)x,/zG(uL)dH/(uL)x,/zG(uL)dx
—L 0

uy (0) up (L)
7 —\/2G(t)dt + L/ J2G(t) dt (1.22)
up(=L) ur(0)
up (L)
—2 L/ J2G(1) dtflw)z/l\/ZG(t) dt,
ur(0) —1

wobei wir in (1.21) die Ungleichung ab < }(a® 4+ b?) mit a = |(u)x| und b =
v/2G(ur) und in (1.22) die Substitution t = u; verwendet haben. Zudem besteht in
(1.21) genau dann Gleichheit, wenn

(ur)x = —1/2G(ur) in[—L,0]  und  (up)y = /2G(uy) in[0,L] (1.23)

gelten. Daher bietet es sich an, kurz die gewohnliche Differentialgleichung v, =
2G(v) in R mit z.B. v(0) = 0 zu untersuchen.

Lemma 1.2.1.
Das Anfangswertproblem

vy = /2G(v) inR, (1.24)
v(0) =0,
besitzt eine eindeutig bestimmte Losung v mit folgenden Charakteristika:
(i) Es ist mindestens v € CKt1(R), falls G|(_1 ) € Ck((—1,1)) fiir ein k > 2 ist, und
v ist ungerade.
(i) Es gelten vy > 0in R, |v| < 1in R und 1_1>1j12 v(x) = 1.
X o

(iii) Seien cy, Cy € (0,00) die Konstanten aus den Voraussetzungen [1.0.1, Dann gelten
die Abschitzungen

| tanh(y/2cpx)| < |v(x)| < |tanh(1/2Cyx)] (1.25)
fiir alle x € R.

Bemerkung 1.2.2.

a) Die Funktion v aus Lemma |1.2.1) wird in der Literatur regelmafSig als der kink
(dt.: ,Knick”) bezeichnet.

b) Offenbar sind Translationen des Kinks, also v(- — y) fiir ein festes y € R, auch
Losungen der Differentialgleichung wy = 1/2G(w) in R.
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Beweis von Lemma [1.2.1]

Da insbesondere G € C([—1,1]) nach (G1) gilt, folgt zusammen mit (G2), dass v2G
lokal Lipschitz-stetig in (—1, 1) ist, sodass es nach dem Satz von Picard-Lindelof eine
eindeutig bestimmte Losung v € C'(R) von gibt. Ferner folgen alle weiteren
Eigenschaften in |(1)] und [(ii)| unmittelbar aus der Gestalt des Anfangswertproblems
@p, den jeweiligen Regularitdtsvoraussetzungen fiir G|(_; ;) und den Annahmen

G1) und (G2).
(iii) Aufgrund der Identitat gilt

J2G(t) = +/2H(t) (1 - t2>

fir alle t € [—1,1], sodass wir mit die Abschédtzungen

V2cH (1 - t2) < 1/2G(t) < /2Cx (1 - t2>

fiir alle t € [—1,1] und in Kombination mit (1.24) und der Ungleichung |v| < 1in R

daher
2k (1 _ vz) < v, < /2Cx (1 - 02) (1.26)

in R erhalten. Dabei ist fiir jedes C > 0 die eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems

uy=C(1-u?) inR,
u(0) =0,

durch u : R — R, u(x) := tanh(Cx) gegeben, das zusammen mit (1.26) die Ab-

schatzungen (1.25) impliziert. g

Beispiel 1.2.3. (kink bei kanonischer Wahl von G)
Falls G das kanonische Potenzial (1.4) ist, vereinfacht sich das Anfangswertproblem
(1.24) zu

Vy = \/LE (1-7*) inR,

v(0) = 0.

In diesem Fall ist der kink durch v(x) := tanh (% fir x € R gegeben. Dabei ist
v € C*(R); dies folgt unmittelbar daraus, dass G‘(_l ) € C*((—1,1)) gilt, und aus

Lemma o

Nun kommen wir zu den Funktionen u; € A; aus der Einleitung dieses Ab-
schnitts zurtick: Dabei haben wir mit den Annahmen 1) und 2) die Modica-Mortola-
Rech-nung in und durchgefiihrt und dabei erkannt, dass die Energie
Ep(ur) in dieser Abschiatzung genau dann die ,konstante, von L unabhéingige” un-
tere Schranke annimmt, wenn wir fordern, dass u; das Gleichungssystem in (1.23)
16st. Aufgrund der Annahmen 1), 2) und 3) muss u; dariiber hinaus etwa in £¢p
fur {; € (0,L) Nullstellen besitzen, sodass u; durch diese Nullstellen und durch
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das Gleichungssystem (1.23) mit einer dhnlichen Begriindung wie im Beweis der
Existenz und Eindeutigkeit des kinks v in Lemma eindeutig bestimmt ist und
durch

(x) = —v(x+¢p), fallsx € [-L,0),
S v(x—¢p), fallsx € [0,L],

gegeben ist. Zwar gilt dann u € H'((—L,L)) und u(—L) = u(L). Jedoch ist noch
unklar, ob {1 € (0, L) auch so gewahlt werden kann, dass die Mittelwertbedingung
f_LL ur, dx = m erfiillt ist. Bevor wir uns dieser Frage widmen, fithren wir die folgen-
de Klasse von Funktionen ein, der insbesondere u; angehort.

Definition 1.2.4.
Sei v der kink aus Lemma|1.2.1| Dann definieren wir die Funktion vy , : [—L, L] — R durch

o) = —v(x+2z), fallsx e [-L,0), (1.27)
AR v(x—z), fallsx €]0,L], '

fiir ein festes z € R.

Aus dieser Funktionenklasse konnen wir jetzt ein nicht-triviales Element in .4} kon-
struieren. Zur erleichterten Formulierung des zugehorigen Lemmas sowie einiger
weiterer Resultate fiihren wir vorab die ,Landau-Symbole” ein.

Notation 1.2.5. (Landau-Symbole)
Seien a € RU{—o0,00}, U = U(a) C RU {—o00,00} eine nicht-leere Umgebung von
aund f,g: U — R Funktionen mit ¢ # 0 in U \ {a}. Dann schreiben wir

(i) f=o(g) fury — g, falls ;IH}Z

(i) f = O(g) fur y — a, falls lim sup ‘f(—‘ < oo gilt.

Yy—a

%’ = 0 gilt, und

Dabei rechnen wir meistens direkt mit den Ausdriicken, wie o(g) bzw. O(g) fiir
y — a, das dann bedeutet, dass es sich dabei um eine Funktion f handelt, die sich
wie in [(i)] bzw. [(if)] verhilt. (Als Beispiel dient die Gleichung (1.28).)

Auflerdem kommt es gelegentlich vor, dass wir in (Un-)Gleichungsketten z.B. stets
0(g) verwenden, auch wenn sich dahinter ggf. von Zeile zu Zeile eine andere

Funktion verbirgt, die sich aber fiir y — a alle wie in |(i)| verhalten.

Ferner lassen wir ab jetzt den Teil y — a genau dann weg, falls y = L und a4 = oo ist.
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Lemma 1.2.6.

Seim € (—1,1) gegeben. Dann existiert ein Ly = Lo(G, m) > 0, sodass es fiir jedes L > Lg
ein eindeutiges z;, = z1, (G, m) € (0, L) mit vy := vy 5, € Ay gibt, wobei die Funktion vy ,
fiir ein beliebiges z € R in Definition eingefiihrt wurde. Dabei gilt

= %(1 —m)L +o(1). (128)
Falls G das kanonische Potenzial ist, ist
cosh (L) —exp (Lm
z1 = V/2 artanh <ﬁ) (ﬁ ) (1.29)

sinh (%)

fiir alle L > L.

Bemerkung 1.2.7.
Die Funktion vy, ist fiir kein L > io ein Minimierer von (1.10), da der Minimierer wr,
nach Lemma mindestens in C3([—L, L]) liegt, wahrend vy nur H!((—L,L))
angehort. Denn vy ist in x = 0 fiir kein L > L, differenzierbar.

Beweis von Lemma

SeiL > 0und ur : R — R, ur(z) := f_LL vr- dx, welche wohldefiniert ist, da
vr,. € HY((—L,L)) fiir alle z € R gilt. Aus der Definition von vy , und daraus, dass
der kink v nach Lemma insbesondere stetig, streng monoton wachsend und
ungerade in R ist, folgt, dass

L >0, fallsz<35,
nr(z) = fUL,z dx< =0, fallsz = %,
—L <0, fallsz > %,

gilt und dass yu; streng monoton fallend und stetig ist. Dariiber hinaus konnen wir

wegen Lemma mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgern, dass

1 (z) —— F1 gilt. Da ferner m € (—1,1) ist, folgt mit dem Zwischenwertsatz
Z—r o0

und der strengen Monotonie von i, dass ein eindeutiges z; = z; (G, m) € R mit

L
m = ]/IL(ZL) = fULrZL dx
—L

existiert. In Kombination mit vy, := vy ,, € H'((—L,L)) und v;(—L) = v (L) erhal-
ten wir somit v; € Aj.

2

Seinun a > 0 und Gu(t) := % (1— t2)2 fur t € R, welche offenbar (G1) bis (G3)
erfillt. Der zugehorige kink ist dann durch v, (x) := tanh(ax) fiir x € R gegeben.
Ferner sei pr, : R = R, ppy(z) := f_LL(va)L,Z dx, wobei (v,)r, analog zu vy , in
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Definition definiert sei. Nach der vorigen Uberlegung existiert auch hier ein
eindeutiges z , € R mit yp ,(z1,) = m. Des Weiteren folgern wir aus (1.25), dass

. L
:”L,\/ﬂ(z) <pr(z) < yL,m(Z) fir z < 5

und

upacg(z) S u(z) <pp e (z)  firz >
gilt, sodass wir
min{z; sz et <z <max{zy 7 e ) (1.30)

erhalten. Um jetzt (1.28) fiir z; zu beweisen, gentigt es daher, dies fiir z; , fiir ein
beliebiges & > 0 zu zeigen. Dazu betrachten wir

L 0 L
m= j[(va)L,zL/“ dx = % (/ —tanh(a(x 4z 4)) dx + /tanh((x(x —ZLa)) dx)
L —L 0
, a(L—zp4) a(L—zp )
= 5,1 / tanh(y) dy + / tanh(y) dy (1.31)
—QZ[ —QZ[
1 a(L—zp4) . a(L—zLq) h( )
_ 1 _ 1 sinh(y
~al / tanh(y) dy aL / cosh(y) d
—0Z] —OZ[
cosh(a(L—zr4))
1 1 1 cosh(a(L—zr,q))
"ol / s ds = aL [ln(s)] cosh(azy 4) (1.32)
cosh(azy 4)
_ iln cosh(a(L —z14))
~al cosh(azr 4) ’

wobei wir in fuir das erste Integral die Substitution y = —a(x 4z ,) bzw. fiir
das zweite Integral die Substitution y = a(x — zr,) und in die Substitution
s = cosh(y) verwendet haben. Dann konnen wir die Gleichung unter Benutzung
der Additionstheoreme fiir cosh wie folgt umformen:

1 <cosh(zx(L —z,w))>

e cosh(azy 4)

xL
& exp(aLm) = cosh(aL) — sinh(aL)tanh(azy )
cosh(aL) — exp(aLm)
sinh(aL)
cosh(aL) — exp(aLm)
sinh(aL) ) '

& tanh(azp,) =

1
& ZLa = Eartanh < (1.33)

Wenn wir jetzt & = % widhlen, ist G, das kanonische Potenzial 1) und (1.33
entspricht dann der zu zeigenden Gleichung (1.29).
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Jedenfalls untersuchen wir anschliefSend fiir ein x > 0 den Term

_ pmx 1 /,x —X\ __ ,mx
artanh (cosh(x) ¢ ) :artanh(z(e +e) )e )

sinh(x) % (ex — X
1 —2x _ pp(m-1)x
= artanh ( te T e—zex
14e 2 —2e(m—1)x
1l R s
1 1+372x_23(m71)x
1—e2x
_1 (2= 2e(m—1)x 1—e 2 (1.34)
1 — 2% De—2x 4 Dp(m—1)x

1
= 3In onDx  _p=2x 1 gm-D)x
1
= E(l —m)x + R(x),
wobei
1 e(m—1)x (1 _ e(m—l)x)
R(x) = Sln T g —0

(. J

— 1, dame(-1,1)
X—00

gilt. Dann ergibt sich

2. = L <1(1 —m)al + R(/xL)) _ L —m) 1),

7 ([T33),[@34) « \2 2
Damit haben wir fur zp , fur ein beliebiges « > 0 nachgewiesen, sodass dies
aufgrund von ebenfalls fiir z; bewiesen ist. Insbesondere ergibt sich daraus
wegen m € (—1,1), dass ein Ly = Lo(G, m) > 0 existiert, sodass z; € (0, L) fiir alle
L > L gilt. O

Somit haben wir eine nicht-triviale Funktion in .4} gefunden. Jedoch steht noch der
Nachweis dessen aus, dass die Energie von vy tatsdchlich fiir L > 1 gleichmafig
beschréankt bleibt, das unser urspriingliches Ziel war. Dabei werden wir sogar fest-
stellen, dass Ej (v ) beliebig nahe an die Energie des Minimierers w; aus Definition
fur L > 1 kommt, obwohl v nach Bemerkung kein Minimierer von
ist. Dies zeigen wir in Korollar Im Wesentlichen wird darin nur die Idee der
Modica-Mortola-Rechnung und prézisiert.

Als Basis dafiir sowie fiir die meisten anderen nachfolgenden Ergebnisse benotigen
wir zundchst das anschlieSende
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Lemma 1.2.8.
Sei m € (—1,1). Fiir die zugehorigen Minimierer wy, aus Definition (1.1.2|existieren
My := max wy und mp = min wy,
[—L/L] [~LL]
und fiir diese gelten
Mp =1+0(1) und mp = —14o0(1). (1.35)
Beweis

Die Existenzen von M| und mj ergeben sich unmittelbar aus der Stetigkeit von wy,
und der Kompaktheit des Intervalls [—L, L].

Bevor wir die Identitdten in zeigen, machen wir die folgende Beobachtung: Es
gibt eine Konstante C > 0 und ein Ly > 0 mit E;(wy) < C fiir alle L > Ly; denn
nach Lemma existiert ein Ly := Lo > 0, sodass es fiir alle L > Ly die Funktion
vr € Ap gibt, fir die dann aufgrund der Minimierungseigenschaft von w; offenbar
Ep(wp) < Ep(vyp) fir alle L > Ly gilt. Aulerdem erfiillt v; per Konstruktion die
Differentialgleichungen

(01)x = —+/2G(vy), fallsx € [—L,0),
YT 2Cn),  falls x € [0, 1,

infolgedessen die Modica-Mortola-Rechnung fiir v} analog zu (1.21) und (1.22) die

Gleichung
or(L)
Er(vy) =2 / J2G(1) dt (1.36)
v1.(0)

fiir alle L > Ly liefert. Dabei folgt aus der Definition von v; und Lemma
dass |vr| < 1in [—L, L] gilt, sodass wir insgesamt

v(L) 1
< =: .
Ep(wr) _2(4 \J2G(t) dt (52)2/1,/2G(t)dt C < oo (1.37)
. E

fiir alle L > Ly schliefsen.

Jetzt widmen wir uns den Behauptungen in (1.35). Zuerst zeigen wir, dass Mj >
1+0(1) und m;, < —1+4o0(1) gelten. Dazu nehmen wir z.B. an, dass M > 1+
0(1) nicht gelte, d.h. es existiert ein § € (0,1) und eine Folge (L,),en € R~ mit
lim L, = oo, sodass 1 — Mp > 0 fiir alle n € IN gilt. Dabei sei ohne Einschrankung

n—oo
der Allgemeinheit 6 < 1 — |m|. Jetzt definieren wir

BV = {x € [-L L] | wi(x) € [ —1,1— 5]}

sowie
B = {xe[-L L) | w(x) <5—1}
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fiir L > 0. Aufgrund der Annahme bzgl. der Folge (L,),cn ist
(L, L) = BV 0B (1.38)

fir alle n € IN. Ferner finden wir ein ny € N, sodass L, > Lo und daher die
Abschitzung

C > E; (wy
[1.37) Ln (wL” )
1 2
= > (wr,) +6 (wg,) dr+ / > (wr,) +6 (wr,) dx
B, By,
> G(1-6) dx=£(13§>) .G(1-0)
(91),(92),(93) <, T
BL, (G2)

fir alle n > ng gilt, wobei £ das Lebesgue-Maf$ auf R bezeichne. Somit muss
[,< £)> bzgl. n € IN gleichmiflig beschrankt sein, sodass £< (L)> dementspre-
chend bzgl. n € IN unbeschrankt sein muss. Dies liefert

rdy<d—140(1) firn — oo,

no
—L,
sodass wir wegen 6 —1 < —|m| < m (siche Annahme bzgl. §) einen Widerspruch

dazu erhalten, dass f_LL wpdx = m fur alle L > 0 gilt Daher war die Annahme
falsch, d.h. es gilt My > 1+ 0(1). Analog zeigt man m; < —1+o(1).

Um nun sogar jeweils Gleichheit zu erhalten, wenden wir erneut die Modica-Mortola-
Rechnung analog zu (1.21) und (1.22) an: Dazu diirfen wir nach Bemerkung
ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass wy (L) = M fiir alle L > 0

gilt. Zudem sei xémin) € (—L,L) mit wy (xémi”)> = my fiir alle L > 0, sodass

x(min)

L
1 1
z/ 26()dt = Fulwn) = /E(wL)§+G(wL)dx+ / S(w0)3 + Glewr) dx
—L x(Lmin)
x(min)
> / (wr)xy/2G (wy dx~|—/ wp)ry/2G(wr)dx  (1.39)
7L mm

— 2/ J2G(1) dt

fir alle L > L folgt, wobei wir in (1.39) keine Aussagen bzgl. des Vorzeichens von
(wr)x benotigt haben. In Kombination mit (G2), My > 1+0(1) und mp < —1+0(1)
schlieBen wir dann, dass My =1+ o0(1) und m; = —1+ o(1) gelten miissen. O
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Damit konnen wir jetzt leicht eine Aussage dariiber treffen, wie sich die minimale
Energie verhilt und wie nahe die Energie der Funktion vy aus Lemma an diese
fir L > 1 kommt.

Korollar 1.2.9. (Energie des Minimierers und von vy)

Sei m € (—1,1). Dazu seien zum Einen das Lo > 0 sowie die Funktion vp € Ap fiir
L > Lo aus Lemma und zum Anderen der zugehorige Minimierer wy aus Definition
fiir L > Lo gegeben. Dann gelten

1
inf Ep () = Ep(wp) :2/ J2G() dt +o(1) (1.40)
e}

ueAp
und
Er(wr) = Er(vr) +o(1). (1.41)
Beweis
Fiir alle L > L gilt
1 vr(L)
2/,/2tht>2/ 2G(Hdt = E > E
(t) (t) ) L(or) > Ep(wr)
—]. ZJL(O) (1 42)
M; )
> 2 [ 4/2G(t)dt,
iy

das in Kombination mit (1.35) und der Stetigkeit von G die Behauptungen impli-
ziert. [

Dartiber hinaus haben wir in Lemma bewiesen, dass es Konstanten Ay, 6y
€ R gibt, sodass der Minimierer w;, die Euler-Lagrange-Gleichung

—(wp)xx + G'(wr) = AL

und die daraus resultierende Gleichung

1
—E(ZUL)JZC + G(ZUL) = Arwr + 01,

in [—L, L] erfullt. Aufgrund von Lemma konnen wir etwas tiber die Grofie der
beiden Konstanten A; und 60y fiir L > 1 aussagen.

Korollar 1.2.10.
Seim € (—1,1). Zudem seien die zugehorigen Minimierer wy aus Definition |1.1.2) und
die Konstanten Ar,0; € R aus Lemma gegeben. Dann gelten Ay = o(1) und
QL = 0(1).
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Beweis .
Zu Beginn wéhlen wir zu jedem L > 0 zwei Punkte xgmax), x(me) € [—L,L] mit

(max)\ . (min)\ . -
wy (xL > = [IE13>L<] wy = Mp und wp (xL ) = [72112} wyp = my. (1.43)

(max) _(min)

Anschliefiend setzen wir in die Identitdt (1.16) den Punkt y € {xL X } ein
und erhalten

0 = — 2 (w1)2(y) + G(wp (y)) — ALwor (y)

2
=G(wr(y)) — Arwr(y) (1.44)
[G(M) =AMy, fallsy = X,

G(mp) —Apmp, fallsy = xgmm),

wobei wir in (1.44) benutzt haben, dass y eine Extremstelle von wy, ist, sodass auf-
grund von Lemma die Identitdt (wy)x(y) = 0 gilt. Dann ergibt sich

G(Mp) — ALMy = 81 = G(my) — Apmy. (1.45)
Ferner folgt aus (1.35), (G2) und der Stetigkeit von G, dass
My —mp =2+0(1), G(Mr)=o0(1) und G(mp)=o0(1) (1.46)
gelten, das somit
G(Mp) — G(myp)

AL = =o0(1 1.47
L (T-45) M; —my (1) ( )

impliziert.
Zudem erhalten wir

9L = G(m )—)\

m = o(1
e IR v Y Yir (1.48)

0

In Kombination mit Lemma konnen wir bei erneuter Anwendung der Modica-
Mortola-Rechnung folgern, wie viele Nullstellen der Minimierer wy, fiir L >> 1 be-
sitzen muss.

Lemma 1.2.11. (Nullstellen des Minimierers)
Seien m € (—1,1) und die zugehorigen Minimierer wy aus Definition |1.1.2|gegeben. Dann

existiert ein Ly > 0, sodass wy, genau zwei Nullstellen in [—L, L) fiir alle L > L, besitzt.

Bemerkung 1.2.12.
In Lemma |(1.2.11| wird die Aussage bewusst auf das Intervall [—L, L) fiir alle L > L
bezogen; denn es ist moglich, dass eine der beiden Nullstellen in —L und die andere
in (—L,L) fir ein L > fl liegt, sodass w aufgrund der periodischen Randbedin-
gung ebenfalls in L eine Nullstelle besitzt. Dann hat w;, insgesamt also drei Nullstel-
len in [—L, L]. Dieses Phanomen kénnen wir durch die obige Einschrankung jedoch
vermeiden.
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Beweis von Lemma [L.2.11]

Zunichst ergibt sich unmittelbar aus der periodischen Randbedingung w; (—L) =
wr (L) und , dass ein Ly > 0 existiert, sodass w; mindestens zwei Nullstellen
in [-L,L) fir alle L > Ly besitzt.

Zudem beobachten wir, dass wir fiir jede Nullstelle x; € [—L,L) und jedes L > L
durch Einsetzen von xr, in die Gleichung (1.16)

— 5 (w03 (x1) + G(0) = 6y

erhalten. Da 6, = 0(1) nach Korollar|1.2.10|und G(0) > 0 wegen (G2) gelten, finden
wir ein Ly > Lj, sodass

(wL)x(xL) 75 0 (149)

tir alle Nullstellen x;, von wy und alle L > L; gilt.

Nun nehmen wir an, dass eine Folge (L)nen C R>7, mit li_r}n L, = oo existiert,
- n o0

sodass w; mindestens drei Nullstellen in [—L;, L,) fir alle n € IN besitzt. Wegen

(1.49), wi(—L) = wr(L) und (wr)x(—L) = (wr)x(L) fur alle L > 0 nach Lemma

1.1.3 muss w; sogar mindestens vier Nullstellen in [—L,, L), etwa g, <dp <

e;, < fi,, fir alle n € N besitzen. Ohne Einschridnkung der Allgemeinheit gelte

dabei

(wg, )x(cg, ), (wy, )x(e;, ) >0  und (wr,)x(dg, ), (wg, )x(f7,) <O

fur alle n € IN. Da fiir alle L > 0 die 2L-periodische Fortsetzung @; von w; aus
Bemerkung mindestens in C3(R) liegt, existieren nach dem Mittelwertsatz
somit Extrempunkte ¢; € (cin,din), di € (din,ein), &, € (ein,fin) und f; €
[—Lu, La] \ [cz,, f1, ], wobei ohne Einschrankung der Allgemeinheit f; € (f; , L]
gelte, mit (wy )x(x) = 0 fiir x € {¢ ,d; ,&; ,f; } und

wy, (¢r,), wr, (€7,) >0 und wy (dr ), wr, (fz,) <0 (1.50)

fiir alle n € IN.

Dabei stellen wir fest, dass sich fiir jeden kritischen Punkt y; € [—L,L] von w;, der
also (wr)x(yr) = 0 erfiillt, und jedes L > 0 durch Einsetzen von y; in die Gleichung
(1.16)

G(wr(yr)) = Arwr(yr) + 6L

ergibt. Da

lwr(yr)| < max{|ML|, [m|} 1+0(1)

sowie A; = 0(1) und 6; = 0(1) nach Korollar [1.2.10] gelten, folgt G(wy(y1)) = o(1)
und wegen (G2) somit
[we(yL)| =1+0(1) (1.51)

gleichmaflig fiir alle kritischen Punkte y; von wy.
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Zusammen mit (1.50) schliefSen wir daher
wi (¢7,) =1+0(1) firn —oc0 und wp (& )=1+0(1) fiirn— oo
sowie

wg, (dp,) =—1+0(1) firn— oo und win(fin):—l—l—o(l) fiir n — oo,

sodass wir mit dhnlichen Abschitzungen wie in der Modica-Mortola-Rechnung

(1.21) und (1.22) die Ungleichungskette

Ep, (wr,)
Jinl e, fia
> /E(wi )2+ G(w; )dx + / “(w; )2+ G(wy )dx+/—(w,: )2+ G(w; )dx
Ly dp, %Ly
~Ln °r, an
> [ —(wg,)x/26(w,) dx + [ (w1, )y/2G(wr, ) dx + [ —(w,)ay/2G(wp,) dx
€Ly d, %L
wg, (¢1,,) wr, (8z,) wr,, (e1,)
_ / 2G(t) dt + / J2G () d + / \J2G(t) dt
wr,, (dz,,) wr,, (dz,,) wr,, (fr,,)

fiir n — oo erhalten, die aber (1.40) widerspricht, da G > 0in (—1,1) wegen (G2)
gilt. Daher war die Annahme falsch, d.h. es existiert ein L1 > L;, sodass w; genau
zwei Nullstellen fiir alle L > L, besitzt. [l

Die bisherigen Ergebnisse ermdglichen nun einige Annahmen.

Voraussetzungen 1.2.13. (Annahmen und Bezeichnungen, Teil 1)
Seim € (—1,1). Zudem seien die zugehorigen Minimierer wy aus Definition|1.1.2|sowie die
zugehorigen Konstanten Loy > 0 aus Lemma und Ly > 0 aus Lemma Iﬂl gegeben.
Dann treffen wir folgende Annahmen bzw. fiihren folgende Bezeichnungen ein:

(i) Fiir L > Ly besitzt w; nach Lemma genau zwei Nullstellen in [—L, L). Dabei
konnen wir aufgrund von Bemerkung ohne Einschrinkung der Allgemeinheit
annehmen, dass es zum Einen ein x; € (0,L) gibt, sodass x; und —xy gerade die
Nullstellen von wy in [—L, L] sind. Zum Anderen gelte wy(—L) = w (L) > 0.
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(ii) Sei Ly > max{fo,fl} so grofs, dass
(wr)x(—x1) <0 und (wr)x(xg) >0 (1.52)

fiir alle L > T, gilt, das nach mdoglich ist, und dass dariiber hinaus
35
vl € (33) (159

fiir alle kritischen Punkte y; € [—L, L] von wy, fiir alle L > Ly gilt, das nach
moglich ist.

Auflerdem existiert die Funktion vy € Ap aus Lemma fiir alle L > Ly.

Unter diesen Annahmen betrachten wir jetzt fiir eine Weile die Funktion vy ., (statt
wie bisher v; aus Lemma fir L > 1, wobei wir erneut die Definition [1.2.4]
mit z = xr aus den Voraussetzungen verwenden. Per Konstruktion besitzt
diese Funktion genau dieselben Nullstellen wie der Minimierer w; und weist noch
einige weitere Ahnlichkeiten zu ihm auf, jedoch gehort vy, nicht der Menge A
an, da sie die Mittelwertbedingung nicht erfiillt.

Dennoch konnen wir zeigen, dass sie beliebig nahe an den Minimierer w; hinsicht-
lich der C!([—L, L])-Norm fiir L > 1 kommt. Diese Erkenntnis entspricht dem ers-
ten Hauptresultat dieses Kapitels. Spater zeigen wir dies dann auch fiir vy, aber
unter starkeren Voraussetzungen.

Satz 1.2.14.

Sei m € (—1,1). Zudem seien die zugehorigen Minimierer wy aus Definition die
Voraussetzungen | und die Funktion vy, ,, unter Verwendung der Definition mit
z = xt fiir L > Ly gegeben. Dann gilt

lwr = oL, | cv(-r,)) = 0(1), (1.54)

wobei wir (v x, )x(0) := 0 fiir alle L > L, definieren.

Niitzlich fiir den Beweis dieses Satzes sind Kenntnisse iiber die Symmetrie des Mi-
nimierers wy. Insbesondere sind dabei folgende Punkte von Interesse.
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Definition 1.2.15.
Seim € (—1,1). Zudem seien die zugehorigen Minimierer wy, aus Definition |1.1.2} ihre
2L-periodischen Fortsetzungen @y aus Bemerkung und die Voraussetzungen (1.2.13
gegeben. Dann definieren wir

ar (£xp + 2kL) := max{x € (—oo, +x; + 2kL) | (WL )x(x) =0}

sowie
by (+xp + 2kL) := min{x € (£xp + 2kL,0) | (WL )x(x) =0}

fiir k € Z und fiir alle L > L.

Bemerkung 1.2.16.
a) Die Wohldefiniertheit der Punkte ay (£xy + 2kL) und by (f£xp + 2kL) fiir ein k €
Zund L > L, ergibt sich zum Einen daraus, dass die 2L-periodische Fortsetzung
Wy von wy genau in £x; +2mL, m € Z, Nullstellen besitzt und mindestens
in C3(R) liegt, sodass der Mittelwertsatz die Existenz eines kritischen Punktes
von @y, zwischen je zwei aufeinander folgenden Nullstellen impliziert, und zum

Anderen aus ((1.52).

b) Sei eine Nullstelle ¢; := +x; + 2kL von @y, fiir ein k € Z und L > L> gegeben.
Dann entspricht ay (cr) bzw. by (cy) dem bzgl. c; nachstkleineren bzw. nichst-
groBleren kritischen Punkt von .

¢) Seien c;,d; € R zwei benachbarte Nullstellen von @w; mit c; < dj fiir ein L > s,
dann gilt

cr < bL(CL) < lZL(dL) <d.

Im folgenden Lemma sammeln wir nun einige Symmetrie-Eigenschaften des Mini-
mierers wy..

Lemma 1.2.17. (Symmetrie der Minimierer)
Seim € (—1,1). Zudem seien die zugehorigen Minimierer wy aus Definition (1.1.2} ihre
2L-periodischen Fortsetzungen Wy, aus Bemerkung und die Voraussetzungen [1.2.13
gegeben. Dann existiert ein Lz > 0, sodass Folgendes fiir alle L > L3 gilt:

(i) Die Funktion @wy ist bzgl. der vertikalen Achse durch d; € {—L,0} symmetrisch, d.h.
es gilt
@L(x—i—dL) :@L(—x—i—dL) (1.55)

fiir alle x € R.
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(ii) Unter Verwendung der Bezeichnungen aus Definition gelten die Identititen
ap(—xp) = —L, bp(—xp) =ap(x) =0 und bp(xr) =L (1.56)
sowie die Ungleichungen
(wr)x <0 in(—L,0) und (wr)x >0 in (0,L). (1.57)
(iii) Unter Verwendung der Bezeichnungen my, My aus Lemma gelten

wr(0) =mp > —1 und wr(—L) =M < 1. (1.58)

Beweis
(i), (ii) Zunédchst beobachten wir, dass es fiir den Nachweis von (1.55) aufgrund der
2L-Periodizitdt von @ geniigt, die Identitat firdp = —L und x € [xp —
2L, —xg] bzw. fir df = 0 und x € [—xp, x| fir alle L > L5 mit einem noch zu
bestimmenden L3 > 0 zu zeigen, wobei wir uns hier nur auf den letzteren Fall
beschridnken. Insbesondere zeigen wir dabei, dass by (—x1) = ar(xy) = 0 sowie
(wp)x < 0in (—x1,0) und (wy )y > 0in (0, x7) fiir alle L > L3 gelten. Der Nachweis
der tibrigen Identitdten in und der tibrigen Ungleichungen in verlduft
dann analog.

Dazusei L > Ly := fz (fz aus den Voraussetzungen|1.2.13 . Dann schliefsen wir
aus (1.16) und (1.44), dass

(ZUL)i = ZG(ZUL) — ZG(mL) — ZAL(ZUL — mL) (1.59)

in [—xr, x1] gilt, und, da wegen (1.52) und der Definition von by (—x) und a(xy) die
Ungleichungen (wp )y < 0in [—xp,br(—x1)) und (wr)x > 0in (ap(xr), x1] gelten,
folgt somit

(w1)x = —V2 \/G(wy) — Gmy) — A (wy —my) (1.60)

in [—XL, bL(—xL)] bzw.

(ZUL)x = \/i \/G(ZUL) — G(TTZL) — )LL(ZUL — mL) (1.61)

in [ap(xp),x.] fur alle L > Lo. Zusammen mit (wp),(y) = 0 fiir y € {bp(—xr),
ar(xp)} ergibt sich daher fiir die C2-Funktion

gL R—=R,  gr(t) :=G(t) — G(mr) — At —my), (1.62)
dass einerseits
gr(wr(bp(—x1))) =0 und gr(t) >0 fiur te (wp(br(—x1)),0] (1.63)
und andererseits

gr(wr(ar(xr))) =0 und gr(t) >0 fir t e (wr(aL(xy)), 0]
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gilt, sodass wir

o= wn (b () = o (v) € (—Z —Z) (1.64)

schlieflen. Anschlieffend definieren wir
ZT)L : [—XL, —aL(xL)] — lR, ZT)L(X) = ZUL(—X),

welche dann der Gleichung

(wL)x —\/E \/G(ZZJL) - G(mL) - )\L(ZT)L - mL) = —\/E \/gL(ZTJL)
in [—xp, —ar(xp)] mit @ (—xp) = 0 genitigt. In (1.60) haben wir hergeleitet, dass wy,
die gleiche Differentialgleichung in [—xp, by (—xp )] mit wy (—xp) = 0 erfiillt. Zudem
ist \/gL in (172,0] lokal Lipschitz-stetig wegen (1.63) und g € C?(RR), sodass mit
dem Satz von Picard-Lindelof folgt, dass

wr(x) = @p(x) = wp(—x) (1.65)

firalle x € [—xp, min{by(—x1), —ar(x.)}] gilt. In Kombination mit wy, (b (—x1)) =
wr(ap(xr)) = @r(—ap(xr)) und der strengen Monotonie von wy, in [—xr, by (—x1)]
und [ar(x), x|, das insbesondere die strenge Monotonie von @y in [—x, —ar(xL)]
impliziert, ergibt sich daher by (—x) = —ap(xz) und daraus wiederum

bL(—xL) S 0 S aL(xL) und |(—XL) — bL(—xL)| = |.')CL — IZL(XL)| (1.66)

fur alle L > Ly. Daher bleibt zu zeigen, dass ein L1 > L existiert, sodass by (—x1) =
0 = ap(xy) fur alle L > L; gilt; denn dann erhalten wir insbesondere fir
dp =0und x € [—x, x| aus sowie die Ungleichungen (wr ),y < 0in (—xr,0)
und (wr )y > 0in (0,x1) aufgrund der Definition von by (—xr) und ay(xp) fur alle
L>L.

Um dies zu beweisen, betrachten wir die Funktion gy fiir L > 1 ndher: Sei K > %
beliebig, aber fest. Dann wissen wir einerseits, dass g; in #, € ( —2, —%) C (—K,0)
nach und eine Nullstelle fiir alle L > Lg besitzt. Andererseits folgern

wir mit Lemma Korollar(1.2.10| und (G2), dass

max G (me) + As(t =)} = o(1)

gilt, sodass wir zusammen mit der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von G,
(G2) und (G3) ein hinreichend grofies L; > Ly wihlen konnen, sodass

t = gu(t) = G(t) — (Glme) +Au(t —my))

hochstens zwei Nullstellen in (—K,0), etwa in ¢, e; € (—K,0) mit ¢ < ¢, fiir alle
L > L, besitzt, sodass

gr >0 in[—K,cp)U(er,0] und gL <0 in(cp,er), (1.67)



1.2 Approximation des Minimierers 31

cg = —1+0(1) und e, = —1+ 0(1) sowie G"(c) > 0 und G”(er) > O fiir alle
L > L; gelten. Dabei implizieren und (1.64), dass e, = #p fur alle L > L;
ist. Jedoch ist c; = e; = 5 nicht moglich; denn ansonsten ist #7;, mindestens eine
zweifache Nullstelle von g; bzw. wegen g/ (7.) = G”(y.) > 0 sogar genau eine
zweifache Nullstelle von g7, sodass mit einem dhnlichen Argument wie im 3. Fall
der nachfolgenden Fallunterscheidung ein Widerspruch hergeleitet werden kann.
Deshalb gilt c; < n; und beide sind jeweils einfache Nullstellen von g; fiir alle
L>L.

Sei nun L > L; und wir nehmen an, dass by (—x1) = 0 = ar(x) nicht gelte. So er-
halten wir aufgrund von (1.66) die Ungleichung by (—x1) < ar(xr). Ausgehend von
der Gleichung (1.59) diskutieren wir nun das Verhalten von wy in [by (—xr),ar(xr)]:

1.Fall: dx € [bL(—xL),aL(xL)] : ZUL(X) <7L
Nach dem Zwischenwertsatz gibt es dann ein y € [bp(—xp),ar(xr)] mit wi(y) €
(cr,y1) und somit

0 2 am(en) = @) 20

das also einen Widerspruch liefert.

2.Fall: Fx € [bp(—xp),ar(xp)]: wr(x) >y
Dann existieren insbesondere nach dem Mittelwertsatz y,z € [by(—xr),ar(xp)] mit
y <z (wp)x > 0in [y,z] und wr(y) > n, sodass aus (1.59) folgt, dass w; die

Gleichung
(w1)x = V2 /g1 (wr)

in [y, z| erfullt. Weil g; > 0 in (1r,0] nach (1.67) gilt, erfiillt w; diese Gleichung
mindestens bis zur néchsten Nullstelle von w;, also mindestens in [y, xr|. Ferner
gilt dann (wp )y > 01in [y, x|, das aber (wr)x(ar(xr)) = 0 widerspricht.

3.Fall: wy =npin [br(—xL),ar(xL)]

So erhalten wir Ny = mp, da wy > wL(bL(—xL)) =7 in [—L, L] \ [bL(—xL),aL(xL)]
gilt. (Diese Identitat ist natiirlich auch richtig, falls by (—x1) = ar (x1) gilt.) Jedenfalls
gilt in dieser Situation deshalb insbesondere

0= (wr)xx(x) "(wr(x)) = AL = G'(mp) — AL = gp(my)

= G
fur alle x € [by(—xr),ar(xr)] und, da per Definition ebenfalls g7 (my) = 0 und nach
Annahme g (mr) = G"() > 0 gelten, besitzt g; in m eine Nullstelle von genau
zweiter Ordnung. Damit existiert eine stetige Funktion iy : R — R mit

gr(x) =hp(x)(x —myp)? firalle x € R und hp(mp) > 0. (1.68)

Dartiber hinaus ist /1; positiv und gleichmafig beschrankt in [my, 0], d.h. wir finden
ein ¢ > 0 mit
O<hy<co (1.69)
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in [mr,0]. Wegen (1.60), wy > my in [—xr,b(—x1)), wy = my in [b(—xr),a(xy)] und
mr = 1, < 0 nach (1.64) erfiillt w; die Differential(un-)gleichung

= —V2/gr(w - wp —mp) = —V20(—m “L
(wL)x— \/E gL( L) ? \/%( L L) \/2—( L) (1—|—_mL)

> 20 (—my) (1— ( WL )2) (1.70)

und somit

in [—xr,ap(x;)] mit w (—x;) = 0, wobei wir in die Ungleichung 1+ x <
1 — 2 fiir alle x € [—1,0] und — € [=1,0] in [—xy, ar(x1)] verwendet haben. Dies
impliziert _w—ngL > up in [—xr,ar(xp)], wobei uy die eindeutig bestimmte Losung des
Anfangswertproblems

{(uL)x = V20 (1—u?) in[—xp,ar(x)],
ML(—XL) = 0,

ist. Es gilt

up(x) = —tanh (\/Zf(x + xL)>

fur x € [—xr,ar(xp)], sodass wir dann insgesamt

wi () > up(x) = —tanh <\/E(x+xL))

——
bzw.
wr.(x) > —tanh (\/Zr(x + xL)> (—my) > (=1)(—my) = my,

fur alle x € [—xg,ar(xy)] folgern. Das ist aber ein Widerspruch zu w; = mp in
[br(=x1),ar(xL)].

Insgesamt haben alle drei moglichen Fille zu einem Widerspruch gefiihrt, also war
unsere Annahme falsch, sodass in Kombination mit (1.66) demnach by (—x;) =
ar(xp) = 0 fur alle L > L gelten muss.

(iii) Wir zeigen hier nur, dass wy(0) = mp > —1 fir alle L > Ly gilt, da man die
andere Aussage in (1.58) mit dhnlichen Argumenten beweist.

Dazu sei L > L;. Wie zu Beginn des 3. Falls im Beweis von (i)} [(ii)| erwahnt, gilt dann
wr (0) = my. Jetzt nehmen wir an, dass m; < —1 gelte, und unterscheiden zwei
Falle bzgl. my:

1.Fall: m; = —1
So vereinfacht sich g1 (t), t € R, wegen (G2) zu

gL(t) =G(t) = AL(t+1),
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sodass A > 0 gelten muss. (Denn falls A; < 0 ist, ist —Ap(t+1) > 0 fir alle
t € [0,00), sodass g1 wegen (G2) in [0,00) keine Nullstelle besitzt. Aber nach
ist ZUL(—L) = ZUL(IZL(—XL)) S [0,00) wegen (wL)x(—L) = (wL)x(aL(—L)) = 0 und
(1.59) eine Nullstelle von g1, das ein Widerspruch ist.) Einerseits folgt dann

(W) (0) = G'(wL(0)) = AL =G'(m ) — AL & =0

-1

aber andererseits ist (wy)xx(0) > 0, da der Minimierer w; in 0 € [—L, L] sein glo-
bales Minimum annimmt, sodass dies insgesamt A; = 0 liefert. Dies impliziert wie-
derum, dass g1 = G in R gilt, sodass g7 in m; = —1 wegen (G2) und (G3) eine
Nullstelle von genau zweiter Ordnung besitzt, das wie im 3. Fall des Beweises von
von einen Widerspruch liefert.

2.Fall: m; < —1

Dann muss obendrein M; < 1 gelten; denn ansonsten erhalten wir mit der Unglei-
chungskette in Kombination mit (G2) einen Widerspruch, da L > L; > fg >
L ist. Zudem existiert nach und wegen wy(0) = mp < —leine € (0,xr),
sodass

—1, fall —
2w (2) < —1, fallsx € (—e,€), (L.71)
> —1, fallsx € [—L, L]\ (—¢¢),

gilt. AnschlieSend definieren wir zu § € [0, L — €] die Funktion @y 5 : [-L,L] = R
durch

wr(x+96), fallsx €[-L,—d6—¢€),
W s(x) =< —1, falls x € [0 —€,0 +¢€],
wr(x—90), fallsx € (d+e¢,L],

fiir die @5 € H'((—L, L)) wegen (1.71) und @y s(—L) = @4(L) wegenund der
2L-Periodizitat von @y, fur alle 6 € [0,L — €] gelten. Dazu sei pp : [0,L — €] — R
definiert durch

L
“I/IL(é) = ][ZTJL,(5 dx,
—L

welche stetig ist, das unmittelbar mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz
folgt. Da nun zum Einen @y o = max{w;, —1} und daher p;(0) > m wegen (1.71)
gilt und zum Anderen @y ;. = —1 und somit yr (L —€) = —1 < m gilt, folgt
mit dem Zwischenwertsatz, dass ein Jy € (0, L — €) mit f_LL Wy 5, dx = pp(dp) = m
existiert. Damit ergibt sich insgesamt @y 5, € A und fiir dessen Energie erhalten
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wir die Abschitzung

7(5076 L
. 1, . 1, .
EL@in) = |5 @)t G (@) dxt [ 5 (@14)3+G (@14) d
—L So+e
7 T
= [ J@i+G)dy+ [ S(wi+Glwn)dy
—L+9y €
71 F
< [ F@i+c)dy+ [ (w)i+Glww)dy
2Ly 2Ly
€9 Y, J
—L+69

+ [ 2w+ Glan) dy + /L 3@+ Gliwr) dy

L
1
+ / i(wL)fjnLG(wL)dy
L=4,
= Ep(wp),

das aber einen Widerspruch dazu liefert, dass wy, ein Minimierer ist.

Schliefilich haben beide Fille zu einem Widerspruch gefiihrt, sodass mp > —1 fiir
alle L > f3 := L gelten muss. (]

Nun widmen wir uns dem Beweis von Satz [1.2.14], wobei der Teil des Beweises bis
bewusst sehr ausfiihrlich gefiihrt wird. Denn die zugehorige Idee ist essentiell
und wird in dem spéteren Satz erneut verwendet werden, wobei wir dann mit
langeren und komplizierteren Termen arbeiten werden.

Beweis von Satz [1.2.14]
Sei L > Ly := max{Ly, L3} (L, aus den Voraussetzungen [1.2.13(|(ii)) und L3 aus
Lemma [1.2.17)).

Nachfolgend beweisen wir dann nur, dass

lwr — oL, [le1(jo,r)) = 0(1) (1.72)

gilt, denn die entsprechende Aussage auf dem Intervall [—L, 0] ergibt sich anschlie-
end aufgrund der Symmetrie von wy, bzgl. d; = 0 in (1.55) und der Symmetrie von
ULy, , die aus der Definition und daraus folgt, dass der kink v nach Lemma

ungerade ist.

Dazu setzen wir zunachst die Identitat

0p = G(Mp)—ALM
L(L)LL
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in (1.16)) ein, sodass wir
(ZUL) = ZG(ZUL) 2G(ML) — Z)LL(ZUL — ML)

in [—L, L] erhalten. Zusammen mit (1.57) folgt

(w1)x = /2G(wy) — 2G(My) — 2A (wy — My) (1.73)

in [0, L] und es ist wy (xz) = 0 mit x; € (0,L) aufgrund der Voraussetzungen [1.2.13
Im Vergleich dazu erfiillt die Funktion

ur - R — IR, uL(x) = ’U(X—XL), (1.74)

wobei v der kink aus Lemma ist und uy = vy, in [0, L] gilt, die Differential-
gleichung

(uL)x = 1/2G(ur) (1.75)
in [0, L] mit uy(xp) = v(0) = 0 nach (1.24).

Die zentrale Aufgabe in diesem Beweis ist es nun, die Ableitung der Funktion
¢ = wr —ug in [0,L] geeignet abzuschitzen, und dazu bendtigen wir vorab ei-
nige Abschdtzungen. Zuerst betrachten wir den Term

’\/2G wL ZG(ML) ZAL wL —ML \/ZG ZUL

in [0, L] ndher: Mit Lemma Korollar(1.2.10und (G2) folgt, dass
2G(ML) 4+ 2AL(w — Mp)| < 2G(My) + 2[Ar||mp — M| =: Ry = o(1)  (1.76)

gleichmaRig in R gilt. Jetzt sei R, := max {R L, %} und anschlieffend unterscheiden
wir zwei Félle bzgl. der Grole von 2G(wy (x)) fur x € [0, L]:

1.Fall: 2G(wg(x)) > 2Ry
Dann ergibt sich mit dem Mittelwertsatz angewendet auf t — \/f, t € (0,00), die
Abschitzung

‘\/2G wr(x)) —2G(Mr) — 2Ar(wr(x) — M) — 2G(wL(x))‘
2 _ ‘<2G(wL( ))—ZG(ML)—Z/\L(ZUL(X)—ML)>_ZG(WL(X))‘ )
< ! R, = ﬁL~
2 R\L 2
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2.Fall: 2G(wy(x)) <2 Ry
So erhalten wir

’\/2G(wL(x))—2G(ML) 20 (wy(x ) — /26 (wi (x '

< ¢2G<wL<x>>+\2G<ML>+2AL<wL(x>—ML>1+Vzc(wmc)) (1.78)

Ferner benotigen wir eine Absch'eitzung fur ‘\/ZG wr) — \/2G(uL)‘ in [0, L]: Sei da-
zug: [-1,1] = R, g(t) := /2G(t). Wegen G € C*(R) und (G2) ist g in (—1,1)

zweimal stetig dlfferenmerbar mit

fir t € (—1,1). Dann erhalten wir unter Verwendung der Funktion H aus den
Voraussetzungen dass fir t € (—1,1)

G/(t)

G'(t) (62)(93), —G"(1 )

V2G(t -«/ZHtl—kt -1 2./2H(1

gilt, wobei wir in der letzten Gleichheit H(1) = §G”(1) (siehe Voraussetzungen
1.0.1) benutzt haben. Dies impliziert

g(t) = G'(1)  (1.79)

¢(t) —— — (— G”(l)) =4/G"(1), (1.80)

t——1

da ¢’ ungerade ist, weil G und somit ebenfalls ¢ nach (G1) gerade ist. Insgesamt
koénnen wir ¢’ somit in t € {£1} durch F,/G” (1) stetig fortsetzen, sodass

o /
Kg = A g ()] (>0) (1.81)

existiert. Mit dem Mittelwertsatz schlieflen wir dann, dass g Lipschitz-stetig ist. Da
auflerdem |w;| < 1 in [-L,L] wegen Lemma und |ur| < 1in [-L,L]
wegen |v| < 1in R nach Lemma gelten, ergibt sich

‘\/ZG(wL \/ZG (ur)

|g ZUL) (ML)| S KG|ZUL — U, (1.82)

in [0, L].

Mit diesen Hilfsmitteln konnen wir uns der Abschitzung von (¢r), widmen: Es
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existiert eine Konstante C > 0 mit

\/2G(wy) — /2G(uy)

((PL)x’

<
7). €73)

+ '\/2G(WL) —2G(Mp) —2Ap(wr — M) — 1/2G(wr)
_ (1.83)
N
—
— R

1§82 Kglwr —ur| + Ry = Kg|¢r| + R

\/2G(wy) — /2G(uy)

<
L72).@78)

in [0, L]. Da zudem ¢y (x) = 0 ist, folgt

2 - ’ fall O/ 7
pu(o) < { @m0l fallsx e D) (184
lpr(x)], falls x € [x, L],
wobei ¢ die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems
($1)x = Ko + Ry in [x1, 00),
prlxe) =0,
ist. Es gilt
gr(x) = | (5 ) exp(—Kalx —x1)) + o= | exp(Ka(x — x1)) (1.85)
G G

fiir x € [x,00). Wegen R; = o(1) folgt mit (1.84) und (1.85) unmittelbar, dass zu
jedem ¢ > 0 und zu jedem A > 0 ein L1 = L1(0, A) > Ly existiert, sodass

max x)| < max X
xe[max{O,xL—A},min{L,xL—i—A}]|(PL( )| o xe[xL,xL+max{min{xL,A},min{L—xL,A}}]|lpL( (1.86)

<0
tir alle L > L gilt.

Sei jetzt ein beliebiges, aber festes 6 > 0 gegeben. Dann wahlen wir in (1.86) zum
Einen A > 0 so grofs, dass

)

(e £ A) F1| = Jo(£4) F 1| < (1.87)
fur alle L > Ly gilt, das wegen Lemma moglich ist, und zum Anderen
o= fI, sodass wir ein Ly = Ly(0, A) > Lo mit

max lpr(x)| < 0 (1.88)

x€[max{0,x,—A} min{L,x;+A}] k 4 .
fir alle L > L; erhalten. Dabei diirfen wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit
0 <xp—Aund L > x; + A fiir alle L > L; annehmen; denn andernfalls gibt



38 1 Minimierer der 1-D-Ginzburg-Landau-Energie unter einer Mittelwertbedingung

es ein L > Ly, sodass 0 > x; — A oder L < x; + A gilt, infolgedessen [0, x; — A)
oder (x; + A, L] die leere Menge ist und somit in der nachfolgenden Argumentation
nicht mehr zusitzlich betrachtet werden muss. Unter dieser Annahme vereinfacht

sich (1.88) zu

5
<= 1.89
L LN [pr(x)] < 7 (1.89)

und damit gilt insbesondere |wy (x; £ A) —uy (x, + A)| < ¢ fiir alle L > L;. Zusam-
men mit der Ungleichung (1.87) impliziert dies

) )
|ZUL(XL — A) + 1| < 5 und |ZUL(XL -I-A) — 1| < 5 (1.90)

fur alle L > L;. Ferner stellen wir fest, dass

wr(0) = mp = —14o0(1 und wi(L)=wr(—L) = M; = 14o0(1
( ) (1) (L) ( ) (1)
(1.91)
gelten, sodass wir ein Ly > L mit
) )
lwr(0) +1] < > und lwr (L) — 1| < 5 (1.92)

fir alle L > L, wéhlen konnen. Da wy in [0,x; — A] und [x; + A, L] wegen (1.57)
streng monoton wachst, erhalten wir zusammen mit den Abschdtzungen (1.90) und
(1.92)) sogar
max  |wi(x)+1] <2 und max  |wg(x)—1] <O (193)
x€[0,x,—A] k 2 x€[xp+AL L 2 '
und, da nach Lemma auch uy in [0, x; — A] und [x] + A, L] streng monoton
wichst, aber stets |up| < 1 gilt, erhalten wir zusammen mit der Abschitzung (1.87)

) )
1 < — d -1 <= 1.94
el g A< und ) i< 098
fiir alle L > L. Schliefilich ergibt sich
)
max o (x) —u ()] < 2
x€[0,x, —A|U[x;+A,L] [T93),([[94) 4

und mit der Ungleichung (1.89) daher

- 5
Jmax jwr (x) —ur(x)] <

fiir alle L > L,. Aufgrund der beliebigen Wahl von é > 0 folgt insgesamt

lwL — oL o) = llwe — uLllegor)) = o(1),

sodass wir in Kombination mit der Abschitzung (1.83) und R; = o(1) dariiber
hinaus

[(wr)x — (VL )xlleo,)) = I[(wr)x — (ur)xle(o,) = o(1) (1.95)
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schlieen, wobei zu beachten ist, dass es sich hier bei (v y, )x(0) um die rechtsseitige
Ableitung von vy ,, in x = 0 handelt. Falls wir jetzt die vorausgesetzte Definition
(L%, )x(0) := 0 benutzen, gilt (1.95) aber immer noch, da auch (w;,),(0) = 0 wegen

(1.56) gilt. Somit ist (1.72) gezeigt. O

Im Folgenden verfolgen wir das Ziel, die Aussage in Satz zu verbessern, in-
dem wir untersuchen, wie schnell der Term in fiir L > 1 klein wird. Dazu
betrachten wir zunachst die zwei Nullstellen +x; des Minimierers wy fiir L > 1
niher. Dabei ist unsere Idee, sie mit den Nullstellen +z; der Funktion v; € A; aus
Lemma fiir L > 1 zu vergleichen, indem wir zum Einen ausnutzen und
zum Anderen verwenden, dass w; und vy den gleichen Mittelwert besitzen.

Korollar 1.2.18.
Seim € (—1,1). Zudem sei der zugehirige Minimierer wy aus Definition 1.1.2} die Vor-
aussetzungen [1.2.13| und die zu w gehorige Funktion vy € Ap zusammen mit ihren zwei
Nullstellen £z aus Lemma fiir alle L > Ly gegeben. Dann gilt

XL = %(1—m)L+0(L) =zr +o(L). (1.96)

Beweis
Sei L > Ly := L, (fz aus den Voraussetzungen [1.2.13|(ii)). Dann sind z;,x; € (0,L)
nach Lemma bzw. den Voraussetzungen [1.2.13]((i)} Dabei nehmen wir ohne
Einschrankung der Allgemeinheit x; < z; an. Zudem sei v} ,, unter Verwendung
der Definition [1.2.4| mit z = x; gegeben, dann folgt v; ,, > v;, da der kink v in R

nach Lemma [1.2.1||(ii)| streng monoton wéachst. In Kombination mit f_LL vpdx = m,
da v € Ay gilt, erhalten wir

L L

or = |loLy, —wrllcror) 2 7[ 0L, —wp|dx > J[UL'XL —wr dx
—L L
L L L
= 7[UL/XL dx —m| = va,xL —ovpdx| = J[ULIXL —vpdx
L L —L
L 1 L*XL L*ZL
= ][v(x—xL) —v(x—z)dy =4 / o(y)dy — / o(y)dy (1.97)
0 —XL -z,
1 L—XL —XL, 1 L—XL Z1,
=7 / v(y)dy — / o(y)dy | = T / v(y) dy—l—/v(z) dz |, (1.98)
—Zr, —Zr, —Zr, X1,

wobei wir zum Einen in benutzt haben, dass v} , und v gerade sind, das aus
deren Definition und daraus folgt, dass der kink v nach Lemma ungerade
ist. Zum Anderen haben wir in erneut verwendet, dass v ungerade ist, sowie
die Substitution z = —y durchgefiihrt.
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Des Weiteren finden wir wegen Lemma ein B > 0 mit v(x) > 1 fiir alle
x > B. AufSerdem existiert ein L; > Lg, sodass x;,L — x;,z1,L —z; > B und somit

v(x) > fir alle x > min{x;, L —xr,z;, L —z;} =min{x;,L—2z } (1.99)

N =

und alle L > L; gelten. Denn zum Einen gelten

YA +m)L+o(1)

1—m)L+o(1 und L—2z; =
(1 —m)L+o(1) e

1
z] = =
" 2

mit m € (—1,1) und zum Anderen existiert zu jedem A > 0 ein L = L(A) > 0,
sodass

xp > A und L—x > A

fur alle L > L gilt; denn falls Letzteres nicht gilt, existieren eine Folge (I:n)ne]N -

R>p, mit li_r>n L, = o und eine Konstante C > 0, sodass z.B. Xy, < C fur alle
- n (o)

n € N gilt. In Kombination mit der Definition von vy x M EN, und Lemma [1.2.1

impliziert dies die Identitit f_i%n Uf,. d¥ =1+ 0(1) fiir n — oo. Andererseits
ergibt sich fiir ein beliebiges L > L die Abschdtzung

L L L

7[UL/XL dx —m| = ][UL,xL —wpdx| < 7[ vy, —wildy < lopy, —willeropp)
L L L

und somit ffL vy, dx = m+0(1), sodass wir wegen m € (—1,1) einen Widerspruch
erhalten.

Jedenfalls folgt dann fiir L > L, dass

L—xp, zL L—x

1 1 1 ra
) > — /v d—i—/vzdz > — /—d—|—/—dz
" @31 L W)y ) 99 L 2% 02

—zr X1, —Zy,

(1.100)

ZL, — XL !ZL—XL|

L L

bzw.

|ZL — xL\ < L5L = O(L)
(1.54)

gilt, das zusammen mit der Darstellung (1.28) von z; die Behauptung liefert. O

Anschliefsend leiten wir die essentiellen Abschédtzungen her, die als Grundbaustein
dienen, um die Geschwindigkeit des Abklingens des Terms in (1.54) fiir L > 1 zu
beschreiben. Vorab bendtigen wir weitere Bezeichnungen.



1.2 Approximation des Minimierers 41

Voraussetzungen 1.2.19. (Annahmen und Bezeichnungen, Teil 2)
Seim € (—1,1). Zudem seien die zugehorigen Minimierer wy aus Definition |1.1.2) und
die zugehorigen Konstanten Ap aus Lemma gegeben. Dann treffen wir folgende
Annahmen bzw. fiihren folgende Bezeichnungen ein:

Fiir L > 0 definieren wir
GL 'R - R, GL(t) = G(f) — /\Lt. (1.101)

Nun folgt aus (G1), (G2) und (G3), dass G'(+1) = 0 gilt und dass ein o € (0,1) existiert,
sodass G" > GT(l) > 0in (£1 — 0, £1 + o) ist, infolgedessen G' in diesen Teilintervallen

streng monoton wichst. Da zudem Ap = o(1) nach Korollar 1.2.10| gilt, finden wir ein
Ly > 0, sodass G; = G' — Ay in (£1 — 0, £1 + o) jeweils genau eine einfache Nullstelle,

etwa in
st€(—1—o0,—-1+0) und in tre(l—o,14+0), (1.102)

fiir alle L > Ly besitzt. Dabei gelten die Identitiiten

sp, = —1 —I—O(l) sowie tr =1 +0(1). (1.103)

Damit konnen wir das Lemma mit den zentralen Ungleichungen formulieren. Die
Idee stammt aus dem Beweis von [4, Lemma 3.1].

Lemma 1.2.20.
Sei m € (—1,1) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4). Auflerdem seien die zuge-

horigen Minimierer wy aus Definition die Voraussetzungen |1.2.13| und [1.2.19| sowie
My, mp aus Lemma gegeben. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein L > 0, sodass die
Abschiitzungen

(i) |Mp —tL] Sexp (— (—V(;zﬁ(l)(l +m) — e) L> und
(ii) |mp —sr| Sexp (— (GTNm(l —m) — e) L>

fiir alle L > L gelten, wobei wir hier die Notation verwendet haben.

Beweis
Sei € > 0 gegeben. Dartiiber hinaus sei Ly := max{fQ,fg,,m} (fz aus den Vorausset-

zungen L3 aus Lemma und L aus den Voraussetzungen .

(i) Zu Beginn konnen wir wegen (1.35), (1.58) und wegen G > % > 0in (1—

0,1+ o) fiir ¢ > 0 aus den Voraussetzungen [1.2.19/ein L1 > L, wihlen, sodass

G//(l)
2

Mre(1-o0,1) und somit G"(Mp) > >0 (1.104)
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tiir alle L > L; gelten. Dies impliziert, dass

G'(ML) — Ay G, (M)
Q= LA ZLVTL) 1.105
b G"(My) (o1 Gy (My) (1.105)

fiir alle L > L; wohldefiniert ist, und wegen (1.35), A1, = 0(1) nach Korollar
und (G2) folgt ©®; = o(1). Ferner liefern das nachfolgende Lemma und
(1.104), dass ein Ly, > L; mit ©p < O fiir alle L > L, existiert, sodass wir @ < 0
fiir alle L > L, annehmen diirfen; denn @, = 0 ist 4quivalent zu G} (M) = 0, das
wegen sowie der strengen Monotonie von G’ und somit G} in (1 —0,1+0)
aufgrund der Voraussetzungen gleichbedeutend mit t; = M ist, sodass die
hier zu zeigende Abschdtzung trivialerweise gilt.

Sei nun L > L,. Dann gilt die Gleichung

(L.73) (1.106)
= \/5 \/GL(ZUL) — GL(ML)

in [x, L], wobei (wr)y > 0in [x1, L) und (wg)x(L) = 0 nach (1.57) und Lemma[1.1.3]
gelten, sodass wir mit der Substitution t = wy (x) die Identitat

My,

L
1
AL = L—XL = /1dx = / (wL)x(wil(t)) dt

XL

(1.107)
1

M
0/ V2 \/G(t) — GL(ML) dt

erhalten. Wenn wir anschliefend fiir G; — G(Mp) die Taylor-Formel mit Entwick-
lungspunkt My und Peano-Restglied anwenden, ergibt sich

Gl (M)
2

GL(t) = GL(ML) = G (ML) (t — ML) + (E—Mp)*+Ry(L,t)  (1.108)

fur t € R, wobei ein (L, t) zwischen M} und f mit

’Rl(L, t)‘ _ ‘ G/L,(é(L/ t))z_ G/L/(ML) (t o ML)Z
G"(G(L 1)) — G" (ML)
- ‘ 2 | (= M) (1.109)

< |E(Lt) — Mp|(t— Mp)?
(T35),(G4)
< =M =0O(t—MLP)

Y
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fur t — M; existiert. Demnach ist der dominante Term der rechten Seite der Glei-

chung (1.107) multipliziert mit /G (M) = /G" (M) gerade

\/ G (ML) »

Mg
o/ V2L (ML) (F = My) + G (M) (£ = My )?
M

1

L
_ / dt
. V20 (t—Mp) + (t — Mp)?

(1.110)

My
1
= / ds,
] VvV —20;s + s2

wobei wir in die Substitution s = M — t benutzt haben. Zudem ist das letzte
Integral wohldefiniert und endlich, da wegen die Ungleichung M| > 1—0 >
0 und nach Annahme —20; > 0 gelten, das —20@rs + s2 > —20@;s > 0 fir alle
s € (0, Mr] impliziert. Daher konnen wir die Gleichung nach Multiplikation

mit \/G/'(Mr) = +/G" (M) wie folgt schreiben:

\/ G (ML)

My, My
1
ALAJGM (M, :/ dt+/ dt
(M) 5 V=20t + 12 0 \/ZGL(t)—ZGL(ML)

(1.111)

My,
1
. / dt.
0 \/ —2®Lt—|—t2

Nun betrachten wir den ersten und die beiden letzten Summanden der rechten Seite
von (1.111)) separat:

1. Summand: Wegen —Or, > 0 gilt

M
O/L\/ﬁdt - [ln <—®L+t+ V2 —2@#)}2&

=In <—®L + Mp + \/M% — 2@LML) —In(—0©y)

= 11’1(2) — ln(—®L) +In <_®L + M + \/M% - 2®LML> — 1]?1(2)
—In(2) — In(—©®;) +o(1), (1.112)

wobei wir in (1.112)) die Identititen ®; = o(1) und M} = 1+ 0(1) benutzt haben.
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2. und 3. Summand: Es gilt

AR S
0 \/ZGL(t)—ZGL(ML) 9 V=20t + 12

e 1 1
:/ . - ds (1.113)
s V=205 +52+ Ry(L,s) /205 + s2
mit
Ro(L,s) = 2RUEM =) _ o) (L114)
Gy (M) |

fir s — 0, wobei wir in im ersten Integral die Identitét eingesetzt
und anschlieSend die Substitution s = M) — t verwendet haben. Um in (1.113)
zum Grenziibergang L — oo iiberzugehen, wollen wir den Satz der majorisierten
Konvergenz anwenden. Dazu schdtzen wir den Integranden des Integrals auf der
rechten Seite von in Abhéangigkeit von s ab: Aufgrund von (1.104), (1.109),
, My =1+0(1), M, <1, A1, = o(1) und (G2) existieren ein § € (0, ) und ein
L3 > Ly, sodass zum Einen

Ry(L, 1
‘2(8—25)' <3 (1.115)

fir alle s € (0,0) und L > L3 und zum Anderen

G(1— )

)
M € (1 Y 1) und G(ML) + ’AL’ < 5

(1.116)

fir alle L > L3 gelten. Fiir die Abschdtzungen unterscheiden wir nun zwei Félle
bzgl. s fiir alle L > Lj:

1.Fall: s € (0,0)
Dann ergibt sich mit dem Mittelwertsatz angewendet auf t — %, t € R, wegen
—Or > 0 die Abschdtzung

1 1
V=205 +52+Ry(L,s) +/—20rs +s2
1
S 3 (—2®Ls—i—sz+R2(L,s)> — (—2®Ls—i—s2>’
(—2015 + 52 — Ry (L, 5)])*
< L) 5 RGO oq),
(52 (1 - Bl ) [L113) ~

wobei der letzte Term insbesondere wegen (1.104), (1.109) und (1.114) gleichméfig
fur alle s € (0,6) und L > L3 beschrénkt ist. (Insbesondere erkennen wir hier, dass

wir auf die Annahme (G4) oder Vergleichbares nicht verzichten konnen.)
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2.Fall: s € (6, Mp)
Dann erhalten wir die Abschitzung

GL(ML — S) — GL(ML) = G(ML - S) - G(ML) + Ars
> G(1-96)—G(ML) — |AL]
([L118),(93)
= G(1-9)—(G(ML) + [AL])
G(1-9)
> e
([T.116) 2 (G2)

und wegen —Or > 0 somit

1 1
V2015 +52+Ry(L,s) +/—20;s+ s2
B G{ (M) 1
(T108), (T108), (L1 | \/2GL (ML —s) — 2GL(My) +/—20@;s + s2
< 1 n 1
~ \/GL(ML —S) — GL(ML) \/—2(’91154—52
1 1
< + < 1.
~ /G(12—5) ’ Vo™

Da auflerdem M =1+0(1), AL =0(1) und ©p = o(1) gelten, erhalten wir schlief-
lich mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz

L G//(ML)
\/ L 1 dt

V2GL(H) —2GL(My) /—20.t + 2

o (1.117)

2G(1)

-~

=:KeR

~—

— %dt +o(1).

=
o
e

(o — . o — &

~~

J/

Anschliefiend setzen wir dies sowie die Darstellung (1.112) in die Gleichung (1.111)
ein, das
Ary/G"(Mp) =In(2) + K—In(—0r) +0o(1)

In(—©1) = In(2) + K — Apy/G"(My) + o(1) (1.118)
ergibt. Nun liefert Lemma (1.2.21)) dass

®Or =M —tp+o(Mp —tr)

oder
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gilt, und, da auflerdem per Annahme @ < 0 fiir alle L > L3 gilt, finden wir ein
Ly > L3, sodass My —t; < 0 und fiir den Restterm |o(Mp — t1)| < %|ML — tr| fir
alle L > L, gelten. Dies impliziert

In(—Or) =In(ty — Mp) +In(140(1)) = In(tp — M) +0(1)
fiir alle L > Ly. In Kombination mit Gleichung folgt somit
In(tp — Mr) =In(2) + K — Apy/G” (M) 4 o(1) (1.119)
bzw.
[t — Mp| =tp — M = exp(K)(2+0(1)) exp (—A“/G”(ML)) (1.120)
fir alle L > L4, wobei

1
A = L—xy = =(1+m)L+o(L)
[T107) (g 2

gilt. Jetzt sei ohne Einschrankung der Allgemeinheit
1
€ < 5(1 +m)4/G"(1), (1.121)
sodass wir insgesamt ein hinreichend grofies Lgl) > L4 wihlen kénnen, sodass

€

AL 1 €
—>—-(14m)—————— > 0 und G"(Mp) > +/G"(1) — > 0
L2 T e e VEIMY = O =T i

fir alle L > Lgl) gelten. Zusammen mit (1.120) erhalten wir dann

|tp — Mr| S exp (— %(1 +m) — ﬁ) <1 /G"(1) — 14—%) L)

B B G”(l) o) e 62
_exp< S 1) e G,,(l))L>

< exp (- %(1)(1 +m) —e) L>

fir alle L > Lgl).

(ii) Man gehe analog wie in |(i) vor, wobei man hier zum Einen von Beginn an das
Teilintervall [0, x7 ] statt [x;, L] betrachte und die Gleichung

(wi)s = V21/Gwy) —Glmy) — A(wy —my)

= \/i \/GL(ZUL) — GL(mL)
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in [0, x] fir L > Ly verwende und zum Anderen am Ende

L1 —m)L +o(L)

AL =xp —0=x = ~
L= XL L2

benutze. Dann erhélt man ein hinreichend grofses LS;Z) > 0, sodass die zu zeigende
Abschidtzung fiir alle L > ng) gilt.

Schliellich wihlen wir L := max{Lgl), ng) }. O

Als Hilfsmittel im vorigen Beweis haben wir das folgende Lemma benutzt.

Lemma 1.2.21.
Seim € (—1,1). Auflerdem seien die zugehirigen Minimierer wy aus Definition |1.1.2| die
Voraussetzungen [1.2.13| und [1.2.19| sowie die zugehorigen Konstanten Ay aus Lemma[1.1.
und My, my aus Lemma m gegeben. Dann existiert ein f5 > 0, sodass fiir alle L > Ls
Folgendes zutrifft:

(i) Es gilt
Gl(ML) < )LL und G’(mL) > /\L.

(ii) Es gilt G" (ML), G"(my) > 0 sowie

G'(Mp)— AL
und G (my) — A
mr) — AL
Ty = MLt olm—s).

Beweis
Sei Ls > max{Ly, L3, Ly} (L, aus den Voraussetzungen [1.2.13 L3 aus Lemma
1.2.17)und f4 aus den Voraussetzungen (1.2.19)) so grof3, dass

G//(ML), G"(mL) >0 und G/l(tL), G”(SL) >0

fur alle L > f5 sind, das wegen 1} (1.103) und (G3) moglich ist. Sei nun L > f5.

(i) Sei @}, die 2L-periodische Fortsetzung von w; auf R aus Bemerkung sodass
dann mindestens @; € C3(R) gilt. Ferner ist (@ )xy(—L) < 0, da @, (—L) = My
nach (1.58) gilt, und das Einsetzen von x = —L in die Gleichung (1.15) liefert

AL = —(Wp)xx(—L) + G/(ML) > G/(ML).
Die zweite Ungleichung folgt analog.

(ii) Wir wenden die Taylor-Formel fiir G; und G} mit Entwicklungspunkt f; und
Peano-Restglied an und erhalten die Identitdten

GL(t) = Gr(tL) + G (tr)(t —tr) +o(t — tr)
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fiir t — t1 (vgl. (1.108) und (1.109), aber ohne Verwendung von (G4)), wobei G} (t1) =
0 nach Definition von ¢ gilt, sowie
G (t) = GL(tL) +o(1)

fir t — t;. Da zum Einen My = 1+0(1), tf = 1+ 0(1) und somit My — t; = o(1)
und zum Anderen nach Annahme G} (y) = G'(y) > 0 fir y € {Mp,t.} gelten,
ergibt sich daher

G'(Mp) —Ar Gy (M)  GI(tL)(Mp —t) +o(M —ty)

G'"(My)  G[(Mp) G (tr) +o(1)
= M —tr + O(ML — tL)-
Die zweite Identitdt erhalten wir erneut mit derselben Argumentation. O]

Jedoch ist es jetzt noch nicht offensichtlich, wie uns die Abschitzungen in Lemma
dabei helfen, das Abklingverhalten des Terms in (1.54) zu beschreiben. Des-
halb folgern wir aus diesen zunédchst Abschidtzungen fiir [Ar|, |1 — Mp| und |1+ my|,
die fiir das weitere Vorgehen eher niitzlich sind.

Korollar 1.2.22.
Seim € (—1,1) und das Potenzial G erfiille zusdtzlich (G4). Auflerdem seien die zugeho-

rigen Minimierer wy aus Definition[1.1.2} die Voraussetzungen [1.2.13|und[1.2. 19 sowie die

zugehorigen Konstanten Ap aus Lemma [I.1.3)[(ii)] und My, my aus Lemma [1.2.8] gegeben.
Dann existiert fiir jedes € > 0 ein Le > 0, sodass die Abschiitzungen

(i) [AL| < exp (— (\/T |m|)—e) L)

(ii) |1 — M| Sexp ( 1 — |m|) —e) L) und

(iii) |1+mL|<exp(< V&M 1—\m|)—e)L)

fiir alle L > Le gelten.

Beweis

Seien € > 0 und Lg := max{fz, fg,f4} (L, aus den Voraussetzungen [1.2.13 Is
aus Lemma und L4 aus den Voraussetzungen gegeben. Ferner nehmen
wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit an, dass A; # 0 fiir alle L > L gilt;
denn falls A;, = 0 gilt, ist die in (i)| zu zeigende Abschétzung trivialerweise erfiillt.

(i) Zunéchst erhalten wir fiir L > Ly wie in die Identitat
G(ML) — G(my)
ML — mjy,
wobei M| — mj > % nach 1) gilt, und somit folgt

|G(ML) — G(tL)| +|G(tL) — G(sp)| + |G(sL) — G(my)|
|Mp, —my| (1.122)
SIG(ML) — G(t)| + |G(tL) — G(sL)| + |G(sL) — G(my)|.

AL =

4

AL <
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Um G(t1) und G(sp) ndherungsweise auszuwerten, wenden wir die Taylor-Formel
fiir G und G’ z.B. mit Entwicklungspunkt 1 und Peano-Restglied an und erhalten
durch Einsetzen von t; = 14 0(1) (s. (1.103)) unter Verwendung der Definition von
t; die Identititen

ct) = G0 +EMt -1+ L 12 ot - 1)?)
(1) 2 2 (1.123)
oy Skt~ 1 ol — 1)
/\L = G/(tL) = G//(l)(tL — 1) + O(tL — 1) (1124)

Anschlieflend setzen wir (1.124)) in (1.123) ein, das

G(tL) = %(u —1) +o((tr —1)%) = AL G(tL —1) 4 o(t, — 1))

ergibt, wobei wir in der letzten Gleichung zusitzlich A} # 0 benutzt haben. Ent-
sprechend konnen wir auch

Glsy) = AL (%(SL +1) + (s + 1)>

herleiten. Wegen t; = 14 0(1) und s;, = —1+ 0(1) nach (1.103) finden wir somit ein
L1 > Lo mit

IG(t1) — G(s1)| < A (% (It — 1]+ s + 1) +o(t, — 1) +o(sL+1))

(1.125)
_ Il
- 2
fuir alle L > Lq, sodass
AL
|ALl S \G(ML)—G(tL)\+T+\G(SL)—G(mL)\
), )
bzw. nach Umformen der Ungleichung
ALl SIG(ML) — G(tr)| + |G(mr) — G(s1)| (1.126)

fir alle L > L; gilt. Um die rechte Seite von (1.126) weiter nach oben abzuschétzen,
wenden wir fiir G erneut die Taylor-Formel z.B. mit Entwicklungspunkt ¢; und
Peano-Restglied an und setzen anschlieffend M ein, sodass sich

ST (0, — 1) 4 oMy — 11)%)

2
= A(Mp—tp)+ (Mg — tL)2 (% + O(l))

G(ML) — G(tL) = G/(tL)(ML - tL) +

2
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und daher
IG(My) — G(tp)| S [ALIIML — tr] + [Mp — t.? (1.127)

fiir alle L > L; ergibt. Auf analoge Weise kann man
’G(THL)—G(SLH 5 |AL||mL—sL|+|mL—sL|2 (1.128)
tiir alle L > L; folgern. Insgesamt erhalten wir

(T126),
AL < ALl (IMp — tr| + [my —si]) + Mg — t.* + |mp — s |

~

12,1

fur alle L > Li. In Kombination mit Lemma [1.2.20| konnen wir ein hinreichend
kleines 6 > 0 wihlen, sodass eine Konstante C > 0 und ein L, > L mit |M} — {1 | +
|mp —sp| < éund

A
’/\L’ < | Ll

+C <|M —tr|* 4 [mp, — s )
fir alle L > L, existieren. Mittels Umstellen dieser Ungleichung folgt
ALl S ML =t + [mp —sp|? (1.129)

fiir alle L > Lj. Schliefilich impliziert dies wiederum zusammen mit Lemma [1.2.20
7

die Existenz eines hinreichend grofien L,

B c) e
Al < (e ( "W (14m) 2)L>

—( G”(l)(1+m)—€>L

> Ly, sodass die Abschitzung

., (E—(%”%—m)—é)L)

—( G”(l)(l—m)—e)L

2 2

N

e +e

~ (/&M= |m) )L

A

e

fiir alle L > EE) gilt.

(ii) Far L > L gilt

ALl = 1t —1[IG"(1) +o(1)].
(L.129)
Aufgrund von G”(1) > 0 wegen (G3) konnen wir ein y > 0 und dazu ein Lz > Ly
wihlen, sodass fiir den zweiten Faktor der rechten Seite |G”(1) + 0(1)| > u und
daher

L — 1] S [AL]
tir alle L > L3 gelten. Somit erhalten wir

1= M| <1 =t + [t = Mp| S |AL] + [t — M|

fiir alle L > L3, sodass wir nach (i)l und Lemma [1.2.20||(i)| ein Z@ > max{Ls, ZE})}
(EE}) aus dem Beweis von ) wdhlen konnen, infolgedessen

11— M| < e_< G7(1)(1~|m|)—e)L Jre(czﬁ(l)(wm)e)L - e( ¢’ (17|m\),€)L
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fir alle L > E? gilt.
(iii) Da analog zu (1.124) die Gleichung
ALl = [sL +1]|G"(=1) +o(1)] = [sp + 1[|G"(1) +o(1)]

aufgrund der Symmetrie von G und somit G” fiir alle L > Ly gilt, folgt wie im

Beweis von |(ii)| die Existenz eines hinreichend grofsen f?) > 0, sodass

fiir alle L > ES’) gilt.

Schlielich wihlen wir Le := max{fél),fgz),fg’)}, sodass die drei behaupteten Ab-
schitzungen fiir alle L > L, gelten. ]

Damit konnen wir jetzt die Aussage in Satz insofern verscharfen, dass der
Term in sogar ,exponentiell klein” fiir L > 1 wird. Dafiir miissen wir jedoch
weitere Voraussetzungen an das Potenzial G stellen und erstmals die Grofie des
Parameters m € (—1,1) in der Definition des Minimierungsproblems begren-
zen.

Satz 1.2.23.
Seim € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4) und (G5). AufSerdem seien

der zugehorige Minimierer wy, aus Definition die Voraussetzungen |1.2.13|und (1.2.19|
sowie die Funktion vy ,, unter Verwendung der Definition mit z = xp, fiir L > Lo
gegeben. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein Le > 0, sodass die Abschitzung

G"(1
lwr — oL, |-y S exp (— (#(1 —3|m|) — €> L) (1.130)

fiir alle L > L. gilt, wobei wir (v x,)x(0) := 0 fiir alle L > L, definieren.

Beweis
Seien € > 0 und Ly := max{fz, fg, E4} (fz aus den Voraussetzungen [1.2.13 fg

aus Lemma und L4 aus den Voraussetzungen [1.2.19) gegeben.

Nachfolgend beweisen wir dann nur, dass es ein Le > 0 mit

(VD 13y )

lwr = oL llcror)) Se (1.131)
fiir alle L > L. gibt, denn die entsprechende Aussage auf dem Intervall [—L,0]
ergibt sich wie im Beweis von Satz [1.2.14{ aus Symmetriegriinden. Ferner bezeichne
dabei (vr,y, )x(0) zundchst die rechtsseitige Ableitung von vy ,, in x = 0 fiir L > Lo,

aber mit derselben Begriindung wie am Ende des Beweises von Satz [1.2.14] gilt die
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Abschitzung (1.131) auch bei Verwendung unserer Festlegung (vy x, )x(0) := 0 fiir
L> T,

Dazu sei L > Ly. Dann gehen wir im Wesentlichen wie im Beweis von Satz (1.2.14)
vor: Der Minimierer wy erfiillt die Differentialgleichung

(wr)x V2 \/G(wL) - G(Mp) — Ap(wr — M) (1.132)
in [0, L] und es gilt wy (x) = 0, wihrend die Funktion vy ,, die Gleichung
(VL% )x = 2G(vry,) (1.133)

in [0, L] mit vy x, (xp) = 0 erfillt.

Nun verfolgen wir erneut das Ziel, die Funktion ¢y := w; — vy ,, in [0, L] geeignet

abzuschitzen: Zunichst finden wir nach Korollar (1.2.22 ein Lél) > L, sodass
sich unter Verwendung der stetigen Funktion H aus den Voraussetzungen die
Abschitzung

|2G(ML) —|—2)LL(ZUL — ML)|
<2H(Mp)|1+ M2 1 — Mp P+ 2{AL|Mp —mp| S |1 — Mp[*+[AL]

(1.35)
1 2
< (e—( G2<1><1—|m|>—;)L> - (VEma-m)-e)
53*( (1)1 m))—e) L (1.134)

in [0, L] fur alle L > LY ergibt. Darauf basierend schidtzen wir den Term

’\/ZG(wL) —2G(My) — 2L (wy — M) — /2G (M)

wie in (1.77) und (1.78) gleichm&Rig in x ab, wobei wir hier die obere Schranke aus
1.134) anstelle des Terms EL = max {RL, %} verwenden, und erhalten in beiden
Fallen

< \/e—( G”(l)(1—|m|)—e)L

G (1 e
S e— (%(1—|m‘)—j)L

gleichmiBig in [0, L] fiir alle L > Lél), d.h. es existiert eine Konstante C; > 0 mit

‘\/ZG(wL) —2G(my) — 2Ar (w, —my) — 1/2G(wy )

'\/2G(wL) —2G(my) —2A(wy — my) — /2G(wy )

(VG e
§C1-e ( 2 (1—m[) 2)L

(1.135)
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in [0, L] far alle L > LY.

Dariiber hinaus gilt

‘\/ZG(ZUL) —1/2G(vpy,)

in [0, L] fur alle L > Lgl), wobei

(1.136)

< Kelwp — vy,

Kg = "(t 1.137
cmmégmk(ﬂ (1.137)
mit g(t) := \/2G(t), t € [—1,1], ist. Dann folgt mit (G5), dass g in [—1, 1] konkav ist,
d.h. ¢’ ist in [—1, 1] monoton fallend. Zudem ist
/
g0y =29 _,,

/2G(0)

da zum Einen G(0) > 0 wegen (G2) und zum Anderen G'(0) = 0 wegen der Sym-
metrie von G nach (G1) gelten, sodass wir insgesamt

Ke = max [¢/(t)| = max{|¢'(—1)], |’ (1 = G"(1 1.138
6= max I =max{lg/ DL} =\
erhalten.

Somit folgt analog zu (1.83) unter Verwendung von (1.135), (1.136) und (1.138) die
Abschitzung
G"(1) €
- (1=[m[)—3 |L
0l < /eI + e (3 ‘) (1139

in [0, L] fiir alle L > LY.

Fiir die weitere Argumentation beschranken wir uns erst einmal auf das Teilintervall
[xL,L]: Da zum Einen ¢ (x;) = 0 gilt und zum Anderen nach Korollar (1.2.22)
und dem nachfolgenden Lemma (1.2.24 ein ng) > L,gl) sowie eine Konstante
Cy > 0 mit

(L) = [ML —o(L — x1)| < [Mp = 1]+ [1 = o(L — x|

G (e—(@u—mn—;)L+e—<@<1+m>—s)L>
B Qe—(@a—w—;)L

fur alle L > ng) existiert, folgt in Kombination mit (1.139) zum Einen |¢p(x)| <

Pr(x) fur alle x € [xL, LExL], wobei ¢y die eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems

G ) -

(wr)x(x) = VG"(1)YL(x) + Cle_( ’
wL(xL) =0,

L
T Sy
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ist, und zum Anderen |¢r(x)| < yp(—x) fir alle x € [LJE”,L} und alle L > L%,
wobei 771, die eindeutig bestimmte Losung des Anfangswertproblems

(VT g e
(70)x(x) = VG (1)(x) + Cre ( 7 (=m)) z)L

B G”(l) B e
WL(—L):Cze ( 5 (1—|m[) 2)L,

fiir x € [—L,—%} ,

ist. Es gilt

_ (V&' —lm|)—¢€ _ G (1) Clml)—€
¥ix) = ﬁ}%e (tacms)e ((;:/3(1)6 (Y5 0m=5) L, /o)

fiir x € [xL, LJEXL} und

(S aem-s )
n(x) = e
/G//(l)

") €
G+ G G”(l)e—( Gzl<1—ml>—z)Le¢cT1><x+L>
G”(l)

fiir x € [—L, — LEXL} , sodass wir

pr(x)] < {IPL(X) far x € | x1, =5
L >

n(—x) firx € —L,—LJEXL}

- max{% (Lj;xL) " (_L+xL)} (1.140)

(0w )L vy,

L+XL]
7

N

<e z

gleichméa@ig fiir alle x € [x;,L] und alle L > L?) erhalten. Weil L — x; = T+

m)L + o(L) nach Korollar (1.2.18) gilt, gibt es ein LS) > Léz) mit

L—x; 1 €

E < S m) ¢ ey (1.141)
fir alle L > L?), sodass wir
~ (YU (1 jm)) -5 )L Vo)
lpLllce,) S e ( ’ 2> ez ()
o (B (YD )
[141)
o (M m-g)e (YE T s )
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fir alle L > LS) folgern.

Um jetzt eine Abschatzung auf dem Teilintervall [0, x; | zu beweisen, gehen wir ana-
log wie im Beweis von (1.139) bis (1.140) vor und erhalten dann unter Verwendung

des Korollars (1.2.22) und des nachfolgenden Lemmas (1.2.24) [(i)] die Abschét-

zung
(VGQ“”(l—lm)—E)Le &) (1.142)

7 XL

Iellcqorny Se

fir alle L > Lg). Da x; =
(4) (2)

wiederum ein L¢/ > L mit

(1+m)L + o(L) nach Korollar (1.2.18) gilt, existiert

N[—

(1-m)+ ——= (1.143)

fur alle L > L£4), sodass wir

loLlicor) = e( ’

m(1|m|>§)Le o,
o (T m-g ) (Vw1

I
3>

fiir alle L > L£4) schliefSen.

Insgesamt erhalten wir

lwrL — oLy leqor) = PLllcqorn) S e_(

und dariiber hinaus

[(wr)x — (oL )xllcqory < ||wL_vL,xL”C([O,L])+€_(

< (YD a-spml)—e)
firalle L > L, := max{LéB), L£4)}, d.h. (1.131) ist bewiesen. O

Im vorigen Beweis haben wir auf das folgende Lemma verwiesen.
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Lemma 1.2.24.
Seim € (—1,1). Auflerdem seien die zugehorigen Minimierer wy, aus Definition |1.1.2} die
Voraussetzungen und der kink v aus Lemma gegeben. Dann existiert fiir jedes
€ > 0ein L > 0, sodass

D) 1 —o(xp)| Sexp (— < (32”(1) (1—m)— e) L) und
(i) [1 = o(L — x.)| < exp (— ( 705 4 ) —e) L)

%‘

fiir alle L > L gelten.

Beweis
Sei € > 0, wobei ohne Einschrankung der Allgemeinheit

€ <4/G"(1)(1 —m) (1.144)
gelte, und sei Lo := L, (I, aus den Voraussetzungen [1.2.13).

(i) Zunéchst finden wir aufgrund der Stetigkeit der Funktion H aus den Vorausset-

zungen [1.0.1]ein fe € (0,1) mit
2 2
H(t) > H(1) —é ( € > = éG”(l) - % ( € ) (1.145)

1—m 1—-m

fiir alle t € (tc,1). Nach Lemma existiert nun ein ¥ > 0 mit v(&.) = t,
und v(x) € (t, 1) fur alle x > %. Somit erhalten wir

2
2G(v) = /2H(v)(1 — v?) > \/411(;//(1) _411 ( € ) (1—-1v%)

vy =
(1.24) 1—m
G”(l) € 2
> - - :
> ( 5 2(1_m))(1 ), (1.146)
—C. > 0
i)

in [%e, 00), wobei wir in (1.146) die Ungleichung va+b < /a + Vb fiir a,b > 0
verwendet haben. Daher gilt v > u in [X, 00), wobei u die eindeutig bestimmte
Losung des Anfangswertproblems

uy = Ce(1—u?) in [, 00),
{u(fe) = te,

ist. Sei nun X € R der eindeutig bestimmte Punkt mit tanh(X,) = t., dann gilt
u(x) = tanh(Ce(x — Xe) + Xe)

fiir x € [%e, 00). Zudem folgt aus der Darstellung

1
xp = =(1—m)L+o0(L), 1.147
Ly 21— ™ +o(D) (1147)
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dass ein Lgl) > Lo mit x; > X fiir alle L > Lél) existiert. Insgesamt ergibt sich damit

die Abschédtzung
1—v(xp)|=1—0v(xp) <1—u(xy) =1—tanh(Ce(xp — %e) + X¢)
eCE(XL—f€)+5C\€ o e—Ce(xL—fg)—fg

_ ece(xL—J'Ze)—‘,—j?e +e—C€(xL—3?g)—9?g

ze_ce(xL_fe)_J?e (1148)

T eCe(XL*Xe)#’jC} _|_ e*Ce(XL*fg)*fg
< e—ZCE(xL—JZE)—ZJ?e < e—2C€xL

fiir alle L > Lgl) . Dartiiber hinaus gibt es wegen (1.147) ein LS;Z) > Lél) mit

ool o € > 0
L2 2/G"(1) {14

fur alle L > ng), sodass sich

_ - —(+/G"(1)— = la—m)——=< )L
(T.144)

(VGO N &2 (VG
B G P CAUT=T Lo\

fir alle L > ng) ergibt.

(i) Wegen L — x;, = (1 +m)L + o(L) nach (1.96) erhalten wir mit einer dhnlichen

Argumentation wie in|(i), dass ein L£3) > 0 mit

— & 1+ — L
P e e
fiir alle L > LS’) existiert.
Schlieflich wihlen wir Le := max{ng), LE:B) }. O

Somit konnen wir das Korollar deutlich verbessern.

Korollar 1.2.25.

Sei m € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4) und (G5). Auflerdem seien
der zugehorige Minimierer wy aus Definition die Voraussetzungen [1.2.13|und [1.2.19
sowie die zu m gehorige Funktion vy € Ap zusammen mit thren zwei Nullstellen +zy aus
Lemma fiir alle L > L gegeben. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein L > 0, sodass die
Abschitzung

b — ]| €1 e (- (%(1)(1 _ 3jm)) —e> L) (1.149)

fiir alle L > L gilt. Ferner gilt

(1—m)L+o0(1). (1.150)

1
XLZE
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Beweis
Die Abschitzung (1.149) ergibt sich unmittelbar aus Satz|1.2.23/in Kombination mit

den Abschitzungen (1.9?), (1.98) und (1.100).

In Kombination mit dem asymptotischen Verhalten (1.28) von z;, folgt anschlieflend

(1.150). O

Dieses Resultat und Satz ermoglichen es uns nun, sogar den Abstand zwi-
schen dem Minimierer w; und der Funktion v; € A; aus Lemma in der C!-
Norm abzuschétzen. Bisher wissen wir ndmlich nur aus Korollar dass fiir die
Energie-Differenz Er (wy) — Er(vr) = o(1) gilt.

Satz 1.2.26.

Seim € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4) und (G5). Auflerdem seien
der zugehorige Minimierer wy, aus Definition [1.1.2} die Voraussetzungen [1.2.13| und [1.2.19
sowie die zu m gehorige Funktion vy € Ay aus Lemma fiir alle L > Ly gegeben. Dann
existiert zu jedem € > 0 ein Le > 0, sodass die Abschiitzung

G"(1
e~ ol S L exp (— (%a ~3jm]) - ) L) (1.151)

fiir alle L > L gilt, wobei wir (vr)(0) := 0 fiir alle L > L, definieren. Insbesondere gilt

lwr — oLl c1(—p,15) = o(1).

Beweis

Seien € > 0 und Ly := max{fz, fg,f4} (L, aus den Voraussetzungen (1.2.13 Ls
aus Lemma[1.2.17/und L4 aus den Voraussetzungen [1.2.19)) gegeben. Dann existiert
nach Satz|[1.2.23|ein Eé” > Lo, sodass die Abschdtzung

- ( Vel (1—3|m\)—e) L
<e

|lwr — oL, Hcl([—L,L])
fir alle L > fgl) gilt. Daher erhalten wir

lwo = oulleroray < lwn = oL lex-ra + oLy = oelleng-Lo)
,(@(173\m|)76)L (1.152)
<e + ||UL,xL - ULHCl([—L,L])

fur alle L > Eﬁ”, sodass wir im Folgenden den zweiten Summanden des letzten
Ausdrucks von (1.152)) betrachten:

Sei L > EQ) . Aufgrund der Definitionen von vy und vy 4, ist vy, — vy in (—L,0) U
(0, L) stetig differenzierbar mit

) =V2G(v ) +/2G(vr), fallsx € (—L,0), (1153)
* V2G(01,,) — /2G(vr), fallsx € (0,L). '

(V1% )x — (v1)
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Da jetzt zum Einen v/2G € CY!(R) wegen (G1) bis (G3) und zum Anderen |v; , |, |0 |

loc

< 1in [—L, L] aufgrund von Lemma gelten, erhalten wir

1(0r,x)x — (vn)xlle-ro)) S loLx, — oLl o)
und somit
o, — vLller—pr) S oL — oLlle-ru)- (1.154)
Dabei gilt

X[, — 2
o1 = vl =20 (2252, (1159)

Denn sei ohne Einschriankung der Allgemeinheit x; < zp, so gilt v; ,, —vr > 0in
[—L,L], da der kink v nach Lemma streng monoton wichst, und dariiber
hinaus gilt z.B.

(UL,xL — vL)x(x) 1'1:53 \/2 LXL \/2G ’(’)L

\/2G(v(x —x1)) - ¢zc<v<x - 21))

>0, fallsxe (0,%32L),
=0, fallsx = *FZL, (1.156)

<0, fallsxe (’“zﬂ,L) ,

fiir x € (0, L), wobei wir in (1.156) verwendet haben, dass 1/2G(v) in R<p bzw. R>q

monoton wichst bzw. fillt, das sich aus Lemma [1.2.7][(ii)l und der Monotonie von G

und somit v2G in [—1,0] bzw. | aufgrund von (G1) und (G3) ergibt, und dass
2G(v) in R nach (G1) und Lemma 1 . )| gerade ist. Dies impliziert

XL+ 2zt Xp+z

lors =otllcqory = orm | 5= ) —oe | =3
— 0 zZ1, — X1, — X1, — Z,

n 2 2

. Z1, — XL ZL — XL
—o (") e (25)

B zZr — XL\ X —zp |
s (55) (52,

da v in R ungerade und nach Annahme x; < zy ist. In Kombination mit der Tat-
sache, dass vy, , v1 und damit auch vy, — v in [—L,L] gerade sind, ergibt sich

schliefdlich (1.155]).

Des Weiteren gilt |v(x)| < /2G(0)|x| fiir alle x € R, da v(0) = 0 und wegen |v| < 1

in R zudem
= /2G(v) < 4/2G(0
’ ( )(gni(gs) ©)

in R gilt, sodass wir die Abschédtzung

|xL—ZL|)
20 ——— ) < |x; —z 1.157
( 2 S |xp —z1 ( )
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erhalten.
Nach Korollar (1.2.25) existiert nun ein Eéz) > EQ) mit

lxp —zr| < Le_<

fur alle L > Eéz), sodass wir insgesamt

—< (1-3|m|) e) L
lwr = oLlley—ryy S e + o, = orllen—r)
([T.154) _( V6" () (1-3[m|) €>L
S e + | — 2|
(L.155),(1.157)
—( VG (1 _3jm)) e)L ( VG (1 _3|ml)— )
< e + Le
_ GII<1) _ _
S Le ( ——(1-3|m|) G)L
fur alle L > ng) =: /L\E, also die Behauptung, folgern. Il

Zum Abschluss des Kapitels stellen wir uns die Frage, wie wir die bisherigen Ab-
schiatzungen, angefangen mit denjenigen in Lemma bis zu denjenigen in Satz
noch weiter verbessern konnen, und zwar im Hinblick darauf, dass wir mog-
lichst auf den Parameter € > 0 verzichten konnen. Die Schliissel dazu sind im We-
sentlichen das Korollar das eine deutlich bessere Ausgangsposition als das
Korollar darstellt, und das Axiom (G6). Dabei beginnen wir mit der Verbesse-

rung von Lemma [1.2.20

Lemma 1.2.27.
Seim € ( é, 1) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4) und (G5). Auflerdem seien

die zugehorigen Minimierer w L aus Definition[[.1.2 die Voraussetzungen[[.2.13jund[1.2.19
sowie My, my aus Lemma|l.2.8|gegeben. Dann existiert ein L6 > 0, sodass die Abschitzun
gen

(i) |[Mp —tr| S exp <—GTH(1)(1 —l—m)L) und
(ii) |mp —sp| Sexp <—GTN(1)(1 — m)L)

fiir alle L > L gelten.

Beweis
(i) Zundchst gehen wir ganz genau wie im Beweis von Lemma (1.2.20) ((i)| bis ein-
schliefSlich der Identitat (1.120) vor, d.h. es existiert ein Ly > 0 mit

ltp — M| = t; — My = exp(K)(2+0(1))e 2tV C" (M) (1.158)
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fiir alle L > L4, wobei

1
A = L—xy = —(1+m)L+o0(1
Lam T g 2 TR

gilt, d.h. es existiert ein Restterm R(L) mit
1
AL = E(l—i—m)L—l—R(L) (1.159)
mit R(L) = o(1).

Zudem folgt aus (G4) und der Ungleichung G” > ¢ ( L' > 0in (1-0,1+0) auf-
grund der Voraussetzungen [1.2.19| dass VG € C% 1([1 —0,1+0]) gilt, das

S M -1

S

‘\/G”(ML)— el =

fur alle L > L, impliziert. Sei nun € € (O, —”Gz//(l)(l — |m\)), sodass das Korollar
(1.2.22) die Existenz eines hinreichend groflen Ls = Ls(€) > L4 mit

‘\/G"(ML) — \/G"(l)' < |ML . 1‘ < e‘<@(1—\m|)—€)L

fur alle L > Ls liefert, wobei GTH(l)(l — |m|) — e > 0 nach Annahme bzgl. € gilt.
Insbesondere folgt daraus

L ‘\/G”(ML) - \/G”(l)‘ —o(1). (1.160)

Schliefilich ergibt sich

|t — M| < e_(%(”‘“ JLAR(L)) (VG 1)+ (/G (ML) -+/G"(1)))

(C158), (159
_ o (B0emL(VETM) - D) +R(L) G ML) ) - VD (1 4m)
< erGZ W (14m)L

([L.159),(1.160)

fiir alle L > Ls.

(ii) Dazu gehe man zundchst wie im Beweis von Lemma (1.2.20) und anschlie-
lend unter Benutzung von Korollar (1.2.25) wie in |(i)| vor, infolgedessen man ein
L¢ > 0 erhilt, sodass die Abschitzung in [(ii)| fiir alle L > L gilt.

Dann wihlen wir Lg := max{Ls, L¢}. O
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Daraus folgt vollig analog zu Korollar (1.2.22)) das

Korollar 1.2.28.

Sei m € <—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4) und (G5). Auflerdem seien
die zugehorigen Minimierer wy, aus Definition die Voraussetzungen [1.2.13|und [1.2.19
sowie die zugehirigen Konstanten Ar, aus Lemma und My, my, aus Lemma [1.2.8]
gegeben. Dann existiert ein Ly > 0, sodass die Abschiitzungen

(i) 1Al S exp (—/GM(1 — [m|)L),
(ii) |1 — My| < exp (——VGZ”(% _ |m|)L) und

(iii) |14+ mp| < exp (—GTN(U(l — \m|)L)

fiir alle L > Ly gelten.

Um schliefdlich auch die Abschédtzung in Satz zu verschérfen, benoétigen wir
insbesondere ein Hilfslemma analog zu Lemma das dhnliche Abschatzun-
gen beinhaltet, aber ohne den Parameter €. Dafiir miissen wir jedoch zusitzlich zu
den ohnehin schon stirkeren Voraussetzungen, wie z.B. in Korollar erstmals
fordern, dass das Potenzial G dem Axiom (G6) geniigt.

Lemma 1.2.29.
Seim € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4), (G5) und (G6). Auflerdem

seien die zugehorigen Minimierer wy, aus Definition die Voraussetzungen (1.2.13|und
der kink v aus Lemma gegeben. Dann existiert ein Lg > 0, sodass

i) |1 —o(x)| S exp (— (;2”(1) (1- m)L> und

(i) |1 —o(L—x1)| < exp (_ Gz//(l) (1+ m)L)

fiir alle L > Lg gelten.

Beweis
Sei Lp := Ly (L aus den Voraussetzungen [1.2.13).

(i) Nun gehen wir analog zum Beweis von Lemma [1.2.24][(i)] vor, wobei wir zu Beginn
statt (1.145) die Ungleichung
1

H(t) > H(1)=2G"(1)
(G6) 8

fur alle t € (tp,1) mit ty := 1 — a verwenden. Dann erhalten wir insbesondere die

Abschitzung (1.146) in [Xp, o) fiir ein hinreichend grofles %y > 0, jedoch mit der

Konstante Cy := GT(D > 0 statt Ce.

Zudem benutzen wir spéter statt (1.147) die Darstellung (1.150), d.h. es gilt x; =
3(1 —m)L + R(L) mit einem Restterm R(L) = o(1).
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SchlieSlich folgt die Existenz eines hinreichend grofien L; > 0, sodass die Abschét-
zung

11— o(xp)] < e 20 = ¢~ V&' (DxL — =V (1) 1(1-m)L+R(L))

_ o VORL) - YG W a-

tir alle L > L gilt.

(i) Wegen L — x, = (1 +m)L + o(1) nach (1.150) ergibt sich mit einer dhnlichen
Argumentation wie in |(i)| die Existenz eines L, > 0 mit

/G/l(l)
1—o(L—xp)| e "2 (1+m)L

fiir alle L > L.

Schlielich wihlen wir Lg := max{Ly, L, }. O

Unter Zuhilfenahme der letzten beiden Resultate (statt Korollar [1.2.22| und Lemma
kann folgendes Analogon zu Satz bewiesen werden. Dabei ist zu
beachten, dass man die Darstellung aus Korollar wie im Beweis von
Lemma oder Lemma in den Beweis einbringt.

Satz 1.2.30.

Seim € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4), (G5) und (G6). Auflerdem
seien der zugehorige Minimierer wy aus Definition die Voraussetzungen und
sowie die Funktion vp, unter Verwendung der Definition mit z = xp fiir
L > L, gegeben. Dann existiert ein Lg > 0, sodass die Abschiitzung

G'"(1
o — 010 lor s,y S exp (—T”a - 3\m|>L) (1.161)

fiir alle L > g gilt, wobei wir (v x,)x(0) := 0 fiir alle L > L, definieren.

Unmittelbar daraus ergibt sich das anschlieffende Korollar, das auf dhnliche Weise

wie das Korollar [1.2.25| gezeigt wird.

Korollar 1.2.31.
Seim € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4), (G5) und (G6). AufSerdem

seien der zugehirige Minimierer wy, aus Definition die Voraussetzungen und
sowie die zu m gehorige Funktion vy, € Ay zusammen mit ihren zwei Nullstellen
+zr aus Lemma fiir alle L > T, gegeben. Dann existiert ein Ly > 0, sodass die
Abschitzung

1
by — 7| € T w0 (-GT(l)u _ 3|m|)L> (1162)
fiir alle L > Ly gilt. Ferner gilt
x = 2(1—m)L+o(1). (1.163)
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Abschliefiend erhalten wir auch eine Verscharfung von Satz [1.2.26] die unter Ver-
wendung von Korollar [1.2.31] und Satz [1.2.30] (statt Korollar [1.2.25/ und Satz [1.2.26)

fast wortwortlich wie in der vorigen Version bewiesen wird.

Satz 1.2.32.

Seim € (—%, %) und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4), (G5) und (G6). Auflerdem
seien der zugehorige Minimierer wy aus Definition die Voraussetzungen (1.2.13| und
1.2.19|sowie die zu m gehdrige Funktion vy € Ay aus Lemma iir alle L > Ly gegeben.

Dann existiert ein L11 > 0, sodass die Abschitzung

V&) g 3|m|)L) (1.164)

lwr —vLllcr-ry) S L exp <— 1

fiir alle L > Ly; gilt, wobei wir (vy)(0) := 0 fiir alle L > L, definieren. Insbesondere gilt

lwr, — vLller(—,iy) = o(1).
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Wie in der Einleitung zu dieser Arbeit erwdhnt, interessieren wir uns in diesem
Kapitel fiir das Phianomen der (dynamischen) Metastabilitdt von Losungen der
Cahn-Hilliard-Gleichung, wobei dieses Phdnomen auch fiir andere Gradientenfliis-
se - induziert durch geeignete Energien - zu beobachten ist. Allgemein ldsst es sich
so beschreiben, dass sich Losungen in der Zeit beinahe konstant verhalten, aber tat-
sdchlich von einem stabilen Zustand weit entfernt sind. Stattdessen entwickeln sie
sich nur fiir eine sehr lange Zeit duflerst langsam, aber nach langen Zeitintervallen
sind dennoch nennenswerte Verdnderungen zu beaobachten.

Zwei fundamentale Beispiele konnen wir aus der skalaren Ginzburg-Landau-Energie
Er aus Definition fir L > 0 konstruieren, indem wir die zugehorigen Gradien-
tenfliisse bzgl. zwei verschiedener Normen bestimmen. Zum Einen kénnen wir die
L?((—L,L))-Norm zugrunde legen und erhalten als zugehérigen Gradientenfluss
die Allen-Cahn-Gleichung

Uy = Uy — G'(u), x € (—L,L), t>0, (2.1)

fiir die die Metastabilitadt in [1) 2, 4] schon ausfiihrlich und erfolgreich fiir L > 1
erforscht wurde, wobei wir hier die Notation [I.1.5/[a)] verwendet haben. Zum Ande-
ren kénnen wir auch die H! ((—L, L) )-Norm verwenden, welche auf einem Skalar-
produkt in einem geeigneten Raum basiert. Dieses definieren wir zunéchst auf der
Grundlage von [3] Definition 4.1 und Lemma 4.3].

Definition 2.0.1.
Sei L > 0.

a) Dann seien
XP((~L,L)) :={u € H'((~L,L)) | u(—L) = u(L)} (2.2)

und

X7 (=L, L)) = { € H'((~L L))

L
uw(—L) = u(L), fudx = o} L 23)
L
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b) Seien u,ii € X} ((—L,L)) und U, U € CY([—L,L]) mit Uy = u und Uy, = ii sowie
f_LL Udx = 0 und f_LL U dx = 0. Dann sei

L
<u’ﬁ>H*1((—L,L)) = /UCIdx (24)
—L

Bemerkung 2.0.2
a) In Definition [2.0.1|]b)| liegen die Stammfunktionen in C!([—L, L]) aufgrund der

Einbettung (1.5) und des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

b) Man kann leicht zeigen, dass (Xger((—L,L)), (-, '>H*1((—L,L))) ein Pra-
Hilbertraum ist. Somit ist durch

loell 1=y = \/<“'”>H*1((7L,L)) (2.5)

fiir u € X} ((—L,L)) eine Norm auf X} ((—L, L)) definiert.

¢) In Definition @ b)| existiert auch eine Darstellung von (i, i) g-1((_y, 1)) unter
Verwendung der Fourier-Entwicklungen von u und #, und zwar wie in [3, Defi-
nition 4.1] unter Anpassung des zugrundeliegenden Intervalls. Dies kann vollig
analog wie in [3, Lemma 4.3] bewiesen werden.

d) Um nun einige Ausdriicke zu verkiirzen, schreiben wir ab jetzt bis zum Ende
des Kapitels zu gegebenem L > 0 bei jeglichem verwendeten Raum, jeglichem
verwendeten Skalarprodukt und jeglicher verwendeter Norm mit Bezug auf das
Intervall (—L,L) nicht mehr explizit dieses Intervall dazu. D.h. bei gegebenem
L > 0 seien z.B.

XPer .= XP"((—L,L)) und I g1 =11 g1 —pp))-

Fiir die H!-Norm konnen wir direkt folgende zentrale Ungleichung herleiten.

Lemma 2.0.3.
Sei L > 0. Dazu seien u € Xger und i € XP®". Dann gilt

IL

/uﬁ dax| < Jlul| gy || x| 2. 2.6)
L

Beweis
Zu u wihlen wir die Stammfunktion U € C!([—L, L]) mit f_LL Udx = 0. Da zudem

fELudx = 0 gilt, folgt U(—L) = U(L) und somit U := U — U(L) € H}. Daher
kénnen wir U durch Funktionen in C®((—L, L)) bzgl. der H'-Norm approximieren,
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sodass wir die Identitit

L L L L
uidy = | Upidx = | Udydx = | Uiiydx — U(L)(d(L) —d(—L))  (2.7)
Jroaem [ Bunse= G- |

L
_ / Uty dx
L
erhalten, wobei wir in fiir i € XP C CO'%([—L, L]) nach die Identitit
(L) — d(—L) = /ax dx =0

—L

verwendet haben. In Kombination mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt schliefs-

lich
L L
uﬁdx:/Uﬁdx<U 1l = Ul -1 |8 ,
/L | el S Il g Wl
also die Behauptung. [

Unter geeigneten Annahmen bzgl. des Anfangsdatums und der Randbedingun-
gen (vgl. Bemerkung [2.0.5/[d)) l4sst sich jetzt zeigen, dass der Gradientenfluss zu
der Ginzburg-Landau-Energie E; bzgl. der H !-Norm durch die Cahn-Hilliard-
Gleichung gegeben ist. Diese definieren wir nachfolgend und setzen obendrein ein
periodisches Anfangsdatum und periodische Randbedingungen voraus. Dabei ist

zu beachten, dass auch in diesem gesamten Kapitel die Voraussetzungen bzgl.
des Potenzials G gelten.

Voraussetzungen 2.0.4. (Cahn-Hilliard-Gleichung)
Das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4s) und es sei L > 0. Dann ist die Cahn-Hilliard-
Gleichung gegeben durch

up = —(thyy — G'(4)) xx (2.8)
fiir x € (—L,L) und t > 0.

Zudem seien als Anfangsdatum eine Funktion uy € XP" und periodische Randbedingungen
gegeben, d.h. wir betrachten hier Losungen u : [—L, L] X R>o — R von (2.8), die zusiitzlich

u(x,0) = up(x) fiir x € [-L, L],
u(—L,t) =u(L,t), ux(—L,t) = ux(L,t), (2.9)
Werl— L, 8) = (L, ), Usrn(—L, t) = Uzn (L, £} flirt >0,

erfiillen.
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a)

b)

d)

Bemerkung 2.0.5.
Sei u: [—L,L] x R>p — R die Losung der Cahn-Hilliard-Gleichung (2.8) unter den
zusatzlichen Bedingungen (2.9).

Aus der Regularititstheorie ist bekannt, dass u hinreichend glatt ist, sodass
samtliche nachfolgende Integrale, in deren Integranden die Losung u und/oder
deren Ableitungen vorkommen, endlich sind und dariiber hinaus sdmtliche
nachfolgende Differentiationen von Ausdriicken, die die Losung u und/oder
deren Ableitungen enthalten, moglich sind.

Es gilt u;(—L,t) = us(L, t) fir alle t > 0, da u(—L,t) = u(L, t) fur alle > 0 nach
gilt. In Kombination mit

Unxxxx (G/(u))xx — Ut (2.10)
fir alle x € (—L,L) und ¢t > 0, den Randbedingungen in und den Grenz-
tibergangen x — £L folgt somit

Uxxxx (_L/ t) = Uxxxx (L/ t) (2.11)

fir alle t > 0. Entsprechendes kann man auch fiir die hoheren Ableitungen von
u bzgl. x und/oder t zeigen, sofern sie existieren und G hinreichend glatt ist,
indem man erneut die Randbedingungen verwendet und beide Seiten der
Gleichung entsprechend differenziert.

In diesem Kapitel fassen wir die Losung u hédufig als eine Funktion u : R>¢ —
H', u(t) := u(-,t) auf, welche wegen [a)| wohldefiniert ist.

Eine allgemeine, formale Definition eines Gradientenflusses bzw. einer Gradien-
tenflussstruktur findet sich in [3], Definition 2.1 bzw. Definition 2.5]. Falls wir nun
in den Voraussetzungen obendrein fordern, dass das Anfangsdatum u die
Gleichung f_LL ugdx = 0 erfiillt, wurde in [3, Proposition 4.4] gezeigt, dass die
Cahn-Hilliard-Gleichung eine Gradientenflussstruktur bzgl. (Xg o () H*l)
- induziert durch die Energie E; - besitzt.

Nun gehen wir kurz auf einige elementare Eigenschaften von Losungen der Cahn-
Hilliard-Gleichung mit periodischem Anfangsdatum und periodischen Randbedin-
gungen ein.

Lemma 2.0.6.

Seien L > 0 und u : [—L,L] Xx R>g — R die Losung der Cahn-Hilliard-Gleichung (2.8
unter den zusitzlichen Bedingungen in den Voraussetzungen Dann besitzt u
folgende Eigenschaften:
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(i) Es gilt

L
][u(x,t) dx = + u(x,0)dx up(x) dx
—i

e~
I
e~

fiir alle t > 0.
(ii) Es gilt

IL
%EL(u(t)) = —_/L ((—uxx +G'(u))x(x, t))zdx = —D(t)

fiir alle t > 0. Dabei wird D(t) als die Dissipation von u(t) bezeichnet.
(iii) Es gilt zum Einen u € C*(Rsq, (H, || - || g1)) (Fréchet-Differenzierbarkeit) und zum
Anderen u(s) — u(t) € X} und

lu(s) — u(®llg+ < [ /D) dr (2.12)

fiiralle 0 <s < t.

Bemerkung 2.0.7.

In der Situation des vorigen Lemmas folgt aus der Identitit in |(ii)| in Kombination
mit D(t) > 0 fiir alle + > 0, dass %EL(u(t)) < 0 fiir alle + > 0 ist, sodass E (u(+)) in
R0 monoton f&llt. Insbesondere gilt daher Ej (u(t)) < Er(up) fir alle t > 0.

Beweis von Lemma
Unter Beachtung von Bemerkung [2.0.5([a)| ergibt sich:

a1

(i) Es gilt
L L L
7 (7[ u(x,t) dx) = ][ut(x,t) dx " ][—(uxx — G (1)) xx(x,t) dx
L ~L ~L
x=L
= [~ (= Gt t)] & °

fir alle t > 0, das die Behauptung impliziert.
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(ii) Mit mehreren partiellen Integrationen erhalten wir

L
L e () = o (/L 22+ G<u<x,t>>dx)

L
_ / e (%, D) ge (x, ) + G (u(x, 1)) u(x, £) dx
L

L
= / — 1y (%, 1) (ty — G (1) ) yux (2, 1) — G (u(x,8)) (uxx — G' (1) ) (x, ) dx
L

23 -
x=L L
_ {_ (2, 1) (tx — G (1)) xx (%, t)]x:_L—i— / Uy (2, 1) (tx — G (1) ) (%, )
A ~~ ” L

fiir alle t > 0.

(iif) Sei m := f_LL up dx, so gilt f_LL u(x,t) dx = m fiir alle t > 0 nach|(i). Ferner seien
G:R — R, G(t) := G(t+m) und

fiir il € H! sowie il := ug — m und il := u — m. Dann gelten i, ii(t) € X} und

iy = uy " _(uxx - Gl(”))xx = _(ﬁxx - G/(ﬁ))xx (2.13)

fur x € (—L,L) und t > 0 sowie
ii(x,0) = dip(x) furx € [-L,L],

~(— t) = a(L,t), dx(—L,t) = dx(L,
wx(—L,t) = flxx (L, t), Tyxx(—L,t) = flxxx(L,t) ftart > 0.

=
P
~
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Nun kann man unter Verwendung der allgemeinen Definition von Gradienten-
flussstrukturen [3 Definition 2.5] vollig analog zu [3, Proposition 4.4] zeigen, dass
Er € CY((HY || - |lg1),R) (Fréchet-Differenzierbarkeit) und i € C!'(Rso, (H!, || -
1)) (Fréchet-Differenzierbarkeit) gelten, wobei wir #(t) mit (-, t) € X} fiir alle
t > 0 identifizieren konnen, sowie die Gleichung eine Gradientenflussstruk-
tur bzgl. (X§, (-,-) ;1) - induziert durch die Energie E; - besitzt. Insbesondere gilt
damit auch u € C!'(R>q, (H', || - ||;1)). Da zudem

L 2
ol < (52 ) ol

tiir alle ¢ € Xger nach [3| Remark 4.5] gilt, ergibt sich
CORxo, (X§7, I+ 1)) € CO(R0, (X5, () ig-1))

und in Kombination mit i € C'(Rsq, (HY, || - || ;). #(t) = ii(-,t) € X} und di(t) =
(-, t) € X} fiir alle t > 0 folgt somit

i € C'(Rzo, (HY, || - [1)) € CO (R0, (X7, () 1))

und
it € CO(Rxo, (HY, || l11)) € CO(Rxo, (X5, () g1))-

Damit sind alle Voraussetzungen von [3, Lemma 2.7] erfiillt, sodass

fiir alle 0 < s < t gilt. Da per Definition u(s) — u(t) = d(s) —ii(t) € X} und
Er(u(t)) = EL(i(7)) fiir alle 0 < s < T < t gelten, erhalten wir schlielich

Ju(s) — () M1</¢"4L M_/¢_—

furalle0 <s <t. O]

Nun wurden in [6] schon starke Aussagen bzgl. der Metastabilitat der Cahn-Hilliard-
Gleichung fiir L > 1 entwickelt und bewiesen, wobei die Hauptresultate in [6, Theo-
rem 1.5] formuliert sind, welche wir mit Satz zitieren. Im Wesentlichen wird
darin Folgendes ausgesagt: Gegeben sei die Losung u der Cahn-Hilliard-Gleichung
unter den zusétzlichen Bedingungen , wobei das Anfangsdatum ug € Xger
die Energie E[ (119) der Ordnung Eins und den H~!-Abstand zu einem Punkt auf der
sogenannten slow manifold of evolution mit N klar getrennten Ubergéngen (bzw.
Stufen), kurz N-layer branch of the slow manifold, (siehe Definition besitzt.
Dann weist die Losung u drei Entwicklungsphasen (bzgl. der Zeit) auf:
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1) Nach einer Zeit der Ordnung L?> wurde die Losung u in eine algebraisch kleine
Umgebung des N-layer branchs of the slow manifold gezogen.

2) Nach einer Zeit der Ordnung L3 befindet sich die Lésung u in einer exponentiell
kleinen Umgebung des N-layer branchs of the slow manifold.

3) Anschlieflend befindet sich die Losung fiir einen exponentiell langen Zeitraum
exponentiell nahe an dem N-layer branch of the slow manifold.

Als Ergdnzung zu diesen Resultaten verfolgen wir in diesem Kapitel das Ziel, mit
einer neueren Methode aus [5] unter Benutzung der sogenannten excess mass die
Metastabilitat der Cahn-Hilliard-Gleichung unter dhnlichen, aber vereinfachenden
Annahmen fiir L > 1 zu untersuchen, wobei wir uns im Wesentlichen nur auf die
erste Entwicklungsphase konzentrieren. Das zugehorige Hauptresultat ist der Satz

2.1 Positive und negative Minimierer der 1-D-Ginzburg-
Landau-Energie

Als Basis fiir die nachfolgenden Uberlegungen miissen wir zunichst zwei weitere
Minimierungsprobleme fiir die Ginzburg-Landau-Energie betrachten.

Voraussetzungen 2.1.1.
Sei 1 > 0. Dann ist die Ginzburg-Landau-Energie auf dem Intervall |0, 1] definiert durch

u2 4 G(u)dx, (2.14)

N —

l
Ejop() == [
0

wobei u € H'((0,1)) sei. Dazu seien die Minimierungsprobleme

inf E u mit
| 0, (1)

(2.15)
G = {u € HY((0,1)) |u>0in (0,1), u(0) = u(l) = 0}

sowie

inf Egy(u) mit
ueC;”

(2.16)
G = {u € H'((0,1))

u<0in (0,1), u(0) =u(l) = 0}

gegeben.
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Bemerkung 2.1.2.
a) Die Wohldefiniertheit und Endlichkeit von Ey;(u) fiir eine Funktion u €

H'((0,1)) ergibt sich wieder aus . Zudem gilt Ejy (1) > 0 wegen (G2).

b) Fiir jedes u € H!((a,b)) und ¢ € R erhalten wir mit der Substitution y = x + ¢
die Identitat

I+c

)
Fy(u) = [ 38 + Gu() dr = [ 21y — o)+ Glu(y—)) dy,
0

c

d.h. simtliche nachfolgende Ergebnisse bzgl. der Minimierungsprobleme (2.15)
und (2.16) tibertragen sich auf die Minimierungsprobleme, die analog zu (2.15)

und (2.16) unter Verwendung des Intervalls [c, + c| statt [0, I] definiert sind.

Die wichtigsten Resultate zu den Minimierungsproblemen (2.15) und (2.16) fassen
wir in folgendem Lemma zusammen. Dabei gibt es viele Parallelen zu den Ergeb-

nissen aus Kapitel

Lemma 2.1.3.
Seien die Voraussetzungen |2.1.1 gegeben. Dann existiert ein ly > 0, sodass fiir alle | >
ein Minimierer w;" € C;" von (2.15) und ein Minimierer w; € C;” von existiert. Fiir

I > 1y weisen sie folgende Eigenschaften auf:

(i) Es gilt mindestens w)",w; € C*1([0,1)), falls G € C*([0,1]) fiir k > 2 ist. Falls G
das kanonische Potenzial ist, gilt sogar w;", w; € C*([0,1]).
(ii) Fiir u € {w;", w;"} gilt die Euler-Lagrange-Gleichung

— uxx + G,(u) ES O (2.17)
in [0,1). Ferner existieren Konstanten B}, B;” € R, sodass die Identitiiten
Lo+2 1y _ g+ 12 ~\ = g-
—(w )y +G(w") =4 und - E(wl )x +G(w ) =B (2.18)

in [0, 1] gelten.
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(i1i) Es existieren

M := max w und m; = min w; .
[0,]] [0,]]
Fiir diese gelten M;"™ < 1 sowie m; > —1 und
M =140(1) und m; = —1+o0(1) (2.19)
jeweils fiir | — oo. Dariiber hinaus gelten
B =o(1) und B =o(1) (2.20)

jeweils fiir | — oo. Dabei haben wir die Notation verwendet.
(iv) Es gilt, dass —w," € C;” ein Minimierer von und —w;” € C;" ein Minimierer
von ist. Auflerdem gelten fiir die minimalen Energien die Identititen

Ejoy (w]") = Egy(w7) / 2G(t)dt +o(1) fiirl — co. 2.21)
(v) Die Minimierer w;" und w;, sind symmetrisch bzgl. der vertikalen Achse durch g

d.h. fiir u € {w;", w; } gilt
u x+£ =u —x+£
2) 2
!

fiir alle x € [O, %] Ferner sind ler und w,;" streng monoton in [0, 7] und [%,l] und

w;" (é) = M und w; (é) =m; .

es gelten

Im Beweis arbeiten wir u.A. mit folgenden Funktionen (vgl. Definition [1.2.4).

Definition 2.1.4.
Sei | > 0. Zudem sei der kink v aus Lemma |1.2.1| gegeben. Dann definieren wir die Funktio-
nen v, vy : [0,1] — R durch

v(x), alls x € |0,1),
v (x) = %) J 2 (2.22)
—o(x—1), fallsx € %,l ,
sowie durch vy (x) := —v;"(x).
Beweis von Lemma
Zunichst sei
1
~ 1
> &0 / 2G(t) dt, (2.23)
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wobei die rechte Seite aufgrund der Stetigkeit von G und (G2) wohldefiniert ist, und
I > le. Um nun die Existenz von Minimierern zu zeigen, gehen wir dhnlich wie im
Beweis von Satz vor. Dabei beschranken wir uns auf das Minimierungsproblem
(2.15), da der Existenzbeweis fiir das Minimierungsproblem analog verlduft.

Zu Beginn beobachten wir, dass C;" nicht-leer ist, da v € C;" fiir die Funktion v;"

aus Definition aufgrund der Eigenschaften des kinks in Lemma gilt. In
Kombination mit der Tatsache, dass Ey (i) € [0,00) fiir alle & € H'((0,1)) wegen

und (G2) gilt, ergibt sich somit inf Ejp) € [0, ).
Cl
Sei nun (ug)ren € C;7 € Hj((0,1)) eine Minimierungsfolge von E j, d.h. es gelte

Ejoy () — lcfllf Ejo,)-

Dann ergibt sich analog zum Beweis von Satz unter Verwendung einer anderen
Poincaré-Ungleichung, und zwar

121l 20,y < Collixllrz o)

fiir alle # € H((0,1)) mit der zugehorigen Poincaré-Konstante Cp > 0, dass wir

eine Teilfolge (uy,); p von (ux)ken und einu € H'((0,1)) € C%2([0,1]) (siche 1)
finden, sodass insbesondere

u, — u in C([0,1]) und u(0)=u(l)=0 (2.24)
1—00
sowie
E[O,l] (u) < llfggonf E[O,l} (ukl,) (225)

gelten. Dies impliziert

Ejon(u) < lim inf Egy (ur,) = lim Ej, (ux,) = Hm Eyopy(u) = icn+f Epn- (2.26)

1
Jedoch konnen wir jetzt nicht ohne Weiteres wie in folgern, dass u ein Mini-
mierer von ist; denn dafiir miisste u € C;" gelten. Dazu miisste noch bewiesen
werden, dass u > 01in (0,1) galte. Dabei folgt zwar aus uy, > 0in (0,]) fiir alle i € IN
und (2.24), dass u > 0in (0, 1) gilt, aber man kann nicht ausschlieSen, dass u in (0,1)
Nullstellen besitzt. Daher nehmen wir jetzt an, dass u eine Nullstelle in (0,!) habe,
und unterscheiden nachfolgend zwei Fille:

1.Fall: Es existiert ein y € (0,1) mit u(y) > 0.
Dabei nehmen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit #(y) < 1 an. Nun exis-
tieren die Punkte

x1:=inf{x € [0,1] | u(x) > 0} und Xp :=sup{x € [0,]] | u(x) > 0}.

Per Annahme ist #(y) > 0 und daher 0 < ¥; < y < ¥ < I. Nun miissten wir Félle
danach unterscheiden, ob ¥; > 0 oder X; = 0 bzw. X, < [ oder x; = [ gilt. Ohne
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Einschrankung der Allgemeinheit nehmen wir dabei z.B. ¥; > 0 und X, = [ an. Nun
definieren wir f : [0,/] — R, f(x):= #x. Da f(y) = u(y) gilt, existiert dann

x1:=min{x € [0,] | u(x) = f(x)} € (¥1,y]
und es gilt u(x1) = f(x1) € (f(%1), f(y)] = (f(%1),u(y)] C (0,1) sowie

u(x) { f(x), fallsx €[0,x1), 2.27)
f(x), fallsx = x.

Dabei sei Iy := [0, x1). Ferner existiert wegen X, = I, u(!) = 0 und der Stetigkeit von
u eine Folge (xy)nen., € (y,1) mit x;, < x,41 und u(x,) € (0,1) fir alle n € N>
sowie x;, — [ fur n — co. Dazu definieren wir

e = minfu(x,), (i)} und L= [ x)

fir n € IN. Mit diesen Bezeichnungen konstruieren wir eine Funktion i : [0,]] — R
gegeben durch

f(x), falls x € I,
i(x) := < max{u(x),c,}, fallsx €I, ne€N,
0, falls x =,

fiir die per Konstruktion i € C;" gilt. Des Weiteren ist E o) (#) < Efg)(u); denn zum

Einen ist 1 1
/ “Rdx= [ 2fdx < / S dx, (2.28)

Io Io Io
da f der eindeutige Minimierer des Minimierungsproblems

{ inf fI 172dx  mit
= {it € H'(Ip) | #(0) =0, @(x1) = u(x1) (= f(x1))}

ist, und

/G () dx—/G(f)dxglo/G(u)dx,

dasaus 0 < u < f < 1 in Iy (siehe (2.27)) und (G3) folgt, sodass sich insgesamt
E;, (it) < Ejy(u) ergibt. Zum Anderen gelten fur alle n € IN die Abschitzungen

1 1 1
/Eﬁ,zc dx = / Eui dx < /Eui dx,
In Inﬂ{MZCn} Iy

da aufgrund der Definition von i die Identitdten 7, = 0 fast tiberall in I, N {u < ¢, }
und 7y = uy fast tberall in I, N {u > ¢, } gelten, und

/G(ﬁ) dx = / G(cn)dx + / G(u)dx < /G(u) dx
I I

Lin{u<cy} Lin{u>c,}
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wegen 0 < u < ¢, <1linI,N{u < c,} und (G3), sodass insgesamt Ej, (i) < Ej, (u)
fiir alle n € IN folgt. Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz erhalten wir
damit E[O,l} (ﬁ) S E[O,l} (M)

Wegen i € C;" ergibt sich schlieflich

icI}f Eo ) < Epy (1) < Ejopy(u) é 1Cn+f Ejo,),

d.h. w;“ := 71 ist ein Minimierer von (2.15).

2.Fall: u=0
Dann gilt zum Einen

Ejoy () = G(0)] > G(0 zO /./2@ (2.29)

Zum Anderen erfiillt die Funktion v;" aus Definition die Differentialgleichun-

gen
N 2G(vf), fallsx € [0,5),
(@7)x = + !
~/2G(ef), fallsx e [4,1],
sodass sich analog zur Modica-Mortola-Rechnung in (1.21) und (1.22) die Identitét

S0 24 5 (G0 dx + [ 2(07)3 + 5(26(vf ) dx

1

2

Ep(0)) = /
0

N\N\N
N =

o (4) o 1) (230)
- / 2G(1)dt+ [ —1/2G(t)dt
v (0) o (3)
o(3) o(z)
=2/ 2G(f) dt = 2G(¢) dt,
0 ~o(4)

ergibt, wobei wir fiir die letzte Gleichheit verwendet haben, dass G gerade ist. Da

v (%) € (0,1) nach Lemma [1.2.1)|(ii)| gilt, folgt

Epy(vf) = / / 2G(t)dt < Epgy(u)

229



78 2 Konvergenzraten der Cahn-Hilliard-Evolution

und, da vl+ € Cf“ ist, somit

1Cn+fE[Ol}<E[Ol](Uz)<E[ }() < ll’le[,]

R29)
das ein Widerspruch ist, d.h. dieser Fall kann nicht eintreten.
Jetzt widmen wir uns dem Beweis von [(1)] bis

(i), (ii) Wir beschranken uns darauf, die Aussagen fiir w;r zu zeigen, da der Nachweis
der entsprechenden Aussagen fiir w;, analog verlduft. Dazu gehen wir im Wesentli-
chen wie im Beweis von Lemma vor: Sei ein beliebiges ¢ € H'((0,1)) mit
supp(¢) € (0,1) und ¢(0) = ¢(I) = 0 gegeben. Dann definieren wir die Funktion

p:R =R, ¢(s):= Egy(w +s¢).

Diese ist wohldefiniert, da w;” +s¢ € H'((0,1)) fiir alle s € R gilt. Da zudem
w;",¢ € C([0,1]) aufgrund von sowie w;” > 0 in (0,/) und supp(¢) € (0,1)
gelten, gibt es ein § > 0 mit w," +s¢ € C;" fiir alle s € (—6,6). Dann ergibt sich

¥(s) = Egp(w)” 4 s¢) > Ep(w;") = ¢(0)

fiir alle s € (—4,6) aufgrund der Minimierungseigenschaft von w;" und mit dem
Satz von der majorisierten Konvergenz folgern wir, dass ¢ in s = 0 differenzierbar
ist, sodass wir

d
0=—29(s)

analog

=0 {1

l
/ 0} )y + G () dx 2.31)
0

erhalten.

Nun zeigen wir, dass daraus (w;")y € C!([0,1]) und somit w;" € C?([0,1]) folgt: Nach
Lemma sind fast alle Punkte in (0,!) Lebesgue- Punkte von (w;")x, also sei z €
(0,1) ein beheb1ger aber fester Lebesgue-Punkt von (w;")x. Zudem sei y € (0,1) ein
weiterer Lebesgue-Punkt von (wl )x, wobei ohne Einschrankung der Allgemeinheit
y < z gelte. Jetzt sei €y > 0 so klein, dass die Funktion ¢¢ : [0,/] — R gegeben durch

p

0, falls x € [0,y —¢),
~(x—y+e), fallsxey—ey+e),

Pe(x) =<1, fallsx € [y+¢€,z—¢),
r(z+e—x), fallsx€[z—¢z+¢),
0, falls x € [z+¢€,1],

\

wohldefiniert ist und supp(¢e) € (0,1) fur alle € € (0,e9) gilt. Dann ist ¢ €

H'((0,1)) mit ¢c(0) = ¢c(I) = 0 fiir alle € € (0,€0), sodass wir ¢ = ¢ in (2.31)
wihlen kénnen und, da y und z Lebesgue-Punkte von (w;"), sind, ergibt sich mit
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dem Grenziibergang ¢ — 0 unter Verwendung des Satzes von der majorisierten
Konvergenz

0 = (@] )x(y) — (@ )x(z) + [ G'(awf) dx
y

bzw.

@ ):y) = = [ G'(wf) dx+ (] ) (2). 23
Yy

Dabei gilt diese Identitét fiir fast alle y € (0,1), da fast alle Punkte in (0,!) Lebesgue-

Punkte von (wf) x sind. Wie im Beweis von Lemma folgt nun, dass
(w;")x € C1([0,1]) und daher w," € C?([0,1]) sind. Deshalb gilt die Gleichung (2.32)
sogar fiir alle y € [0,!] und die Differentiation nach y auf beiden Seiten liefert

(W )xx(y) = G'(w) (y))
fiir alle y € [0,1], d.h. (2.17) ist fiir w,” bewiesen.

Dariiber hinaus ergeben sich die Regularititsaussagen in |(i), die Existenz von B;" €
R und die zugehorige Identitat fiir w;” wie im Beweis von Lemma @
Dabei ist B > 0; denn wegen w," (0) = wj" (1) = 0 und w,” € C1([0,1]) existiert
aufgrund des Mittelwertsatzes ein xy € [0,!] mit (w;")y(xg) = 0, sodass wir durch
Einsetzen von xg in (2.18))

B = G(w/ (x0)) > 0 (2.33)
(G2)

erhalten. Dass sogar ;" > 0 gilt, zeigen wir am Ende des Beweises von
(iii) Die Existenzen von M;r und m;r folgen unmittelbar daraus, dass wf,wf €
C([0,1]) sind und [0, /] kompakt ist.

) e [0,1] mit

w,” (xl(/"fx)> = M;". Da w;” > 01in (0,/) und w;"(0) = w;"(I) = 0 gelten, erhalten

Die weiteren Aussagen zeigen wir wieder nur fiir wl+: Dazu sei x

wir xl(”frax) € (0,1). Dann ergibt sich erneut analog zur Modica-Mortola-Rechnung in

(1.21) und (1.22) die Abschitzung

(max)

xl,+ 1
E[O,l} (wi_) = / E(wl—i_)i + E(ZG(wf)) dx + / §(wl+)3€ + E(zc(wl—i—)) dx

0 x[(/rj_M)
(max)

xL,Jr 1

> / (ler)x\/ZG(wfr) dx + / —(w;r)x‘ /zg(w;r) dx (2.34)

0 x;jiM)
M+
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Unter Verwendung der Funktion v € C;" aus Definition und der Minimie-
rungseigenschaft von w;" gilt dann die Ungleichung

—

mf o(4)
2 2G(t)dt < Einn(wh) < Enn(of) < 2 2G(t) dt. 2.35
O/\/ Wt < Eon(wf) < Bane) < 0/ (t) (2.35)

N

—_

Wegen v (%) € (0,1) nach Lemma [1.2.

und wegen M" > 0 sowie (G2) muss
" !
Ml <v z <1

Jetzt beweisen wir, dass M;," > 1+ o(1) fiir | — oo gilt. Dazu nehmen wir an, dass
dies nicht gelte, d.h. es existieren ein ¢ € (0,1) und Folgen (I;),en € R mit [, — oo
fiir n — oo, sodass 1 — MZ; > ¢ fur alle n € IN gilt. Daher ist (wlt)(x) € [0,1— 4] fur
alle x € [0,1,] und n € IN, das in Kombination mit (G2) und (G3) die Ungleichung

gelten.

me, = r[glu]l G(wlt) >G(1-6)>0 (2.36)

fiir alle n € IN impliziert. Auflerdem gibt es aufgrund der oberen Schranke in (2.35),
v (%) € (0,1) nach Lemma [1.2.1|(ii)| und aufgrund von (G2) eine Konstante C > 0

mit Ej | (wlt) < C fiir alle n € N, sodass wir insgesamt die Abschédtzung

Iy
C > Ejo, (w))) > /G(w;;) dx > I,mg ,
0

36)

> 1,G(1—-9)

fiir alle n € IN erhalten. Wegen I, — oo fiir n — oo und G(1 —§) > 0 liefert dies
jedoch einen Widerspruch. Daher war unsere Annahme falsch, also muss M;" > 1+
0(1) fiir | — oo gelten bzw. wegen M;" < 1 fiir alle | > 0 muss sogar M;” =1+ o0(1)
fiir I — oo gelten, d.h. ist fiir M;" gezeigt.

Schlieflich folgt (2.20) fiir f;" unmittelbar, indem wir xl("l”x)

(wf)x <xl(riax)> = 0, das wegen x(max) o (0,1) gilt, sowie (2.19) fiir Ml+, die Stetigkeit

in (2.18) einsetzen und

1+

von G und (G2) verwenden.

(iv) Zu Beginn beobachten wir, dass fiir ein u € H'((0,1)) genau dann u € C;" gilt,
wenn —u € C; gilt. Dies impliziert insbesondere —w;" € C;” und —w; € C;". Da G
zudem gerade ist, folgt Ejg(u) = Ejgy(—u) fiir alle u € H'((0,1)) und daher z.B.

Epo(—w;") = Ep(w;") < Ep(—u) = Epo (1)

fiir alle u € C;”, d.h. —w]" ist ein Minimierer von (2.16) und somit gilt Ejg; (w;") =
Ejo(w; ). Genauso ist —w; natiirlich ein Minimierer von 1) Schliefllich liefert
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und

—_

2.35) in Kombination mit (2.19) fiir M;t, lim v(x) = 1 nach Lemma [1.2.

7 1500

der Stetigkeit von G die Identitat
1 1
Eoy (w]}) / £) dt + o ):/ 2G(t) dt + o(1)
0

fiir I — co, wobei wir fiir die letzte Gleichheit verwendet haben, dass G gerade ist.
Damit haben wir auch (2.21) nachgewiesen.

(v) Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma

Nun steht in noch der Beweis davon aus, dass [Bl*, B, > 0 sind, wobei wir die
Ungleichung hier nur fiir B zeigen. Angenommen, die Ungleichung gelte nicht,
d.h. es gelte B = 0, da wir B;” > 0 schon in (2.33) gezeigt haben. Wegen der

strengen Monotonie von wl+ in [O, 2] und [%, l] ergibt sich mit (2.18), dass

2G(w;"), fallsx e [0, %) ,

)
—/2G(w]), falls x € [g,z},

(w,

gilt. Da zudem w;" (0) = w;"(I) = 0 ist, folgt mit derselben Argumentation wie in
Lemma dass w;” damit eindeutig bestimmt ist. Da die Funktion ;" aus De-
finition dieselben Differentialgleichungen und Randwertbedingungen erfiillt,
folgt somit w;” = ;" in [0, L]. Dann liegt w;" aber noch nicht einmal in C'([0,1]),
da w” = o inx = % nicht differenzierbar ist. Dies ist ein Widerspruch zu der
Regularitdtsaussage in Daher war unsere Annahme falsch, d.h. es muss ,Bf >0
gelten. [
Dartiber hinaus konnen wir dann wie im vorigen Kapitel den Abstand von wli aus
Lemma zu v}~ aus Definition in der C!-Norm fiir / > 1 durch eine bzgl. |
exponentiell abfallende obere Schranke abschidtzen. Dabei ist die Ausgangssituation
aber deutlich einfacher als in Kapitel 1; denn zum Einen sind die Nullstellen von wljE
jeweils genau in 0 und / und zum Anderen ist die rechte Seite von identisch
Null fiir [ > 1. Zunichst erhalten wir nun mithilfe des Beweises von [4, Lemma 3.1]

das anschliefiende

Lemma 2.1.5.

Seien die Voraussetzungen |2.1.1| gegeben und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4). Au-

fSerdem seien die Minimierer wljE sowie M;", m;" fiir | > Iy aus Lemma 2.1.3|gegeben. Dann

existiert ein I > 0, sodass die Abschitzungen

(i) |M" —1] Sexp <——VC;_”(1)Z> und
(i) |m +1] < exp (——VGZ”(”Z)

fiir alle | > h gelten, wobei in den Abschitzungen die Notation verwendet wurde.




82 2 Konvergenzraten der Cahn-Hilliard-Evolution

Beweis
(i) Unter Verwendung von Lemma [2.1.3| ergibt sich aus dem Beweis von [4, Lemma
3.1], und zwar aus dem Teil von (A.4) bis einschliefSlich der Identitdt nach (A.8),
wobei in dieser Situation v durch w;“ und M,(I) durch MIJr ersetzt werden muss,
dass

1 77 G"(M;")I
In(1— M) = /ST((;) - %dt +in(2) — # +o(1) 237)
0
::?€R

fiir | — oo gilt. Dabei ist zu beachten, dass man in dem oben genannten Abschnitt
des Beweises von [4, Lemma 3.1] zum Einen indirekt ein zu Lemma analoges
Resultat verwendet (Abgesehen von anderer Notation muss in dieser Situation Ap,
durch Null und deshalb auch s; bzw. f; durch —1 bzw. 1 ersetzt werden.) und
zum Anderen indirekt fiir die zu analoge Konvergenz benétigt, dass G dem
Axiom (G4) gentigt.

Nach Anwendung der Exponentialfunktion auf beide Seiten der Gleichung (2.37)
finden wir anschliefSend ein [y > [ (I aus Lemma i mit

G//(Ml-&-)

1-M|=1-MSe "z ! (2.38)

tir alle I > lp. Dann folgt mit derselben Argumentation wie bei der Herleitung der

Identitat (1.160), dass

z ‘\/GN(M;) - \/G”(l)‘ = o(1)
gilt, das die Existenz eines hinreichend grofsen /1 > [y mit

\/ G (M) VG M=) ey NEdD)
1-M| < e 2 Sl e g le~ 2()1567 r

(2.38)

fir alle I > I} impliziert.

(ii) Wie in ((i)| ergibt sich die Existenz eines I, > 0, sodass die zu zeigende Abschét-
zung fiir alle [ > I, gilt.

Dann wihlen wir I := max{ly,»}. O

Zudem gilt die folgende Hilfsaussage.

Lemma 2.1.6.
Sei der kink v aus Lemma |1.2.1| gegeben. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein I > 0, sodass

a2 o (- (40 -) o5

fiir alle | > 1 gilt.
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Beweis
Man verfahre analog zum Beweis von Lemma [1.2.24| fiir m = 0 bis vor (1.147). Wenn

man anschlieffend mit % statt x; arbeite, folgt die Behauptung. [

Unter Zuhilfenahme der letzten beiden Resultate folgt der

Satz 2.1.7.
Seien die Voraussetzungen |2.1.1| gegeben und das Potenzial G erfiille zusitzlich (G4) und

(G5). AufSerdem seien die Minimierer wli fiir I > To aus Lemma |2.1.3\ und die Funktionen
vli aus Definition |2.1.4) gegeben. Dann existiert fiir jedes € > 0 ein Io > 0, sodass die

Abschitzung
G"(1
oo — Uzi||c1([o,z]) S exp (- (# - e) l) (2.40)

fiir alle | > 1. gilt, wobei wir (v%)x(0) := O fiir alle | > 0 definieren.

Beweis
Seie >0und ! > Iy := Iy (lp aus Lemma [2.1.3).

Dann gentigt es zundchst wegen Lemma und wegen v, = —Z)Z+ Zu zeigen,
dass ein lAe > Iy existiert, sodass die die zu zeigende Abschdtzung fiir w;“ — vl+ fur
alle I > I, gilt. Dariiber hinaus sind wli nach Lemma [2.1.3 und v;" aufgrund
deren Definition und, da der kink v nach Lemma [1.2.1|[(i)] ungerade ist, bzgl. der

vertikalen Achse durch % symmetrisch, infolgedessen nur nachzuweisen ist, dass es

ein lA€ > | gibt, sodass

,( Gf“Le)z
||wl+_vl+||cl([0,é]) 56 (241)

fur alle [ > lA€ gilt.

Dazu gehe man im Wesentlichen analog zum Beweis der Abschidtzung in Satz
auf dem Intervall [xp, L] fiir m = 0 vor. Dabei ist zu beachten, dass man A; durch
Null ersetze und die Lemmata 2.1.5| und 2.1.6] statt des Korollars und des
Lemmas verwende. O

2.2 Einfiihrung und bisherige Resultate zur Metastabi-
litat

In diesem Abschnitt beschreiben wir zum Einen zusédtzlich zu den Voraussetzungen
weiter die Ausgangssituation in [6] fiir die Untersuchung der Cahn-Hilliard-
Gleichung auf Metastabilitdt, wobei wir diese leicht verallgemeinern, und zum An-
deren zitieren wir das zugehorige Hauptresultat [6, Theorem 1.5] in Satz Fer-
ner zitieren wir weitere Hilfsaussagen aus [4, 6] fiir unsere Uberlegungen im néchs-
ten Paragraphen.
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Zu Beginn fithren wir die zu Beginn des Kapitels erwdhnte sogenannte slow mani-
fold of evolution (dt.: langsame Mannigfaltigkeit der Evolution/Entwicklung) wie
in [6, S. 1531] ein. Dabei verweisen wir an dieser Stelle noch einmal auf Bemerkung

202d)

Definition 2.2.1. (Slow manifold of evolution)
Seien L,I > 0, N € 2IN. Dann sei die Menge

Ny (1) :={w € XP | w besitze N einfache Nullstellen x,...,xy € (—L, L] mit
xp <o+ < xN, sodass l; == |xj1q — x;| > 1 gelte und w|(y, .. (- + x;)
ein Minimierer von (2.15)) oder (2.16)) in (0,x;41 — x;) firi=1,...,N

sei; Sign(wl(y, x,,,)) = —SIN(W(x,,,x,,)) firi=1,...,N—1}

gegeben, wobei die Funktion w innerhalb der Definition implizit zu einer 2L-periodischen
Funktion in H}, (R) fortgesetzt wird und die Definition xn.1 := x1 + 2L verwendet wird.
Die Menge N (1) enthiilt alle sogenannten vorzeichen-wechselnden energie-optimalen
Profile mit genau N einfachen Nullstellen.

Bemerkung 2.2.2.
a) Sei [y > 0 die Konstante aus Lemma [2.1.3|sowie [ > [y und L > NTI Dann folgt
mit Lemma dass N (I) nicht-leer ist.

b) Fiir eine Funktion w € WNy(I) liefert Lemma dass mindestens
W (2, x,1) € C([xi, Xi41]) fiiri = 1,..., N gilt, aber i.A. gilt nur w € CO'%([—L, L])
nach , da wi.A. nichtiny € {x1,...,xN} differenzierbar ist.

¢) Fiir eine Funktion w € N(I) ergibt sich mit Lemma dass

in (x;,x;.1) furi =1,...,N gilt, dh. u : [-L, L] x R>g — R, u(x,t) := w(x)
erfiillt die Cahn-Hilliard-Gleichung fiir fast alle x € (—L, L) und alle t > 0.

Anschliefsend definieren wir die Menge der , metastabilen Funktionen” der Cahn-
Hilliard-Gleichung dhnlich wie in [6), S. 1532].
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Definition 2.2.3. (Metastabile Funktionen der Cahn-Hilliard-Gleichung)
Seien L, > 0, N € 2N, m € (—1,1) und Cy, Cg > 0. Dann sei die Menge

L
7[ udx =m; Ep(u) < Cg; es existiert ein

Mum(l,Ch, Cr) = {u € XP
—L

L
w € Nn(1) mit ][de =mund |u—w|% , < CH}

gegeben.

Bemerkung 2.2.4.

a) Sei u € Mpyw(l,Cq,Cg). So miissen wir beachten, dass a priori keine Aussa-
ge tliber die Nullstellen von u getroffen wird. Stattdessen wissen wir zunéchst
nur, dass das energie-optimale Profil @ genau N einfache Nullstellen in (—L, L]
besitzt, die (im periodischen Sinne) einen Abstand von mindestens / haben.

b) In [6, S. 1532] wird die Menge der metastabilen Funktionen nur fiir m = 0
definiert und entsprechend wird in den wichtigsten Ergebnissen in [6] die-
se Annahme vorausgesetzt. Jedoch kann man die Beweise einiger Resultate
selbst unter der Annahme m € (—1,1) tiberwiegend wortwortlich iibernehmen,
da meistens nur wichtig ist, dass fiir ein u € My (l,Cy, Ce) die Gleichung
f_LL udy =m= f_LLwdx und somit u — @ € X} gilt.

c) Ohne Beweis sei Folgendes erwahnt: Sei N € 2N und m € (—=1,1). Dann exis-
tieren Konstanten lz, Cgo > 0, sodass es fiir jedes | > lz eine Konstante Ly > 0
gibt, infolgedessen die Menge My (I, Cyy, Cr) fiir jedes L > Ly, Cg > Cgo und
Cy > 0 nicht-leer ist.

Eine Beweisidee ist z.B. Folgende: Seien N € 2IN und m € (—1,1) gegeben.
AufSerdem seien ¢ > 0 und

1
Cro = N/ J2G() dt + 0.
—1

Unter Beachtung von Lemma |2T3| m zeige man, dass eine Konstante L >
le (ﬂ) > 0 aus Lemma M existiert, sodass fiir jedes | > lAz eine Konstante
Lo > 0 existiert, sodass fiir alle L > Lg ein @ € Ny(I) mit f_LLwdx =m
und Er(w) < Cgg < Cg existiert. Anschliefend wéhle man u := w, sodass
||u — wHH . = 0 < Cy und daher insgesamt u € My (I, Cy, Cg) gilt.

Des Weiteren wurde in [6, Lemma 1.2] fiir eine beliebige Funktion u € My (I, Cq,
Cg) unter geeigneten Annahmen an die Konstanten gezeigt, dass die Funktion u
mindestens N Nullstellen besitzt und dass in der Ndhe von u, und zwar mit einem
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Abstand der Ordnung 1 bzgl. der L?>-Norm, ein vorzeichen-wechselndes energie-
optimales Profil mit genau diesen Nullstellen existiert. Dieses Resultat wird nach-
folgend mit kleinen Anpassungen an unsere Notation zitiert, wobei wir hier statt
m = 0 die allgemeinere Annahme m € (—1,1) treffen. Den Beweis kann man wort-
wortlich tibernehmen.

Lemma 2.2.5.

Seien N € 2N, m € (—1,1) und Cy, Cg > 0. Dann existiert ein ZA3 > 0, sodass fiir jedes
1 >13 Folgendes gilt. Fiir jedes u € My w(l,Cy, Cg) bezeichne ¢ := (X1,...,%XN) das
Tupel mit den N Nullstellen des zugehirigen W € Ny (1) aus Definition und es sei
H:= |u— w||é_1. Dann besitzt u mindestens N verschiedene Nullstellen xq,...,xN €
(=L,L] mit x; < --- < xy und ¢ := (x1,...,xN), sodass

Q=

1
c—¢|SH*+H und N < Ep(u) (2.42)

gelten. Ferner existiert ein w € Ny (%), dessen Nullstellen durch c gegeben sind, sodass
die Abschitzung

ol < T T ;
lu —w||2, S H? + H® + H? ((EL(u)? +1 (2.43)

gilt.

In Lemma sowie fiir den Rest des Kapitels verwenden wir zum Einen die
Notation und zum Anderen

Notation 2.2.6.

Sei L > 0. Fur zwei Tupel an Nullstellen, etwa ¢ := (x1,...,xy) mit x1,...,xN5 €
(=L,L}und x; < -+- < xy und ¢ := (¥y,...,XN) mit X1,..., Xy € (—L,L] und
X] < .-+ < X, seien xy41 := x1 + 2L und X1 = X1 + 2L. Dann interpretieren wir
den Abstand zwischen c und ¢ als der maximale Abstand zwischen ,korrespondie-
renden Nullstellen”, d.h. wir definieren

lc —¢| := min {i_r?i)/(N|x,- — 7i|,i:rr11j>l<N Xiy1 — X; ’i:nil,?.),(N Xj— Ei+1|} .

7

Jetzt konnen wir das Hauptresultat [6, Theorem 1.5] mit geringfiigig gednderter
Notation zitieren.
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Satz 2.2.7. (Metastabilitit der Cahn-Hilliard-Gleichung)
Seien N € 2IN, Cy, Cg,Cy > 1 und C,; die Konstante aus [6, Lemma 2.7]. Es existiert ein
Lo > 0, sodass fiir jedes L > Lo und jedes
2L = =
o=z Ho<Ch Eo<Cg (2.44)
1
Folgendes gilt. Die Losung u : [—L,L] x Rsg — R der Cahn-Hilliard-Gleichung

unter den zusitzlichen Bedingungen in den Voraussetzungen mit Anfangsdatum
ug € My o(lo, Ho, Eo) erfiillt das Nachfolgende. Fiir

0= (ZL)_% exp <— G”(l)l(O)) und fiir alle  t € [0,6] (2.45)

gilt u(t) € Mnyo(lo, H(t), Eo) mit H(t) := |lu(t) —@||%,_, < 1, wobei @ und ¢ in Bezug
auf das Anfangsdatum ug wie in Lemmal[2.2.5]seien. Ferner bezeichne c(t) das Tupel mit den
N Nullstellen von u(t) wie in Lemma 1(0) bezeichne den minimalen Abstand zwischen
den Nullstellen in c(0) (im periodischen Sinne, siehe Definition 2.2.1), w(t) € Ny <17°>
sei ein beliebiges zu u(t) gehdriges vorzeichen-wechselndes energie-optimales Profil, also
mit genau den Nullstellen in c(t), £(t) := Er(u(t)) — EL(w(t)) bezeichne die Energie-
Differenz zwischen u(t) und w(t), wobei & := £(0) sei, und D(t) sei die Dissipation von
u(t) aus Lemma Dann existieren die folgenden Entwicklungsphasen:

(i) Es existiert ein s1 S (Ho + & + £3)L?, sodass

T 3
Jua(t) = w(t) By + E(t) S min {so, w} 2.46)
(c(t) =22 S (Ho + &0 + E3)2EX(), (2.47)

H(t) §H0+50+58

fiir alle t € [0, 1] gilt, sodass u(sy) insbesondere algebraisch nahe an Ny (%) liegt,
d.h.
lu(s1) — w(st) [l + E(s1) S L2 (2.48)

(ii) Fiirt € [s1,071] gilt
Ju(t) —w(6) [ + E() S L2exp (=rariz ) +9
H ~ Ced(ZL)z ’
e(t) —e(s1) S L%,
l(t) —uls1) |2 S 1
und fiir t € [s1 + 1,67 1] besitzt u(t) genau N einfache Nullstellen und die Dissipati-

on D(t) verhiilt sich wie L=2. Dabei sind die Konstanten in < bis jetzt abhiingig von
Ch, Cg und Cy, withrend sie im Folgenden universell sind.
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(iii) Es existiert ein s < C(Cp, Cg,C1)1(0)L?, sodass die Losung in dem exponentiell

langen Zeitintervall [so, 6] exponentiell nahe an Ny (%0) liegt und sich in diesem

Zeitintervall langsam entwickelt, d.h. fiir s,t € [sp, 6] gilt
Ju(t) — w(8) |20 + (1) S 1262

le(t) — e(s)| S 1(0)~26(|t —s| + L?),
() — u(s)ll g S (|t —s| + L?)

und die Dissipation D(t) ist exponentiell klein, und zwar mit der Ordnung 1252,

Bemerkung 2.2.8.

Mit den verwendeten Methoden in [6] kann man ein dhnliches Resultat auch fiir
m € (—1,1) statt nur m = 0 beweisen. Diese Erkenntnis wird im nédchsten Abschnitt
eine Annahme in unserem Hauptresultat, dem Satz rechtfertigen.

Fiir den Beweis von Satz benétigen wir nun noch einige Hilfsaussagen aus
[4, 6]: Zundchst sind die nachfolgenden nicht-linearen Energie- und Dissipations-
abschdtzungen zentral, die aus [6, Lemma 2.1] stammen, wobei hier als Mittelwert
wieder m € (—1,1) zugelassen wird, da der Beweis fiir den Fall m = 0 wortwortlich
ubernommen werden kann.

Lemma 2.2.9.
Seien m € (—1,1) und Cy, Cp > 0. Dann existiert ein Iy > 0, sodass fiir jedes | > Iy,
N € 2N, u € Mnw(l,Cq, Cg) und fiir jedes zugehirige vorzeichen-wechselnde energie-

optimale Profil w € Ny (%) wie in Lemma |2.2.5|die Abschiitzungen

lu — w3 Scpce €1) Scp lu— w34, (2.49)

I — wllF = llux — wellf2 Scyce D(w) (2.50)

gelten, wobei €(u) := Ep(u) — Ep(w) die Energiedifferenz von u und w und D(u) die
Dissipation von u wie in Lemma sofern sie existiert, bezeichnen.

Ferner existiert ein v > 0, sodass fiir den Fall, dass £(u) < vy gilt, die Konstanten in den
obigen Ungleichungen unabhingig von Cy und Cg sind.

Dariiber hinaus benétigen wir, dass in einer dhnlichen Situation wie in Satz eine
kleine Dissipation D und eine kleine Energie-Differenz £ fiir | > 1 implizieren, dass
u genau N einfache Nullstellen besitzt. Eine solche Aussage liefert das anschliefsend
zitierte [6, Lemma 2.13], das ebenfalls wieder problemlos auf den Fall m € (—1,1)
verallgemeinert werden kann.
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Lemma 2.2.10. R

Seien m € (—1,1) und Cy, Cg > 0. Dann existiert ein Is > 0 und ein ¢ > 0, sodass
fiir jedes | > Is, N € 2N, u € M N.m(l, Ch, Cg) und fiir jedes zugehirige vorzeichen-
wechselnde energie-optimale Profil w € Ny (%) wie in Lemma |2.2.5| Folgendes gilt. Falls
w € Ny(Is) sowie fiir die Energiedifferenz & (u) := Ep(u) — Er(w) zwischen u und w

und die Dissipation D(u) von u wie in Lemma sofern sie existiert, die Ungleichung
E(u)+ D(u) < o gilt, besitzt u genau N einfache Nullstellen.

Um dieses Lemma anwenden zu konnen, ist es sehr hilfreich zu wissen, dass eine
kleine Energie-Differenz bereits fiir [ > 1 impliziert, dass auch die Dissipation klein

wird. Im Wesentlichen entspricht dies [6, Lemma 2.12], das jedoch wiederum fiir
m € (—1,1) erweitert werden kann.

Lemma 2.2.11.

Seien m € (—1,1) und Cy, Cg > 0. Dann existiert ein le > 0 und ein 1o > 0, sodass
fiir jedes € (0,p0], 1 > Ig, N € 2N, ug € My m(l,Cry, Cg) und fiir jedes zugehorige
vorzeichen-wechselnde energie-optimale Profil @ € Ny(I) wie in Lemma Folgendes
gilt. Sei u : [—L,L] x R>g — R die Losung der Cahn-Hilliard-Gleichung unter
den zusitzlichen Bedingungen in den Voraussetzungen mit Anfangsdatum uy.
Dariiber hinaus bezeichne E(t) := Er(u(t)) — Er(w) die Energiedifferenz zwischen u(t)
und w und D(t) die Dissipation von u(t) wie in Lemma fiir t > 0, sofern sie existiert.
Falls s,T > 0 mit s + 1 < T existieren, sodass £ (t) < y fiir alle t € [s, T] qilt, gilt

max D(t) S u. (2.51)
te[s+1,7]

Bemerkung 2.2.12.

Der Beweis von [6, Lemma 2.12] wurde nur fiir p = po (= <y in der Quelle) gefiihrt.
Aber er kann wortwortlich fiir 4 € (0, po) tibernommen werden.

Schliefilich kommen wir noch zu einer Art Lipschitz-Eigenschaft von Funktionen in
Nn(1) fiir I > 1, die mafigeblich auf dem Beweis von [4, Lemma 3.1] beruht.

Lemma 2.2.13.

Es existiert ein lA7 > 0, sodass fiir alle N € 2IN, [ > lAy sowie w, W € N (1) mit zugehirigen
Nullstellen-Tupeln ¢ und ¢ die Abschitzung

Eu(w) ~ E(@)] S Nexp (—/6"(1) ) e~ 25

gilt.

Beweis

Zunichst ergibt sich aus dem Beweis von [4, Lemma 3.1], dass es ein [; > iz] (76 >0
aus Lemma i gibt, sodass fiir alle 1,1 > I; und fiir alle Minimierer @; bzw. Wy
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von (2.15) oder (2.16) in (0,1) bzw. (0,]) die Abschitzung

B ()~ Eqp(@p)] S exp (—/G"(1) min{L 1} ) 1 -1

(2.53)

< exp (— G”(l)ll) 11—1|
gilt. Dabei stellen wir bei genauer Betrachtung jenes Beweises fest, dass angenom-
men wird, dass @; und @; Minimierer des Minimierungsproblems auf ggf.
verschiedenen Intervallen sind. Um diese Annahme zu erfiillen, gentigt es nach
Lemma W) bzw. W; ggf. mit —1 zu multiplizieren, wéahrend sich die jewei-
lige Energie nicht verdndert.

Nun seien I > I;, N € 2N und w, @ € Ny(I) mit zugehorigen Nullstellen-Tupeln
c=(x1,...,xy)und ¢ = (%1,...,¥n) wie in der Notation2.2.6, Ohne Einschriankung
der Allgemeinheit gelte nun

gl = N 2.54
lc—¢] i:rggﬁ?fN\xz i (2.54)

AnschliefSend setzen wir w und @ 2L-periodisch auf R fort und definieren

w; = W|(xi,xi+1)(- + xi) in (0, lw,i) mit lw,z' ‘= Xj411—x; und

w; = w](fi,fm)(- + fi) in (0, lw,i) mit l‘cD,i = X1 — X

firi =1,..,N.Daw,@ € Ny(I) sind, sind l,;,l5; > | > I} und w; bzw. @; sind
Minimierer von (2.15) oder (2.16) in (0, I, ;) bzw. (0, l @) furallei=1,...,N, sodass

wir

|Ejo,1,,] (i) — Ejo,1,,(@i)]| exp (— G”(1)11> |Lw,i — Lai]

IN EZ/\

exp (— G//(l)ll) (i — %] + %131 — Fi4a])

firallei =1,..., N erhalten. In Kombination mit einfachen Translationen folgt dann

N N N
[EL(w) = Eu(@)] = | Y Eios,)(®00) = Y Elosg) (@) < X [Efo, ) (i) — Efgy,) (@)
i=1 i=1 i=1

A
1=
A/~
o
%
o
A~
|
Q
=
_
~
=
|
2
+
=
+
-
K
+
-
-

I
¢)

X
o
/?
Q
—
—_
_
~_
=
N~
Re
|
=

< Nexp (— G”(l)ll) lc — €.
254)

Schliefslich wahlen wir Iy := ;. O
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2.3 Konvergenzraten und Abschidtzungen mithilfe der
L'-Norm

Der Grundgedanke in diesem Abschnitt ist es, in einer dhnlichen Ausgangssituation
wie in Satz eine neuere Methode aus [5] anzuwenden, um die Metastabilitét
der Cahn-Hilliard-Gleichung weiter zu untersuchen. Zur Vereinfachung beschran-
ken wir uns in diesem Abschnitt auf den Fall N = 2. Die Verallgemeinerung der
meisten hier bewiesenen Ergebnisse auf den Fall N € 2N ist jedoch moglich und
nicht so schwer.

Jedenfalls gelingt uns mit dieser Methode in unserem Hauptresultat, dem Satz
unter Verwendung der sogenannten excess mass (dt.: tiberschiissige Masse), sprich
des L!'-Abstands der Losung u(-) der Cahn-Hilliard-Gleichung und eines zugeho-
rigen vorzeichen-wechselnden energie-optimalen Profils w(-), fiir einen beliebigen
Mittelwert m € (—1,1) der Losung u(-) sowie L > 1 und I > 1 unter weiteren
vereinfachenden Annahmen Folgendes: Zum Einen bestimmen wir die Abklingrate
der Energie-Differenz von u(-) und w(-) auf einem exponentiell langen Zeitraum
und zum Anderen bestimmen wir eine obere Schranke fiir den Abstand der Null-
stellen ¢(-) von u(-) und der Nullstellen ¢ eines zum Anfangsdatum u( zugehorigen
vorzeichen-wechselnden energie-optimalen Profils @ auf einem Zeitraum mit der
Linge der Ordnung L*. Diese Ergebnisse lassen sich zum Teil als erste Entwick-
lungsphase der metastabilen Losung u interpretieren, worauf wir in Bemerkung
2.3.2)b) genauer eingehen.

Am Ende dieses Abschnitts stellen wir noch kurz einen Bezug zu den Minimie-
rern von her, da sie bei der Betrachtung der Losung u fiir grofie Zeiten eine
wichtige Rolle spielen (konnen).

Nun kommen wir direkt zu unserem Hauptresultat, fiir dessen Beweis die Haupti-
deen aus den Beweisen von [5, Lemma 3.3, Lemma 3.4, Proposition 3.6, Lemma
3.7] stammen. Die darin verwendeten zentralen Werkzeuge sind sogenannte Nash-
Ungleichungen, Dualitdtsargumente und Schauder-Abschdtzungen.

Satz 2.3.1.
Das Potenzial G erfiille zusitzlich zu den Annahmen in den Voraussetzungen |2.0.4{ das
Axiom (G5). Zudem seien m € (—1,1) und Cy, Cg,Cy,Cq > 1. Dann existiert ein Ly > 0,
sodass fiir alle L > L1 und

lo > —, Hy < Cy, Ey < Cg, W < Cy (2.55)

Folgendes gilt. Die Losung u : [—L,L] x R>9 — R der Cahn-Hilliard-Gleichung
unter den zusitzlichen Bedingungen mit einem Anfangsdatum ug € Moy (lo, Ho, Eo)
erfiillt das Nachfolgende. Sei
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T := exp (%(1)10 Iyt (2.56)

und seien W und ¢ in Bezug auf das Anfangsdatum ug fiir N = 2 wie in Lemma [2.2.5
dann gilt u(t) € Mom(lo, H(t), Eo) mit H(t) := |lu —@||%,_, fiir alle t € [0, T], wobei
wir H(t) <1 fiir alle t € [0, T] annehmen. Fiir t € [0, T| bezeichne ferner c(t) das Tupel
mit den zwei Nullstellen von u(t), w(t) € N (%’) sei ein zu u(t) gehoriges vorzeichen-

wechselndes energie-optimales Profil, also mit genau den Nullstellen in c(t), wie in Lemma
sodass zum Einen fiir die excess mass V (t) := ||u(t) —w(t)||;1, t € [0, T},

V() <V und V() SVo+1 firallet € [0,T] (2.57)

und zum Anderen
w(t) < w(s) oder w(t) > w(s) (2.58)

fiir alle s,t € [0,L%] gelte, und E(t) := Ep(u(t)) — EL(w(t)) bezeichne die Energie-
Differenz von u(t) und w(t), wobei &) := £(0) sei.

Dann folgt
1(6) — w(b) |2 + E(8) < min {5#1,@} (2.59)
fiir alle t € [0, T]. Auflerdem gilt
lc—c(t)] §H§ +H§ +Vo+1 (2.60)

fiir alle t € [0, L*] und u(t) besitzt genau zwei einfache Nullstellen fiir t € [L, T).

Dabei konnen die Konstanten in den Abschitzungen mit S von Cy, Cg, Cy und Cy abhin-
gern.

Bemerkung 2.32.
a) In Satz2.3.1{haben wir einige vereinfachende Annahmen getroffen:

(i) Zundchst haben wir angenommen, dass H(t) < 1 fiir alle t € [0, T] gilt.
Denn wie wir bereits in Bemerkung erwdhnt haben, kann ein zu Satz
analoges Resultat fiir den Fall m € (—1,1) bewiesen werden, das un-
ter geeigneten Annahmen an die gegebenen Konstanten die Abschdtzung
H(t) <1 (mit einer universellen Konstante, die von Cy;, Cr und C; abhén-
gen kann) fiir t € [0,6 1] mit einem bzgl. [(0) > 170 exponentiell kleinen
5 > 0 (ahnlich wie ¢ in Satz 2.2.7) liefert. Da nun sogar L2T < 61 (0 aus
Satz fur L, Iy > 1 gilt, ist die Annahme somit legitim.
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a)

b)

(i) Des Weiteren haben wir die zu u(-) gehorigen vorzeichen-wechselnden
energie-optimalen Profile w(-) so gewahlt, dass zum Einen (2.57) gilt. Die-
se Abschdtzung kann man jedoch auch zeigen, indem man das eingangs
erwahnte, aber ziemlich aufwendige Dualitdtsargument in [5, Propositi-
on 3.6] auf die hier vorliegende Situation anpasst. Zur Abkiirzung des
Beweises verzichten wir darauf jedoch in dieser Arbeit.

(iii) Zum Anderen soll fiir die Profile w(-) mindestens eine der Ungleichun-
gen in gelten. Diese Annahme dient ebenfalls der Vereinfachung
des Beweises. Man kann darauf auch verzichten, das aber wieder einen
gewissen Mehraufwand mit sich bringt.

Die Abschdtzungen in Satz koénnen wir zum Teil als ersts Entwicklungspha-
se der Losung u interpretieren: Denn im Beweis haben wir L; so grofs gewahlt,
dass fiir alle L > fl und [y > % insbesondere T > L* gilt. Somit gelten die Ab-
schatzungen (2.59) und unter den angegebenen Annahmen insbesondere
fir alle t € [0,L*]. Diese sind vergleichbar mit den Abschitzungen und

1b fir alle t € [0,s1] mit s; < L? in Satz Zwar sind die Abklingraten
in (2.59) und (2.46) unterschiedlich, aber jeweils am Ende der Zeitintervalle gilt

(%) = w(LHFn + E(LY) £ L72

@2.59)
in Satz und
lu(s1) —w(s1) 2+ E(51) S L2
(2.48)
in Satz2.2.71

Dartiber hinaus kann man wie in Satz ebenfalls in diesem Resultat unter
Verwendung neuerer Methoden im Zusammenhang mit der excess mass zeigen,
dass es mindestens eine weitere Entwicklungsphase, etwa I, C R. 4, gibt, fiir
die man dann auch entsprechende Abschitzungen herleiten kann; z.B. gilt die
Abschétzung

E(t) < (LY exp (%t)

mit einer Konstanten C > 0 fiir alle ¢ € I,. Daran wird sogar aktuell noch unter
deutlich allgemeineren Voraussetzungen, also z.B. fiir N € 2IN und ohne die

Annahmen (2.57) und (2.58), geforscht.

Beweis von Satz T
Zundchst seien Iy > 0 die Konstante aus Lemma 2.1.3} I > 0 die zu € := GT()

gehorige Konstante aus Satz lAg > 0 bzw. lA6 > 0diezum, N =2, Cy und Cg
gehorige Konstante aus Lemma bzw. Lemma [2.2.11j und I; > 0 die Konstante

aus Lemma 2.2.13| Auflerdem sei Ly > 0 so grof3, dass

"
exp (GT(l)TO> To—l > L4




94 2 Konvergenzraten der Cahn-Hilliard-Evolution

fiir alle I > 2L und L > Lo gilt. Dann wéhlen wir
Lo := Cimax{lp, le, 15,16, 17, Lo}, L >Lg (2.61)
und o1
lO > C_ > 2 max{ﬂ)j\e/T&T&E}/ (262)
1

wobei in diesem Beweis zur Sicherung der Existenz der vorzeichen-wechselnden
energie-optimalen Profile stets ohne Einschrankung der Allgemeinheit [y < L gelte.
Ferner seien 1y € Mjn(lo, Ho, Eo) und zugehorige @ und ¢ wie in Lemma
gegeben. Auflerdem sei u : [—L,L] X R>g — R die Losung der Cahn-Hilliard-
Gleichung unter den zusédtzlichen Bedingungen mit jenem Anfangsdatum
up. Nach Bemerkung gilt dann

Ep(u(t)) < Er(uo) < Eo (2.63)

fiir alle t > 0 und nach Annahme gilt H(t) < 1 fiir alle t € [0, T], d.h. es existiert eine
universelle Konstante C; = C»(Cp, Cg,C1) > Cy mit H(t) < G fiir alle t € [0, T].
Nun seien l* > 0 bzw. l4 > 0 bzw. l5 > 0 die zu m, N = 2, C; und Cg gehorigen
Konstanten aus Lemma 2.2.5 bzw. Lemma 2.2.9 bzw. Lemma 2.2.10/ und wir wihlen
von vornherein

/\/\/\/\/\/\/\~

Ly := Cimax{ly,l¢,13,14,15,16,17, Lo}, L>1L, (2.64)

und ol
> = > 2max{ly, le, I3, 1a,I5, e, I7}. (2.65)

1

Dann bleibt die Giiltigkeit von natiirlich erhalten und zudem gilt noch die
Annahme H(t) < C; fir alle t € [0,T], da es sich bei C; per Annahme um eine
universelle Konstante handelt. Zusammen mit Lemma impliziert dies ins-
besondere u(t) € Maw(lp, H(t), Eg) fiir alle t € [0, T|. Des Weiteren seien fiir alle
t € [0, T] ein Nullstellen-Tupel ¢(t) := (x1(t), x2(¢)) von u(t) und ein zu u(t) gehori-
ges vorzeichen-wechselndes energie-optimales Profil w(t) € N, (%) , also mit genau
den Nullstellen in ¢(t), wie in Lemma [2.2.5 gegeben, wobei sich deren Existenz aus
demselben Lemma aufgrund von [y > I3 nach (2.65) ergibt. Dabei nehmen wir an,

dass sie (2.57) und (2.58) erfiillen.

Zu Beginn zeigen wir (2.59) in zwei Schritten.

Schritt 1: Es gilt die Nash-Ungleichung
£(t) S D (H(V(H) +1)
fiir alle t € [0, T], wobei D(-) die Dissipation von u(-) aus Lemma 2.0.6[(ii)| bezeichne.

QI

(2.66)

Dazu: Sei f(t) := u(t) —w(t), t € [0, T|. Dann gilt zum Einen

f(H)y e H' € % ([~L,L))
(i)
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und somit

F2() e W € C([-L, L))

wobei die letzte Inklusion aus den Einbettungssitzen fiir Sobolevraume folgt, und
zum Anderen gilt fiir g(

1) =g() € {£(5), (1)}

Q(x, t) — /gzzt

fur alle x,y € [-L,L] und t € [0, T]. Damit erhalten wir als erste Abschédtzung

120l cq / (2.68)
xq(t)

= max, [ 2wty

xq(t)

(2.67)

_p,1)) = max 2 (x, t)

x€[—L,L]

L % L %
< (/L 2y, t) dy) (/L fy(y.t) dy)

L 2 /L 7
< Hf(t)H(zj([_L,LD (/ |f(y, t)] dy) (/fyz(yr t) d}/) (2.70)
L L

fiir alle ¢ € [0, T], wobei wir in (2.68) die Identitit f2(x;(t),t) = 0 und in (2.69) sowie
(2.70) insbesondere die Holder-Ungleichung verwendet haben. Dies impliziert

(2.69)

1
F ey = IPPOIE L)

SUFOIE Ly (/fxtdx>

PN

1

L 1
( | B dx)
—L

L
(/ff(x,t) dx)
)
L
IfOlleq-ry S (/ f(X,t)dx)

L
( / £(x,8) dx) (2.71)
fiir alle t € [0, T]. Ferner gelten (2.49) und 2.50) fir u(t) und w(t) bzw. f(t) fiir
alle t € [0,T], da Iy > 14 nach 265

g1lt sodass wir zum Einen unter erneuter

und daher

N
NI

L
1 f(t )IIC L) S (/f(x,t)dx)

bzw.

W=
=
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Anwendung der Holder-Ungleichung

L L
[ Pnax < 1fOlog i [ 1Fx8)]dx
—L —L
. $ /0 ;
(2.72)
< L 2(x,t)d
5 (/L fxt)] ) (/L f2(x,1) )
< Vi(H)D3(t)
2-50)

und zum Anderen

Q=

QIN
Q=

L L )

[ Fitxtyax = ( [ Bt dx) ( | £t ax < Enpi) @73)
_L _L _L €29.@39
fur alle t € [0, T] erhalten. Dabei erkennen wir, dass (2.52) fiir I = 170 > 17 nach (2.65
sowie W € Ny(lp) C N, (%’) und w(t) € N, (%) fiir alle t € [0, T] gilt, sodass unter
Verwendung der Bezeichnung £(t) := Ep(u(t)) — EL(w), t € [0, T], die Abschitzung

E() = Ep(u(t)) — Er(w(t)) < E(t) +|EL(@) — EL(w(t))|
< EO)+e YT e — ()] < E(0) 4 e L
2.63),[252)
S EO)+e VT 0l < & + |Ey(w(0) — E(@)| +e T bl
< Ste o Ty, <&+151 (2.74)

fiir alle ¢ € [0, T] folgt, wobei wir in (2.74) den Term |Ep(w(0) — E1(w)| genauso wie
|Er(w(t) — EL(w)| vorher abgeschitzt haben. In Kombination mit (2.73) ergibt sich

daher
L

/f?(x/f) dx < E3(4)D3(t) <D3(t) < D

Wl
(SIS

() (V(H) +1) (2.75)

und somit insgesamt

L
e £ [ Prn+Rend < DI+ 1)
eB) (o i)

fiir alle t € [0, T], das der Behauptung in Schritt 1 entspricht.
Schritt 2: Sei

V := max { sup V(t),l} S W+,
te[0,T] 257)
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dann gilt
=2
ew sy 2.76)
t2
fir alle t € [0, T].
Dazu: Einerseits erhalten wir mit einer dhnlichen Abschdtzung wie in (2.74)
_ B _ VW
E(t) = £(t) — [EL(w) — Er(w(t))| 2 £(t) — oty =: E(t)
und andererseits gilt
1
1 4 1, —4 d -~ 3__4
e < DO+ sDiV <~ (fEm) v
2:66) R.0.4[D)] g
fir alle t € [0, T], das zusammen
d 5 \5 d
) < — (Ef(t)) V3 oder &%) < - (Ef(t)) v (2.77)

fir alle t € [0, T] ergibt.
Basierend auf der letzteren Differentialungleichung weisen wir jetzt nach, dass

2

<

E(t) S

(2.78)

NI—

t

fiir alle t € [0,T] gilt. Dazu stellen wir zunichst fest, dass Rsg — R, t — &(f)
nach Bemerkung [2.0.5[a)] und Lemma [2.0.6|[(i)] stetig differenzierbar und monoton
fallend ist. Falls £(0) < 0 gilt, folgt daraus £(t) < 0 fiir alle ¢ € [0, T], sodass (2
trivialerweise zutrifft.

Andernfalls existiert ein T € (0, T], sodass E(t) > 0 fiir alle t € [0,T) und E(t) <
0 fiir alle t € [T, T] gelten. Da die Abschétzung in [T, T] wiederum trivial
ist, konnen wir uns auf das Intervall [ beschranken Wenn wir beide Seiten
der letzteren Differentialungleichung in durch £3(-) teilen und bzgl. der Zeit
integrieren, ergibt sich

t§V4/t %A()dszvzll 1 ]t:V4< 11 >5A74
£3(s) 282(s) |, 282(1)  282(0) ) ~ &2(1)

0

fiir alle t € [0, T), das zu (2.78) umgeformt werden kann.
Anschlieffend erhalten wir wieder mit einer dhnlichen Abschitzung wie in (2.74)

G//(1>l

\/G// lolo > 5( ) e T OlO

E(t) 2 E(t) —
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fir alle t € [0, T], das zusammen mit (2.78) die Abschitzung

2 2 2.1 =2 =2 2
1% G"(1) 1% vera, VT2 V ¢, 1V Vv
EB) S e iy =gl < L <
t2 t2 VT2 t2 t2 t2
fir alle t € [0, T] liefert, sodass nun auch Schritt 2 erledigt ist.
Schliefilich folgt (2.59) aus (2.49), (2.76), (2.57) und (2.74).
Nun widmen wir uns dem Beweis von (2.60). Dabei gilt zunachst
1 _1
€ —c()] < [c=c(0)[+]c(0) —c(t)] S Hg+Hg +[c(0) —c(t)] (2.79)
2:42)
fir alle t € [0, T]. Daher gentigt es, die Abschétzung
c(0) —c(t)| S Vo+1 (2.80)

fiir alle t € [0, L*] zu zeigen. Dazu ist es hilfreich, fiir ¢ € [0, L*] die Funktionen u(t)
und w(t) 2L-periodisch auf R fortzusetzen und Letztere durch folgende Funktion zu
approximieren: Unter Verwendung der Funktionen vf und v, [ > 0, aus Definition
2.1.4/und der Bezeichnung x3(t) := x1(t) + 2L definieren wir 3(t) = 4(-,t) : R — H!
durch

St = {Sign((w(t))(xl(t),xz(t))vg—:z(t)xl(t)(x —x1(t)), falls x € (x1(t), x2(t)],

Sign((W0(5) ey, x50 0Ty oy (¥ — X2(8)), falls x € (xa(1), 23(1)],
(2.81)
mit 2L-periodischer Fortsetzung auf R. Per Definition besitzt 7(t) exakt dieselben
Nullstellen und dieselben Vorzeichen wie w(t). Wegen 170 > T nach (2.65 gilt aufser-

dem (2.40) mit € = Gsﬁ(l) und [ > 170, das aufgrund der Definitionen von w(t) und

9(t) insbesondere die Abschédtzung

/Gll(l)l
T 16 0

[w(t) = 3(t)[lcor) S e (2.82)

fiir alle t € [0, L*] impliziert. Jedenfalls gehen wir jetzt fiir den Nachweis von (2.80)
wieder schrittweise vor:

Schritt 1: Es existiert ein Ly > L1, sodass Folgendes gilt, wenn wir von Anfang an

L Z L2 und lo Z %
G
annehmen: Es gilt
L
0)—c(t)| < — 2.83
|c(0) C()|_8C1 (2.83)
fir alle t € [0, L] und
le(LF) — ()| < L (2.84)
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fur alle t € [LK, LM fir k € {1,2,3}.

Dazu: Wir nehmen an, dass die Behauptung nicht zutrifft. Dann gelte ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit, dass zu einem beliebigen L, > L; ein L > L, und
lp > % existiert, infolgedessen (2.84) fiir ein festes k € {1,2,3} nicht gelte, d.h. es

existiert ein to € [L¥, LF+1] mit

L

[e(L¥) —c(to)| > 8C,’

(2.85)

wobei ohne Einschriankung der Allgemeinheit
o(L¥) = e(to)| = max{|x1(L) — x1(to)], [x2(LF) — x2(to) [} = |21 (LF) — x1(to)]

gelte. Wenn wir xq(t) := xp(t) — 2L fiir t € [0, L*] definieren, folgt aus (2.85) mit
einigen Fallunterscheidungen, dass i1, i, € {0,1,2,3} sowie t1,f; € {Lk, to} mit £ #
t» existieren, sodass

L
d:.= xiz(tz) — xil(tl) > 8_C1 (2.86)
und . .
xi(t) ¢ (xil(tl) - 8_(31’xi2(t2) + 8_(31) (2.87)

far alle (j,t) € ({0,1,2,3} x {L¥,t}) \ {(i1,t1), (i2,t2)} gilt. Dabei seien ohne Ein-
schrankung der Allgemeinheit x;, (t1) = x1(L¥) und x;,(t2) = x1(to).

Aufgrund von konnen wir nun ohne Einschrankung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass w(L*) > w(ty) in [~L,L] und somit in R gilt. In Kombination mit
und folgt somit zum Einen, dass sowohl w(L¥) in x; (L¥) als auch w(ty)
in x1(#p) vom Negativen ins Positive wechseln, und zum Anderen, dass

(x1(to) <) x2(to) < x2(LF)

gilt und dass sowohl w(t) in x(t) als auch w(LF) in x,(L*) vom Positiven ins Ne-
gative wechseln. Fiir die nachfolgenden Abschidtzungen ist es nun teilweise einfa-
cher, mit den Funktionen 3(t) aus fir t € {L¥,ty} zu arbeiten, wobei aufgrund
von x1(LK) < x1(tg) < x2(tg) < x2(LF), w(L¥) > w(ty) in R und deren Definition
ebenfalls

5(L%) > (to) (2.88)
in R gilt und 3(t) dieselben Vorzeichen-Wechsel in den Nullstellen x;(t) wie w(t)
fur t € {L¥,ty} und i € {1,2} vollzieht. Daraus folgern wir, dass

k k k
argmax d(x,L¥) = x1(LY) +x(L%) > x1(L%) + x1(to)
x€[x1 (LK) xp(LF)] 2 £87) 2

sowie

k
argmin  9(x, tg) = xo(to) ;xl(tO) < x1 (L") ;‘xl(to)
x€[xg(to),x1(to)] 2:87)
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und aufgrund von Lemma daher

d L L
~ k >0 k — k il k _ k = _—
(L") > (xl(L )+ 4,L ) 2§6 0 (xl(L )+ 32C1'L ) v (32(:1) (2.89)

in [xl(Lk) +4,x1(to) — g] sowie

(tg) < 0 (x1(to) — g,t()) S 7 (x1(to) - 32—LC1 to) = v (32—Lcl> (2.90)

in [xl(Lk) +4,x1(to) — %] gelten, wobei v der kink aus Lemma [1.2.1{ist. Nun seien
> 2L

Ly, > Ly und dazu ein L > L; und ein [y von vornherein so grof$ gewdhlt, dass

L 1
— > = .
v<32C1)_2 (2.91)

gilt, das wegen Lemma moglich ist. Anschlieflend konnen wir wegen (2.86)
eine Abschneidefunktion 7 : R — [0,1] mit 7 € C}(R),

S+ iR g=1 i a0+ D () — 292)
L 4 4
und
=0 inR\ (x1(L"),x1(k)) (2.93)
wiahlen. Insgesamt erhalten wir damit die Abschédtzung
L
[ (@)~ ot0)) dx
—L
%1 (t)—§
> / (LK) — 3(to) dx
2:89),[292),293)
22 xp (LF)+4 (2.94)
xl(tO)_%
o] lea) () e
2.89),[2.90) 32Cy 32Cy
x1 (LK) +§

— aw( L
- 32C1 ) @9,z 1601
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Dagegen ergibt sich

[ (@)~ o(t)) dx
_LL L
< [ (s —wito) dx| + | [ n(a(t¥) - w(th)) dx
L , —L
+| [ (i) = 3(t0)) d
L_L -
< [ () —wlto)) dx| + e
£292)2%) 2% |/,
L L
< [ (s = u(h) dx| + | [ g(u(L5) ~ u(t)) dx
L —L
—i—Le_%L

| [ i) — wit)) dx
L

N V(LF) 4 [l g2 ll(LF) = u(to) | g1 + V (ko) + 1
92).2%3).9)
< V0+—/D2 ydr+1
(57),(92) 04[]
1
t 2
to— Lk }
< o+ | 2 / D(t)dr | +1 (2.95)
Lk

gk fo 2
509 [ Vo + (to LL /%(EL@) EL(u(T)))dr) +1

Lk

< Voo (L — LI ((£(2F) - £(LFY)
1
+ [EL((L5)) = EL(@)] + [EL(w(L9)) - Ec(@)])” +1
l
V 1 /G//
< Vot L2 20 e ’010 +1 (2.96)
259).259) L2

\/G” 1)
< Vo+ LE(Vo + 1) + L0 g2 41 (2.97)

_ VG
< Vo Li(Vo+1)+LTe 20 " 41

N

V0+L§(VO+1)+1gCV+LZ(Cv+1)+1,
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wobei wir in 1} die Jensen-Ungleichung fiir y y%, in 1) insbesondere eine
dhnliche Abschitzung wie in (2.74) und in (2.97) die Ungleichung (a + b)? < a2 + b2
tiir alle a,b > 0 angewendet haben. Zusammen mit (2.94) gilt also

L

< [0 ~ o)) dx S Cv+ LACy +1) +1,
1

sodass wir fiir von Beginn an hinreichend grofS gewahlte L, > L; sowie L > L, und
lp > % einen Widerspruch erhalten. Demnach muss die Behauptung in Schritt 1
zutreffen.

Schritt 2: Seien von vornherein
L 2 Lz und lo Z —_

tiir die Konstante L, > L aus dem vorigen Schritt 1. Dann gilt
1c(0) —c(t)| SV +1 (2.98)

fur alle t € [0, L] und
(LK) — ()] S Vo +1 (2.99)

fur alle t € [LX, LM fir k € {1,2,3}.

Dazu: Wir beschranken uns auf den Nachweis von (2.99) fiir ein beliebiges, aber fes-
tes k € {1,2,3}, da der Nachweis von (2.98) analog verlduft. Dazu sei t € [Lk, Lk+1].
Dann gilt zunédchst

(LK) — c(b)] 8—21 < %0 (2.100)
Dabei gelte ohne Einschrankung der Allgemeinheit zum Einen
e(L9) = e(t)] = max{ v (L) = 1 (B)], 2L — (D]} @210)
und zum Anderen aufgrund der Annahme
w(LF) > w(t) (2.102)
in R. Nun impliziert (2.102), dass entweder
x1 (LX) < xq(8) < xo(t) < xo(LF) (2.103)

oder
x1(t) < x1(LF) < xo(LF) < xp(t)
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gilt, wobei wir ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen. Dies be-
deutet, dass sowohl w(L) in x;(L¥) als auch w(t) in x;(t) vom Negativen ins Posi-
tive wechseln und dass sowohl w(t) in x,(t) als auch w(L¥) in x,(L¥) vom Positiven
ins Negative wechseln. Zudem gilt

I =) > und  x(t) —x(t) > 0 (2.104)

2

wegen w(LK), w(t) € N, (%) Wie im ersten Schritt betrachten wir nun wieder 9(s)

aus (2.81) fir s € {L*,t}, fiir die wie im ersten Schritt insbesondere auch die Unglei-
chung

(LK) > a(t) (2.105)
in R zutrifft. Dariiber hinaus beobachten wir, dass z.B.

xl(Lk) + xz(Lk)

argmax d(x,LF) = > x1(to)
xe[xl(%k),xz(Lk)} 2 (2.100), (2.101)),(2.104)) 1
sowie
argmin 9(x,t) = o(t) £ x(f) x1 (LK)

<
x€[xo(),x1(1)] 2 (2-100), (2.101)), (2-104)

gelten. Damit erhalten wir unter Verwendung, dass der kink v nach Lemma
ungerade ist, mithilfe von einfachen Substitutionen

x1(t) xq ()



104 2 Konvergenzraten der Cahn-Hilliard-Evolution

Falls xq(t) — x1(L¥) > Vy + 1 ist, folgt somit

> 2 [ uWdyz (a() -xlh) - (%+1)
Vo+1

e 1 (8) =21 (L] = (Vo + 1),

da der kink v nach Lemma streng monoton wéchst und v(0) = 0 gilt, bzw.

x1(t)
1 (8) — 1 (19)] < / (LX) — 5(t) dx| + Vo + 1. (2.106)
1(LF)

Andernfalls gilt die Abschédtzung (2.106) nattirlich auch. Schliefslich folgern wir

x1(t)
1x1(t) — x1(LF)] < G(LF) —a(t) dw| + Vo + 1
be1 (LK)
L L
< /w t)dx| + /ﬁ(Lk) — w(LF) dx
—L —L
L
+ /w(t)—z?(t)dx Vo1
—L
L //
< /w(Lk)—w(t)dx + Le~ @MVOH
282 |7,
L
< /(w(Lk)—u(Lk))+(u(t)—w(t))dx Y Vo1 (2107)
—L

< VIH+VH)+ W+ < V+,
2.57

wobei wir in (2.107) insbesondere benutzt haben, dass f u(LF) dx ffL u(t)dx =
m gilt. Analog zeigt man

(L) =) S Vo +1,
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sodass sich insgesamt

[e(L¥) —c(#)] max{|x1 (L) — x1(#)], [x2(L¥) = x2(£)[} S Vo +1

fiir alle ¢ € [L¥, L] ergibt, womit Schritt 2 abgeschlossen ist.

Somit erhalten wir unmittelbar (2.80), indem wir die Dreiecksungleichung sowie
(2.98) und verwenden.

Abschlieend zeigen wir noch, dass u(t) fir t € [L, T] genau zwei einfache Null-
stellen besitzt, wobei wir L und somit I/ ggf. von vornherein noch grofier wahlen
miissen. Da bereits L > L, > L; und dementsprechend
! L ~
2>2L > max{ls I}
2 G

gelten, ist es unser Ziel, die Behauptung mit den Lemmata 2.2.10] und 2.2.11| zu
zeigen. Zu Beginn seien die Parameter ¢ > 0 aus Lemma 2.2.10| und y¢ > 0 aus

Lemma 2.2.11| gegeben. Dann erhalten wir mit einer dhnlichen Abschitzung wie in
(2.74)

el
Gz < lolo

E(t) < &)+ [Ep(w(t)) — EL(@)| S E(t) +e”
2 7" 2 77

5 VO j—l —|—€_7VG2(1>ZOZO < Cv—j’l_i_e_i\/cz(l)]olo

R59) t2 L2

fir alle t € [L, T], sodass wir fiir jedes yu € (0, o] ein L, > L finden kénnen, sodass
sich fiir von vornherein festgelegte L > L, und [y > % die Abschdtzung

max (max{E(r),£(1)}) < p

und nach Lemma [2.2.11] somit

D(t) <
max (t) Sm

ergibt. Dabei sei die Konstante in der letzten Abschdtzung durch C > 0 gegeben.
Nun wéhlen wir p € (0, o] so klein, dass

max{C,1}u <

NS

gilt. Dazu existiert dann eine hinreichend grofse Konstante L3 := L, > L, sodass
wir fiir von vornherein festgelegte L > L3 und [y > % die Abschitzung

trerELa?] (max{g(t),é’(t)}> <uc< >

und nach Lemma [2.2.11] somit

o
D(t)<Cu< =
max () <Cps=3
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erhalten. Die letzten beiden Ungleichungen implizieren dann insbesondere
E(t)+D(t) <o

fur alle t € [L, T|, sodass u(t) nach Lemma [2.2.10] fiir alle + € [L, T] genau zwei
einfache Nullstellen besitzt.

Schlieflich wahlen wir Ly := L. Il

Zum Abschluss des Kapitels stellen wir noch kurz einen Zusammenhang zwischen
Funktionen u € My (l,Cy, Cg) fir m € (—1,1), Cy,Cg > 0 und I > 1 und den
Minimierern von fir L > 1 her: Zunichst beobachten wir, dass u € Ap
gilt, wobei die Menge Aj , in Definition eingefiihrt wurde. Sei nun @; ein
beliebiger Minimierer von (1.10), wie z.B. w; aus Definition Dann gilt
EL(M) > EL(ZT)L).

Nun wollen wir hier skizzenhaft Abschitzungen fiir die Energie-Differenz & (u) :=
Ep(u) — Ep(@r) - ggf. mit weiteren Anforderungen an @; - herleiten. Als Inspirati-
on dafiir dienen die Abschitzungen (2.49), wobei wir die Beweisidee iibernehmen
konnen: Zum Einen erhalten wir vollig analog zu [6] (3.37)] die Abschidtzungen

E(w) Scp llu—arl3, (2.108)

wenn wir in [6] (3.37)] bei der zweiten Gleichheit beachten, dass u(—L) = u(L) sowie
zb(Lk) (-L) = u?ék) (L) fur k € {0,1} wie in Lemma1.1.3|(iii)| gelten, und bei der dritten
Gleichheit die Euler-Lagrange-Langrange wie in (1.15) sowie f_LLu —wpdx =0
verwenden.

Zum Anderen sei w} die H!-Projektion von u auf die Menge der Minimierer von
, die wiederum ein solcher Minimierer ist, denn insbesondere aufgrund der
Einbettung ist die Menge A, C H! bzgl. der H!-Norm abgeschlossen und
Er : (HY| - ||gn) — (R,|-]) ist stetig. Dann ergibt sich dhnlich wie im [6, Proof of
(2.1) of Lemma 2.1] mit der Wahl @;, := w; ebenfalls die untere Abschédtzung

lu —wi |20 Scuce € (1) (2.109)

Dies folgt im Wesentlichen aus der Kombination von der Abschidtzung (2.108) mit
Folgendem:

- Es werden Analoga von [6, Lemma 3.7 und Lemma 3.8] mit w; statt v gebraucht,
die die gewiinschte Ungleichung fiir kleine bzw. grofie Energie-Differenzen & (u)
liefern. Dabei verlduft der Beweis von Letzterem ganz genauso, wahrend die An-
passung des Beweises von Ersterem komplizierter und aufwendiger ist. Denn
dafiir bendtigen wir insbesondere zum Einen eine dhnliche linearisierte Abschét-
zung wie in [6, Lemma 3.5] fiir f = u — w] und wj statt v und zum Anderen ein
Approximationsresultat wie in [6, Lemma 3.6] mit w} statt Fo.
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- Seien w das zu u gehorige vorzeichen-wechselnde energie-optimale Profil wie
in Lemma [2.2.5{und @} die H!-Projektion von @ auf die Menge der Minimie-

rer von (1.10). Dann gilt aufgrund von f_LL w; dx = f_LLwdx = m und deren

Minimierungseigenschaften sicherlich ||@ — @j ||3,, < 1 und zusammen mit den
Projektionseigenschaften somit

l—wilfs < e w2 < =2 < =12 + @ —
S ||u—@||‘%2—|— ||”xH%2+ wa\liﬁl
< =l (el e + [l 2) + Ee (i) + Ew (@) + 1
1 1
< u—wlya (Ei(u) +Ez<w>) T Eu(u) + EL (@) +1
Scuce 1

Als Anwendung von (2.108) und (2.109) sei z.B. die Situation von Satz (2.3.1) gege-

ben. Ferner seien w} (t) die H!-Projektion von u(t) auf die Menge der Minimierer
von (1.10) und dazu sei £(t) := £(u(t)) mit der Wahl @ (t) := wj(t) fiir t > 0,
L>1undly > % definiert. So erhalten wir die Abschédtzung

lu(t) —wi®lFn S 1) < lu(t) —wi(®)l (2.110)

E19) (@109
fiir alle t € [0, T1.
Damit konnen wir nun einen kleinen Ausblick geben: Wenn man zeigen kann, dass
(2.110) fiir alle t > 0 und &(t) — O fiur t — oo gelten sowie eine Funktion w} € H!
mit w} (t) — w} fiir t — oo in H! existiert, folgt schlieflich
t * in H.
u(t) o WL in

Dabei ist w} ebenfalls ein Minimierer von (1.10), da die Menge A, C H! bzgl. der
H'-Norm abgeschlossen und Ey : (HY, || - || g1) — (R, | -|) stetig ist.






A Anhang

An dieser Stelle fithren wir einige sonstige Bezeichnungen und Ergebnisse an, die
wir in Kapitel 1 und 2 benutzt haben, wobei wir hier auf Beweise verzichten, da die
Resultate hinreichend bekannt sind:

Definition A.0.1. (Lebesgue-Punkt)

Seien n € IN, ) # Q0 C R" offen und q € [1,c0|. Dann bezeichnet man einen Punkt
xo € Q) als Lebesgue-Punkt der Funktion u € L] (Q), falls

| | -
lim T (Be(x0)) (/) |u(x) — u(xp)|dx =0
Be X0

gilt, wobei L™ das Lebesgue-Maf$ auf dem R" sei.

Lemma A.0.2. (Dichtheit der Lebesgue-Punkte)
Seienn € N, ) # Q C R" offen, g € [1,00] und u € L] (Q). Dann sind L"-fast alle

Punkte aus Q) Lebesgue-Punkte von u, d.h. die Lebesgue-Punkte von u liegen dicht in C).

Lemma A.0.3. (Fundamentallemma von DuBois-Reymond)
Seien —oo < a < b <ocound f € L} ((a b)) mit

loc

b
[ Fxp(xdx =0

fiir alle ¢ € CX((a, b)) mit fab ¢dx = 0, dann existiert eine Konstante C € R, sodass
f(x) = C fiir fast alle x € (a,b) gilt.
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