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Kapitel 1

Reelle Zahlen

Die reellen Zahlen bilden das Grundgeriist der Mathematik, wir wiéhlen fiir diese Vorlesung einen
pragmatischen Zugang und fiithren die reellen Zahlen axiomatisch ein. Dabei gibt es drei Grup-
pen von Axiomen: die algebraischen Axiome, aus denen simtliche Rechenregeln fiir reelle Zahlen
folgen, die fiir Termumformungen nétig sind; die Anordnungsaxiome, auf denen der Umgang mit
Ungleichungen fuf3t, und schlieflich das konzeptionell wohl komplizierteste Vollstindigkeitsaxiom,
welches garantiert, dass auf der reellen Zahlengeraden keine “Liicken” existieren, so dass man z.B.
auch Wurzelgleichungen 16sen kann oder spéter trigonometrische Funktionen eingefiihrt werden
konnen. Weiterhin legen wir mit den Séitzen von Archimedes und Eudoxos schon in diesem Kapitel
das Fundament fiir simtliche Grenzwertprozesse in der Analysis.

Definition 1.1

Eine Menge M ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Objekten zu ei-
nem Ganzen. Die Objekte nennen wir Elemente der Menge. Die Schreibweise x € M heift, dass das
Element x zu der Menge M gehort. Demgegeniiber heifit y ¢ M, dass das Element y nicht zu der
Menge M zu zéhlen ist.

Seien M, N Mengen. Wir definieren

McN & (xeM=xeN)
< Firallexe M gilt: xe N
& VYxeM:xeN.

Falls M c N und N ¢ M, dann gilt: M = N.
Falls M ¢ N (oder N ¢ M) dann gilt M # N. In mathematischer Kurzform heif3t das:

AmeM mit m¢ Ny= M # N.
Wir definieren die Schnittmenge zweier Mengen M, N als:

MNN:={x:xeM und x € N}.
Wir definieren die Vereinigungsmenge zweier Mengen M, N als:

MUN :={x:x€ M oder x e N}.
Wir definieren die Differenzmenge zweier Mengen M, N als:

M\N(=M-N):={xeM:x¢Nj}.
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2 KAPITEL 1. REELLE ZAHLEN

SchlieBlich setzen wir @ := {} als Symbol fiir die leere Menge und
MXN :={(x,y): xe M,y € N}
ist als kartesisches Produkt der Mengen M und N definiert.
Die reellen Zahlen werden bei uns axiomatisch eingefiihrt. Dabei unterscheiden wir zwischen den
I. algebraischen Axiomen,
II. den Axiomen der Anordnung und
III. dem Vollstandigkeitsaxiom.

Wir bezeichnen die Menge der reellen Zahlen mit R.

I. Die algebraischen Axiome fiir R

Es gibt zwei Operationen in R, eine Addition “+” und eine Multiplikation “-”, d.h. fiir a,b € R sind
die Summe a+b € R und das Produkt a-b = ab € R als Operationen erklért und gehorchen folgenden
Regeln:

(Al) (a+b)+c=a+b+c)Ya,b,ceR

(A2) a+b=b+aVabeR

(A3) 30eR:0+a=aVaeR

(A4) YaeR3IA!beR:a+b=0 (b:=-a)

(M1) (ab)c =a(bc) Y a,b,c eR

(M2) ab=baV a,beR

M3) d1eR\{0}:a-1=aVaeR

(M4) YaeR\{0})dbeR:ab=1 (b:=a'=1/a)
(AM) a(b+c)=ab+acV¥ a,b,c eR.

Wir vereinbaren die Schreibweisen:

a-b = a+(-b)
;;l = albi=ab'=b"la
ab+cd := (ab)+ (cd).

Bemerkung. Die Null (=0 € R) in Axiom (A3) ist eindeutig bestimmt, ebenso das zu a € R nega-
tive Element b = —a € R. Die Eins (= 1 € R) in Axiom (M3) ist eindeutig bestimmt, gleichfalls das
zu a € R\ {0} inverse Element b = 1/a € R.



Aus den algebraischen Axiomen lassen sich folgende Rechenregeln ableiten:

—(-a)
(—a)+(=b)
@

a'p!

a-0

a(=b)

(—a)(=b)
alb-rc)
YabeR,a+0,

a

—(a+b)

afir a0

(ab)™! fiir a,b#0
0

—(ab)

ab

ab—ac

ceR:ac=>b
ad + bc
cd

(c:=b/a)
c,d+0

c,d+0

ad
e b b, b d 07
be c,d+

a=0oderb=0.



4 KAPITEL 1. REELLE ZAHLEN

I1. Die Axiome der Anordnung fiir R
Fiir alle a,b € R gilt: Entweder a = b, oder a < b, oder b < a, d.h. zwischen ungleichen reellen Zahlen
a,b besteht eine Anordnung, die wir mit “<” symbolisieren. Dabei gelten folgende Regeln:

(O1) (a<bund b<c)=>>a<c
(02) a<b=>a+c<b+cVYceR
(03) (a<bund 0<c)= ac<bc.

Wir vereinbaren die folgenden Schreibweisen:

a>b © b<a
a<b ' a<boder a=b

a>b © a>boder a=b.

Die folgenden Rechenregeln fiir Ungleichungen lassen sich nun mit Hilfe aller bislang bekannten
Axiome und der bisher abgeleiteten Rechenregeln beweisen:

a<b & b-a>0
a<0 & -a>0
a>0 & -a<0
a<b & -b<-a
(a<bund c<d) = a+c<b+d
ab>0 o (a>0und b>0) oder (a<0und b<0)
ab<0 & (a>0und b<0) oder (a<0und b>0)
az0 o a*>0 (=1>0()
(a<bund c<0) = ac>bc

1
a>0 & —->0
a

(a*<b*und a20und b>0) = a<b.
Eine Verschirfung der letztgenannten Rechenregel lautet

(az<b2 und b>—a):>a<b.



Definition 1.3
(1) Eine nichtleere Menge M C R heiB3t nach oben beschrinkt :<

dSeR: x<SVxeM.

Die Zahl S heiit dann obere Schranke von M.
Eine nichtleere Menge M C R heil3t nach unten beschrinkt :<

dseR:x>sVxeM.

Die Zahl s heiB3t dann untere Schranke von M.
Eine nichtleere Menge M C R heilit beschrinkt : &

ACeR,C>0:-C<x<CVYxeM.

(i1) Sei @ # M c R. Die Zahl C; € R heil3it kleinste obere Schranke oder Supremum von M (Cy =:
sup M), falls C; eine obere Schranke von M ist und falls zusitzlich fiir alle oberen Schranken S von
M gilt:

C; <S.

Sei @ # M C R. Die Zahl c¢; € R heillit grofite untere Schranke oder Infimum von M (c| =: inf M),
falls ¢ eine untere Schranke von M ist und falls zusétzlich fiir alle unteren Schranken s von M gilt:

c12>S.

(iii) Falls fiir das Supremum einer nach oben beschrinkten Menge M gilt sup M € M, dann nennt
man das Supremum von M auch das Maximum von M und schreibt sup M = max M.

Falls fiir das Infimum einer nach unten beschrinkten Menge M gilt inf M € M, dann nennt man das
Infimum von M auch das Minimum von M und schreibt inf M = min M.

Wir vereinbaren die Schreibweise sup M < oo, falls M C R nach oben beschrinkt ist, und inf M >
—o0, falls M C R nach unten beschrinkt ist.

Im Fall nicht nach oben / unten beschraenkter Mengen verwenden wir auch die Notation “sup M =
oo” fuer sup M « oo und “inf M = —oc0” fuer inf M # —oo.

II1. Das Vollstiandigkeitsaxiom fiir R: Sei ) # M C R nach oben beschrinkt, dann gilt sup M € R.
(Man kann alternativ auch formulieren: Sei ) # M C R nach unten beschrinkt, dann gilt inf M € R.)
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Satz 1.5
Sei ) # M CR.

(i) supM<oco= Ve>0dxeM:supM—-e<x

(i) supM oo Vk>0dxeM:k<x.

Ahnlich wie Satz beweist man

Satz 1.6
Sei ) # M CR.
() iInfM>-o00= Ve>0dxeM:x<infM+e€

(i) infM # —coo Vk>0AxeM: x< -k

Die zentrale Bedeutung des Vollstdandigkeitsaxioms spiegelt sich in der Auflésbarkeit algebraischer
Gleichungen in R wider. Insbesondere kénnen wir nun beweisen, dass V2 eine reelle Zahl ist.
Zunichst bemerken wir, dass V2 keine rationale Zahl ist:

Lemma 1.7
r?=2=r¢Q.

Lemma 1.8
Sei a € R mit a > 0. Dann gibt es ein nichtnegatives r € R mit r* = a. Wir schreiben r =: a.

Fiir den Beweis von Lemma|[I.8]benétigen wir neben der Beobachtung, dass die Menge der natiirli-
chen Zahlen N nicht beschrinkt ist, noch zwei fundamentale Sitze:

Satz 1.9 [Archimedes]
Fiir alle x,y € R mit x > 0,y > 0 gibt es ein n € N (abhdingig von x und y), so dass nx > y.

Satz 1.10 [Eudoxos]
Fiir alle x € R mit x > 0 gibt es einn €N, so dass 1/n < x.



Kapitel 2

Die Mengen N, Z,Q und das
Induktionsprinzip

Obwohl wir schon im ersten Kapitel mit Beispielen gerechnet haben, die die Eigenschaften der na-
tiirlichen Zahlen genutzt haben, werden wir in diesem Kapitel die natiirlichen Zahlen, und darauf
aufbauend die ganzen Zahlen und die rationalen Zahlen als Teilmengen der reellen Zahlen ma-
thematisch stringent einfithren. Das Prinzip der Induktion wird als Beweis- und Definitionsprinzip
erkldrt, um unendlich viele Aussagen quasi simultan zu formulieren oder zu beweisen.

Definition 2.1
(1) Eine Menge M c R hei8t induktiv:< 1eMund (xeM = x+1eM.).
(i) N:= ﬂ M.

McR
M induktiv

Satz 2.2
Ist M C N induktiv, dann gilt M = N.

Satz 2.3 [Prinzip der vollstindigen Induktion]
Voraussetzung: Fiir alle n € N gibt es Aussagen (=Behauptungen) B,,, die folgende zwei Eigenschaf-
ten erfiillen:

(1) By ist wahr
(i) YrneN: (B, wahr = B, wahr)
Behauptung: Dann ist B, wahr fiir alle n € N.

Corollar 2.5
Voraussetzung: Fiir alle n € N mit n > ng gibt es Aussagen (=Behauptungen) B, die folgende zwei
Eigenschaften erfiillen:

(1) By, ist wahr
@i1) YrneN,n>ngy: (B, wahr = B,,; wahr)

Behauptung: Dann ist B, wahr fiir alle n € N mit n > ny.



8 KAPITEL 2. DIE MENGEN N, Z,Q UND DAS INDUKTIONSPRINZIP

Mit Hilfe der vollstandigen Induktion kann man folgende wesentlichen Eigenschaften der Menge
N beweisen:

Satz2.7 (i) n>1¥neN

(i) n+meNVnmeN

(i) n-m=mnmmeNVnmeN

(iv) Fiir n e N gilt entweder n=1 oder n—1eN

V) n—-meNVnmeNmitn>m

(vi) AneNmit0<n <1 (Anders gesagt: NN (0,1)=0)

(vii) YmeN:NN(@mm+1)=0.

Definition 2.8
Die ganzen Zahlen Z sind definiert durch

Z:=NU{0}U{-n:neN}.
Die rationalen Zahlen Q sind definiert durch

Q:={p/q:p€Z,qeN}.

Die Differenzmenge R \ Q nennt man die irrationalen Zahlen.

Lemma 2.10
(1) Die Ausdriicke

n
Z x; und ]_[ X;
i=1 i=1
hdngen nicht von der Reihenfolge der x; ab.
(i)
n N n N
(in] Zyj = le-yj ¥n,NeN
i=1 j=1 i=1 j

i=1 j=1
(ii1) Fiir x,y e R\ {0}, p,q € Z gilt:
Pl = yPHe
(xP)?

(xy)?

|
=

=

<

Il

=
N

<
AS]



Kapitel 3

Abstandsfunktion und elementare
Ungleichungen

Der Abstand auf der reellen Zahlengerade lasst sich durch die Betragsfunktion geeignet definieren,
und der Vergleich von Abstinden fiihrt dann zwangsliufig auf Ungleichungen, die man unter Be-
achtung der Anordnungsaxiome umformen und analysieren kann. Einige der elementarsten Unglei-
chungen, die in spiteren Kapiteln immer wieder zur Anwendung kommen, werden hier behandelt,
wie z.B. die Cauchy-Schwarz-Ungleichung, die Bernoullische Ungleichung und die Minkowski-
Ungleichung.

Definition 3.1

Fiir x,y € R sei

x—y fir x>y

d(x,y) := {

y—x fir x<y

der Abstand oder die Distanz zwischen x und y.

Satz 3.2
Es gilt

(1) dx,y) 20V x,ye Rund d(x,y) =0 & x =y (Definitheit)
(i) dx,y)=d(y,x) ¥ x,y e R (Symmetrie)
(i) d(x,y) <d(x,2)+d(z,y) VY x,y,z € R (Dreiecksungleichung)
@iv) d(ox,0y) =0-d(x,y) ¥V 0 = 0,x,y € R (Homogenitiit)

V) dx+z,y+2)=d(x,y) V¥ x,y,z € R (Translationsinvarianz)
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Definition 3.3
Der Ausdruck

( {x fir x>0 ]
|x| :=d(x,0) =

—x fir x<0

ist der Betrag von x € R.

Satz 3.4
Es gilt

(1) x| =0VxeRund|x| =0 x=0 (Definitheit)
@) |x-yl=|x|-lyl Y x,y € R (Spezialfall der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung)

(i) |x+y| <|x[+|y| VY x,y € R (Dreiecksungleichung)

Satz 3.5
Fiir alle x,y € R gilt:

() lx—yl < |xl+ly
(i) [Ixl—Iyl| < Ix—yl

(iii) [lx = Iyl < Jx+yl
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Satz 3.6 [Bernoullische Ungleichung]
Fiir alle x e R mit x > —1,x # 0 und alle n e N,n > 2 gilt:

(1+x)">1+nx.

Lemma 3.8
Fiir alle x,y,e e R,e > 0 gilt:

€ 1
byl < =2+ 1

=2 T2t
Corollar 3.9
Fiir alle x,y > 0 gilt
+

Bemerkung. Man kann auch allgemeiner zeigen, dass fiir x1,...,x, >0 gilt:

1 n

xlxns[_(xl++xn) N
n

Zieht man die n-te Wurzel aus dieser Beziehung, erhilt man links das geometrische Mittel und
rechts das arithmetische Mittel der Zahlen xq, ..., x,.

Satz 3.10 [Cauchy-Schwarzsche Ungleichung]
Fiir alle x1,...,x,y1,...,Yyn € R gilt:

Satz 3.11 [Minkowski-Ungleichung]
Fiir alle xy,...,Xx,y1,...,Yyn € R gilt:

n n n
Z(xi +y)? < xl.2 + Z yl.z.
i=1 i

i=1
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Kapitel 4

Reelle Funktionen

Fiir die Mathematik zentral ist der Begriff der Abbildung oder Funktion, der in diesem Kapitel
eingefiihrt wird. Spezifische Eigenschaften mancher Funktionen wie beispielsweise Monotonieei-
genschaften werden erklirt, und die Hintereinanderschaltung, die sogenannte Verkettung von Funk-
tionen wird behandelt. Ein wichtiger Spezialfall ist es, wenn die Verkettung zweier Funktionen
zu der Identititsabbildung fiihrt, die ein Element einfach auf sich selbst abbildet. Diese Umkehr-
barkeit und Kriterien dafiir werden im zentralen Umkehrsatz untersucht. Der Umkehrsatz erlaubt
auch die FEinfithrung bisher nicht behandelbarer Funktionen wie allgemeine Exponentialfunktio-
nen. Auch einfache Operationen wie die Addition oder Multiplikation von Funktionen fithren auf
kompliziertere Funktionsausdriicke, die man aber in ihren Bestandteilen analysieren kann. Speziel-
le Funktionen sind Polynome und rationale Funktionen, die man mit einfachen Methoden genauer
untersuchen kann; insbesondere deren Definitionsbereiche und deren Nullstellen lassen sich leicht
angeben.

Definition 4.2
(1) Eine Funktion (oder Abbildung) f : M, — M, ist eine Zuordnung, die jedem x € M| genau ein
Element y = f(x) € M, zuordnet.

(i) Die Menge Z(f) := M, ist der Definitionsbereich von f, und die Menge # (f) := f(M|) C M,
ist der Wertebereich von f.

(iii) Sei f: M} — M, eine Funktion, dann heifit die Menge
Graph f :={(x,y) e M1 XM, : y = f(x)}

der Graph der Funktion f.

Bemerkung. Oft muss man den Definitionsbereich Z(f) geeignet wihlen, damit man sinnvoll von
einer Funktion sprechen kann.

Anhand einer graphischen Darstellung lésst sich hiufig entscheiden, ob es sich bei einer gegebenen
Zuordnung wirklich um eine Funktion handelt:
Eine Menge R C M| X M, ist Graph einer Funktion, wenn die folgende Implikation gilt:

((X,y)GR und (x,y") eR) >y=vy.

13



14 KAPITEL 4. REELLE FUNKTIONEN

Definition 4.4
Eine Funktion f : Z(f) — R heiit gerade : &

f(x)=f(-x) VYxe 2(f) (s.d.auch —xe 2(f)).
Eine Funktion f : Z(f) — R heiBit ungerade :<

f(x)=—-f(-x) Yxe2(f) (s.d.auch —xe 2(f)).

Definition 4.6
Eine Funktion f : Z(f) — R heiit monoton wachsend :&

x<y= f(x)< fy) Vox,ye2(f).
Eine Funktion f : Z(f) — R heilit monoton fallend :<

x<y=>fOz2fy)  YxyeI(f).
Eine Funktion f : Z(f) — R heilit streng monoton wachsend :&

x<y=fx)<fly)  YxyeD(f).
Eine Funktion f : Z(f) — R heilit streng monoton fallend : &

x<y= f(x)> f(y) Y x,y € D(f).
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Definition 4.8
Seien f: Z(f) » Rund g : Z(g) — R zwei Funktionen. Dann definiert
h = gof
h(x) g(f(x) fir xe Z(f) und f(x) € Z(g)

die Komposition von f und g. Es gilt

Graph 1= {(x,y) € Z(f)XR: f(x) € Z(¢9) und y = g(f(x))}.

Definition 4.10
Eine Funktion f : Z(f) — R heilit injektiv (“fist 1-17) 1o

Vxye2(f):  (f)=fy=x=y)

Definition 4.13
Sei f: 2(f) — R eine Funktion mit Wertebereich # (f). Falls es eine Funktion g : # () — 2(f)
mit

g(f(x)) = x Vxe2(f)

gibt, dann heiBt g die Umkehrfunktion von f. Wir schreiben g =: .
Die Umkehrfunktion g ist eindeutig bestimmt. Es gilt

Graphf_1 ={(y,x) € R?: (x,y) € Graph f}.

Satz 4.15 [Umkehrsatz in R]
Falls f : 2(f) — R streng monoton ist, dann existiert die Umkehrfunktion g : W () — 2(f).
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Satz 4.17
Fiir alle n e N,c e R, gibt es genau ein x € R, mit x" = c.
(Hierbeiist R, :={xeR:x>0}.)

Bemerkung. Wir vereinbaren die Schreibweise

xPl1 = (xMyP = (xP)V fir p,ge N, xeR,
und x7P/7 = (x4 fiir x>0,
woraus die Rechenregeln
xr+s - xrxs
er - (xr)s
Xyt o= (w)

fiir alle r, s € Q und alle zuléssigen x € R folgen.
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Definition 4.18

Seien die Funktionen f: Z(f) - Rund g : Z(g) — R gegeben und M := Z(f) N Y(g). Dann heifit

die Funktion (f +¢g) : M — R definiert durch

(f +g)(x) == f(x)+g(x) fir xe M

die Summe der Funktionen f und g.

Die Funktion (f —g) : M — R definiert durch

(f—9)(x) := f(x)—g(x) fir xe M

heilt die Differenz der Funktionen f und g.
Die Funktion (f - g) : M — R definiert durch

(f-g9)(x) := f(x)-g(x) fir xe M

heilt das Produkt der Funktionen f und g.
Die Funktion (f/g) : {x € M : g(x) # 0} — R definiert durch

(f19)(x) 1= f(x)/g(x) fiir x € M,g(x) #0,

heilt der Quotient der Funktionen f und g.

Definition 4.19

Eine Funktion f : Z(f) — R heilt nach unten beschrdinkt :< # (f) ist nach unten beschrinkt, d.h.

es gibt m € R, so dass m < f(x) fiir alle x € Z(f).

Eine Funktion f : Z(f) — R heilt nach oben beschrinkt :< # (f) ist nach oben beschrinkt, d.h.

es gibt M € R, so dass M > f(x) fiir alle x € Z(f).

Eine Funktion f : Z(f) — R heilt beschrankt < # (f) ist beschrinkt, d.h. es gibt C € R, so dass

—C < f(x) < C fir alle x € 2(f).

Bemerkung. Die Summe und das Produkt beschrankter Funktionen sind beschrinkte Funktionen.
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Definition 4.20
Eine Funktion f : R — R heifit Polynom vom Grad n, wenn es Zahlen (Koeffizienten) ag,ay,...,a, €

R mit a,, # 0 gibt, so dass fiir x e R

J)

ApX" + a1 X"+ aix+ag

n

= Z aixi
i=0
= P,(x).

Satz 4.21 [Koeffizientenvergleich]
Fiir Polynome P(x) = 3| _, apx* und Qu(x) = Yito bix¥ vom Grad n bzw. m gilt

P(x)=0,x)YxeR & n=munda,=bVk=0,...,n

Speziell gilt also, dass Polynome unterschiedlichen Grades nicht gleich sein konnen.

Lemma 4.22
FiiraeRmit|a|<eVe>0gilta=0.

Bemerkung. Zur Berechnung von P, ist folgendes Schema giinstig (Horner-Schema):

1+--~+a1x+ao

2

Py(x) = apx"+ap-1x"”
-l +--+amx+aix+ag

3

{a, X" +a,_1 X"

{[anx" > + ap1 X"+ +azx+ az]x + a1 }x +ag

= {[(¢--(apx+ap_1))x+a,2)x+---+ar]x+ay}x+ap.
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Definition 4.24

Fiir eine Funktion f : 2(f) — R heiit xg € Z(f) Nullstelle von f :& f(xg) = 0. Weiterhin heif3t
X0 € R m-fache Nullstelle des Polynoms P,(x) (vom Grad n), wenn es ein Polynom Q,,_,,,(x) (vom
Grad n—m) gibt, so dass

Pp(x) = (x— xO)an—m(x) und Qy—m(xo) # 0.

Die Zahl m heif3t dann die Vielfachheit der Nullstelle xg.

Definition 4.26
Seien P,(x) und Q,,(x) Polynome vom Grad n bzw. m. Dann heif3t
P
R(x) := ﬁ
Om(x)

rationale Funktion und hat den Definitionsbereich Z(R) = {x e R : O,,,(x) # 0}.

Satz 4.27
Fiir R(x) = P,(x)/ Qyn(x) mit n > m gibt es Polynome S ,—,,(x) und Ty(x), so dass

R(x)=S-m(x)+ T VY xe Z(R).

Om(x)
Hierbei ist Ty(x) = 0 oder ein Polynom vom Grad k < m. Diese Darstellung der rationalen Funktion
R heifst auch Normalform!, S,_,(x) ist der ganzrationale, Ty(x)/Q,,(x) der gebrochen rationale
Anteil von R.
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KAPITEL 4. REELLE FUNKTIONEN




Kapitel 5

Folgen, Exponentialfunktion und
Logarithmus

Es gibt weitere Funktionen, die beispielsweise fiir die Formulierung von Naturgesetzen und Wachs-
tumsprozessen entscheidend sind, die sich aber aus den bisher kennengelernten Abbildungen nicht
herleiten lassen. Das essentielle Instrument fiir die Definition solcher Funktionen wie etwa Expo-
nentialfunktion und Sinusfunktion ist der in diesem Kapitel zentrale Begriff der Konvergenz, der
im Grunde genommen schon am Ende des ersten Kapitels vorbereitet wurde. Wir beginnen mit
dem Konzept von Folgen und erkldren, wann eine Folge konvergiert, d.h. einen Grenzwert besitzt
und wann nicht. Dieses Konzept allein reicht schon fiir die Definition der Exponentialfunktion, und
der im Kapitel 4 hergeleitete Umkehrsatz liefert dann den Logarithmus als deren Umkehrfunktion.
Die Konvergenz von Folgen ist auch das einzige Hilfsmittel, um unendliche Summen, sogenannte
Reihen und deren Konvergenz zu erkldren. Wichtig ist die Herleitung hinreichender Kriterien fiir
deren Konvergenz, und der Vergleich mit speziellen Reihen, wie der geometrischen Reihe oder der
harmonischen Reihe.

Definition 5.2
Eine Funktion f : U ¢ N — R heilit Folge, und wir nennen f(n) =: a, Folgenglieder.
Die Folge bezeichnen wir auch mit {a,},cy .

Definition 5.4
Eine Folge {a,} konvergiert gegen eine Zahl a € R (hat den Grenzwert a) : &

Ye>0aAN=N(e):|la,—al<e¥Yn>N.

Wir schreiben dann auch lim,_,., a, = a oder a,, — a fiir n — oo.
Wenn eine Folge nicht konvergent ist, dann heil3t sie divergent.

Satz 5.6 [Grenzwertsitze]
Falls a, — a und b,, — b fiir a,b € R, dann gilt

(1) (cay) > ca VYceR

1) (a,+b,) > a+b

21
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(iv) (an/by) — a/b fiir b+0
fiir n — oo,

Bemerkung. Man beachte in (iv), dass wegen b # 0 auch b, # O fiir n geniigend groB.
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Satz 5.8 [“Sandwich-Folgen”’]
Falls a,, < b, < ¢, fiir alle n € N und a,, — a, ¢, — a fiir eine Zahl a € R, dann gilt b, — a fiir n — oo.

Bemerkung. Wenn a, < b, < ¢, oder a, < b, < ¢, firallene Nund a, — a, b, » bund ¢, — c,
dann gilta<b <c.

Definition 5.10
(1) Eine Folge {a,},cucn heilt (streng) monoton wachsend (fallend), wenn die Funktion f: U C
N — R mit f(n) = a,, n € U (streng) monoton wachsend (fallend) ist (vgl. Definition 4.6).

(i1) Eine Folge {a,}ncucn heilt (nach untenfoben) beschrdnkt, wenn die Funktion f: U Cc N - R
mit f(n) = a,, n € U (nach unten/oben) beschrénkt ist (vgl. Definition @.19).

Satz 5.11 [Monotone Konvergenz]
Eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge {a,},cucn ist konvergent.
Eine monoton fallende, nach unten beschrinkte Folge {a,},cycn ist konvergent.
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Definition 5.13
Die Funktion f : R — R definiert durch

n—oo

£(0 = lim (1+$)n

heilit Exponentialfunktion, und wir schreiben f(x) =: exp(x).
Der Wert

1 n
exp(1) = nh_)nolo(l + Z) =2.71828...

heifit Eulersche Zahl.

Satz 5.14 [Eigenschaften von exp]
Fiir die Funktion exp : R — R gilt:

1) exp(0)=1
(1) exp(x+y)=exp(x)-exp(y) VYx,yeR
(iii) exp(x)>0 VxeR

@iv) exp(-x)=1/exp(x) VxeR.

Lemma 5.15
Fiirx:=p/qeQ(peZ,qeN) gilt

exp(x) = e¥ = P4 = Afer.

Definition 5.16
Fiir x € R setze

n—oo

X . x\"
e’ :=exp(x) = lim (1+—) .
n

Satz 5.17 [Eigenschaften von e¢*] (i) e*>1+x VxeR
(i) e*<e¥ VYVax<y

Qi) le* - 1< {2 Vi <1

(iv) e >x" VYxeR:x>4n?

v) lim,0e™™ =0.
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Satz 5.19 [Logarithmus]

Der Wertebereich der Exponentialfunktion ist # (exp) = (0, 00). Damit besitzt die Funktion exp auf
(0, 00) eine eindeutig definierte Umkehrfunktion, die Logarithmusfunktion, die wir mit log bezeich-
nen.

Satz 5.20 [Eigenschaften von log]
Fiir die Funktion log : (0,00) — R gilt:

() =y Vy>O0und loge¥=x VYxeR

(i) logx <logy V x,y€(0,00) mit x <y (Monotonie)
(iii) log(x-y) =logx+logy und log(x/y) = logx —logy fiir alle x,y € (0, c0)
@iv) log(x™)=nlogx Vxe(0,00),neN

W) logl+x)<x Vax>-1

(vi) Yec>03dK=K(c):logx<cx ¥ xe€(0,00) mit x> K.
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Satz 5.21
Fiir a > 0 und exp,(x) := e*1°%¢_ gilt

exp,(x)=a* VYxeQ

(vgl. Bemerkung nach Satz[4.17).

Definition 5.22
Fiir a > 0 heiBt a* := e*1°2¢, x € R, die Exponentialfunktion (zur Basis a).

Bemerkung. Fiir die Funktion x — e* verwenden wir ab sofort nur noch den Begriff Exponential-
funktion ohne den Zusatz zur Basis e.

Satz 5.23 [Eigenschaften der Exponentialfunktion]
Fiir a,b > 0 und x,y € R gilt:

() (ab)* = a*b*
(ii) a¥ = (a")

(iii) a**¥ =a*a’.
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Definition 5.24
Eine Reihe ist ein Ausdruck der Form

(o0

Zak =artaytazt+---t+apt--,
k=1

wobei {ax}ren eine Folge reeller Zahlen ist. (Mitunter beginnt die Indizierung einer Reihe auch bei
k = 0 oder einer anderen, von 1 verschiedenen ganzen Zahl.)

Definition 5.26
(i) Die n-te Partialsumme S, der Reihe },7 | ay ist definiert durch

n

SnIZZakzal+a2+---+an.
k=1

(i) Die Reihe 37 | a; konvergiert mit Summe S € R, wenn gilt

n

S =1mS,=lim a.
n—oo n—oo

k=1

Falls der Grenzwert lim,,_, S , nicht existiert, dann heifit die Reihe divergent.

Bemerkung. Fiir die Konvergenzanalyse bei Reihen ist es oft hilfreich, komplizierte gebrochen-
rationale Ausdriicke in einzelne Summanden einfacher Gestalt zu zerlegen. Dies kann man mit der
Partialbruchzerlegung tun. Seien P,, Q,, Polynome vom Grad n bzw. m mit n < m, dann ist

Pp(x) apx" +an_1x"_l+...+a0
Om(x) ByyX™ + by XL+ -+ + by
anxn +an,1x”_1 +---+ag
(x=cDfi(x—c)k2 - (2 + pra+q) (3 + pax+qo)l2---

1 Ap A Az Aqg,
= —+ =+ +.i —
x—c1 (x—=c1)? (x—c1)} (x—cph
A A A A
LA An o An 2
x—c2 (x—c2)? (x—c2)? (x—cp)e
+...+...
Dyix+En Diyx+Eqp Dy, x+ Eyy,
2 T3 et S
x*+pix+qr  (x*+pix+qp) (x*+prx+q)h
D21x + E21 D22x + E22 o D212x + E212
X2 +pax+qy (X +pax+q)? (X2 + pax+qo)

E SRR S
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Satz 5.29 [Geometrische Reihe]
Fiir|r| <1 und a e R gilt

= a
Sak=
— 1-r

k=0

Falls |r| > 1 und a # 0, dann divergiert die Reihe 3}, ark.

Satz 5.31 [Rechenregeln fiir Reihen]
Falls A=Y ar, B= )by und c €R, dann gilt:

() Sela+b)=A+B

(i) XYpcar = cA.

Satz 5.33 [Divergenztest]
Falls ay + 0 fiir k — oo, dann ist Y ay, divergent.

Bemerkung. Die fiir die Konvergenz notwendige Bedingung a; — O fiir k — oo ist NICHT hinrei-
chend fiir die Konvergenz einer Reihe, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.35 [Harmonische Reihe]
Die Reihe

o 1 1 1
;=1+§+§+"'
k=1

ist divergent.
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Satz 5.36 [Vergleichstest]
(i) > ax konvergiert, falls Y, by konvergiert und 0 < a, < b, ¥ n > ny.
(ii) > ax divergiert, falls ;. by divergiert und 0 < b, < a, ¥ n > ny.

Bemerkung. Falls g, > 0V n € N, dann kann man die Reihe }; a; beliebig klammern oder um-
ordnen, d.h. es gilt
2.

k

ay+ay+azt+ag+as+ag+---

(a1 +a2+a3)+a4+(a5 +a6)+---

ait+ay+aqs+az+agt+ag+---,

unabhingig davon, ob die Reihe konvergiert oder divergiert.
Demgegeniiber ist zu beachten, dass z.B. die Reihe

DD =T+ (=D + L+ (=) + -
k=0

nach Satz[5.33divergiert, obwohl eine abweichende Klammerung zur Konvergenz fiihrt:
A+C-D)+A+(=1)+---=04+0+---=0.

Es gibt sogar konvergente Reihen, fiir die gewisse Umordnungen entweder gegen eine andere Sum-
me konvergieren, oder aber divergieren!

Satz 5.38 [Absolute Konvergenz]
Falls Y lax| konvergiert, dann auch Y ar, wobei allerdings i.a. Y, ar # Y lakl.

Bemerkung. Man sagt auch, dass ; ay absolut konvergiert, falls ), |ax| konvergiert. Man kann
beweisen, dass man absolut konvergente Reihen beliebig umordnen darf, ohne ihre Summe zu &n-
dern.
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Satz 5.39 [Quotiententest]
Falls a,, # 0 fiir alle n > ny und falls

an+1
Ay

—0€[0,00] fiir n— oo,

dann gilt:
(1) X pax konvergiert absolut, falls 0 <o < 1,
(i1) Xpax divergiert, falls o > 1.

(Falls o = 1, dann gestattet das Quotientenkriterium keine Aussage zur Konvergenz oder Divergenz
von Y ax.)

Satz 5.42 [Wurzelkriterium]
Falls V|a,| — o € [0, ] fiir n — oo, dann gilt:

(i) Die Reihe Y ay konvergiert absolut, falls 0 < o < 1.
(i) Die Reihe Y ay divergiert, falls o > 1.

(Falls 0 = 1, dann gestattet das Wurzelkriterium keine Aussage zur Konvergenz oder Divergenz von

2k ak-)



Kapitel 6

Stetige Funktionen, Sinus und Cosinus

Der Begriff der Stetigkeit ist konzeptionell eigentlich komplizierter als der der Differenzierbarkeit,
welche erst im siebten Kapitel behandelt wird. Aber mit den in Kapitel 5 studierten Folgen und
dem zugehdrigen Konvergenzbegriff lassen sich Grenzwerte von Funktionen und die Stetigkeit von
reellen Funktionen einfach definieren. Das alternative sogenannte € — d-Kriterium fiir die Stetigkeit
ist technisch komplizierter, dafiir aber auch universeller einsetzbar. Auch stetige Funktionen lassen
sich miteinander kombinieren, um neue stetige Funktionen zu erzeugen. Um wichtige Aussagen
fiir allgemeine stetige Funktionen zu erkennen, wird das Konzept von Haufungspunkten eingefiihrt.
Damit ldsst sich dann beispielsweise der Zwischenwertsatz beweisen, der grob gesprochen sagt, dass
eine stetige Funktion jeden Wert zwischen ihrem minimalen und maximalen Wert tatséchlich auch
annimmt. AbschlieBend werden wir in diesem Kapitel Potenzreihen und deren Konvergenzradien
untersuchen, und als Spezialfille die trigonometrischen Funktionen einfiihren.

Definition 6.1 [Grenzwerte von Funktionen]
(i) Die Funktion f : Z(f) — R besitzt an der Stelle xq € (a,b), (a,b) \ {xo} C Z(f), den Grenzwert
Yo, wenn fiir alle Folgen {x,},en C (a,b) \ {xo} mit x,, — xq fiir n — oo gilt:

lim (x,) = yo.

Wir schreiben dann

lim f(x) = yo.

X—XQ
(ii) Die Funktion f : Z(f) — R besitzt in xg € Z(f) den linksseitigen (bzw. rechtsseitigen Grenz-
wert) yo, wenn es ein Intervall (a,xg) € D(f) (bzw. (x9,b) C D(f)) gibt und fiir alle Folgen
{xn}nent C (a, xo) (bzw. fiir alle Folgen {x, },en C (X0, b)) mit x;,, — xp fiir n — oo gilt:

r}l_)n;f(xn) =Yo-
Wir schreiben dann

li =
Jim f)=yo

( bzw. xh\n)fclo f)=yo).
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Bemerkung. Fiir die Untersuchung des Grenzwertes lim,_,,, f(x) reicht es, fiir beliebiges € > 0
Folgen

{xn} C (x0—€,x0+€) \ {xo} =t Be(x0) \ {xo0}

zu betrachten. Wir sprechen bei B¢(xg) auch von dem e-Ball oder von der (symmetrischen) e-
Umgebung von xy.

Im Folgenden formulieren wir viele Aussagen fuer Funktionen f : (a,b) — R und Punkte xj € (a, b).
Diese gelten entsprechend auch fuer allgemeinere Definitionsbereiche D(f) € R und Punkte xg,
sofern xg € (a,b) und (a,b) \ {xo} € Z(f) oder, im Fall links- bzw. rechtsseitiger Stetigkeit, (a, xg) C
2(f) bzw. (xo,b) C Z(f), wie in Definition [6.I)).
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Satz 6.3 [Grenzwertsitze fiir Funktionen]
Fiir Funktionen f,qg : (a,b) = R, xq € (a,b), mit lim,_,, f(x) = yo und lim,_,, g(x) = zo gilt:

(1) limysylaf(x)+Bg(0)]=ayo+Pz0 Ya,BER
(i) limy 5 [f(x) - g(x)] = yozo
(i)
lim (@) =D falls z#0.

=x\g)) 2o

(iv) Enthaelt W (f) eine Umgebung von yo und ist zusaetzlich h: % (f) — R mit lim,_,,, h(y) = zo
gegeben, so gilt lim,_,,(ho f)(x) = zo.

Satz 6.6 [Vergleichskriterium (,,Sandwich*)]
Fiir Funktionen f,g,h : (a,b) = R, xq € (a,b) mit

g(x) < f(x) <h(x) ¥ x € Be(xo) \ {x0}

fiir ein € > 0, und mit
lim g(x) = lim h(x) = yo
X— X0 X—X0
gilt:
lim £(x) = yo.
X—X0

Bemerkung. Fiir f:(0,00) —» R, oder g : R — R kann man z.B. auch die Grenzwerte

lim f(x) oder lilzl g(x)

betrachten, indem man etwa Folgen x, — oo betrachtet, d.h. Folgen {x,}, so dass fiir alle K > 0 ein
Folgenindex N = N(K) existiert, so dass x, > K fiir alle n > N.
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Satz 6.7 [e-0-Formulierung]
Fiir eine Funktion f : (a,b) = R, xo € (a,b) gilt

lim f(x) = yo,
X— X0
genau dann wenn

Ve>0316=0(xp,6)>0V x€(a,b),0<|x—x9|<d : |yo—f(x)|<e.

Definition 6.8 [Stetigkeit]
(i) Eine Funktion f : (a,b) — R heil}t stetig in xg € (a,b) :&

fxo) = lim f(2).

Ye>0d0=0(xp,€)>0VY xe(a,b),lx—xpl<d : |f(xo)—f(x)|<e.

(i) Eine Funktion f : (a,b) — R heilit rechtsseitig stetig (bzw. linksseitig stetig) in xo € (a,b) :&
f(xo) = lim f(x)
X2 N\\Xo

(bzw.  f(x0) = xh/rfclof (x))

Ve>036=0(xp,€) >0V x€[x0,b),|x—x0l <6 : |f(xg)—f(x)|<e€
(bzw. Ve>036=0(xp,6)>0V x€(@xol,lx—x0l <6 : |f(xo)—f(x)|<e€).

(iii) Ist eine Funktion f : (a,b) — R in allen x € (a,b) stetig, dann heiit f stetig auf (a,b). Die
Menge aller auf (a,b) stetigen Funktionen bezeichnen wir mit C°((a, b)).
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Definition 6.9 [Stetige Fortsetzung]
Sei f € CO%B(x0) \ {x0}), und es existiere limg_, , f(£), dann heiBt f in xo stetig fortsetzbar. Die
Funktion
S DACY, Y x € Be(xo) \ {x0}
J() =47 )
limg,,, f(£)  fiir x=xg

heil3t stetige Fortsetzung von f auf B¢(xp). Der Punkt xg heil3t dann hebbare Singularitdt oder, falls
Sf(xo) # limg_,y, f(€) definiert ist, hebbare Unstetigkeit.

Satz 6.11 [Operationen mit stetigen Funktionen]

(i) Falls f,qg: (a,b) = R in xg stetig sind, dann sind auch die Funktionen f +g und f -g in xy stetig,
ebenso f g, falls zusdtzlich g(xp) # 0.

(ii) Die Funktion f : (a,b) — R mit Wertebereich W (f) C (c,d) sei in xo € (a,b) stetig, und g :
(c,d) = R seiin yo := f(xp) stetig. Dann ist g o f in xq Stetig.

(iii) Die Funktion f : (a,b) — R sei streng monoton und stetig in (a,b). Dann ist die Umkehrfunktion
L # (f) — R ebenfalls streng monoton und stetig, und W (f) ist ein Intervall.

Corollar 6.13 [KonvergenzKkriterium fiir Folgen]
Seie>0,A€Rund f: Bs(A) = R stetig in A. Dann gilt fiir jede Folge {a,} C B<(A) mit a, — A fiir

n— oo

lim f(a,) = f(A).
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Definition 6.14
(1) Sei {x,}nen C R, und die Folge {ni}ren C N streng monoton wachsend. Dann heift {x,, }reny C R
Teilfolge von {x,}nen.

(ii) xp € R heiBt Haufungspunkt der Folge {x,},en CR 1
in jeder Umgebung B(xp) := (xo — €, X9 + €), € > 0, liegen unendlich viele Glieder der Folge
(e ﬁ(Be(XO) N {Xp}nen) = 00).

Konvergiert {x, },en, so konvergiert auch jede Teilfolge, und die Grenzwerte stimmen ueberein.

Satz 6.15
{Xn}new C R hat den Hdufungspunkt xo € R & es gibt eine Teilfolge {x,, }xen C {Xn}nenw mit x,, — Xo
fiir k — oo.

Definition 6.17
Eine Folge abgeschlossener Intervalle {[a,, b1}, | heiBt Intervallschachtelung :<

(1) [ant1,bp1]1 C lan, byl

(i1) b, —a; — 0 fiir n — oo.

Lemma 6.18
Zu einer Intervallschachtelung {[a,,b, ]} gibt es genau ein xo € R mit xy € [ay, b, ] fiir alle n € N und
an — Xxg, by, — xo fiir n — co.

Satz 6.19 [Bolzano-Weierstraf3]
Jede beschrinkte Folge besitzt (mindestens) einen Hdaufungspunkt.
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Satz 6.20
Zu jeder Funktion f € C%([a,b)) gibt es eine (von dieser Funktion abhdngige) Konstante K > 0, so

dass
lf()I<K V¥ xe€lab].

Satz 6.22
Jede Funktion f € CO([a,b]) nimmt ihr Supremum und Infimum an, d.h. es existieren x1,x; € [a,b],
so dass

Jf(xp) =sup#'(f) = [sugf und fx) =inf W/ (f) = [ijllf]f-
Man schreibt dann auch (vgl. Definition[I.3):
f(x1) =max# (f) =: m%)](f und f(x2) =min# (f) =: min f.

la [a,b]

Satz 6.24 [Zwischenwertsatz]
Sei f € C%([a,b]). Dann gilt:

(1) Falls f(a)- f(b) <0, dann gibt es (mindestens) ein xy € (a,b) mit f(xg) = 0.

(i) #(f) = [infiap) f,8upg, ) 1

Corollar 6.26
Ein Polynom Pj;,—1(x), x € R vom Grade 2m—1, m € N hat (mindestens) eine reelle Nullstelle.

Definition 6.27
Fiir eine Funktion f : M — R heilit xo € M Fixpunkt von f :&

f(xo0) = xo.

Corollar 6.28 [Fixpunktsatz]
Fiir f € C%([a,b]) mit W (f) C [a,b] gibt es (mindestens) einen Fixpunkt.
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Definition 6.29
(1) Sei {an}renuioy C R, dann heiBt fiir x € R der Ausdruck

(o)

S

k=0
eine Potenzreihe in x mit Koeffizienten a; € R.
(i) Wir definieren die Menge
K:={xeR: Z aix’ konvergent }
k=0

und bezeichnen die Zahl
R :=sup{ly| : y € K}

als den Konvergenzradius der Potenzreihe 3.7, agx®.

Satz 6.30
Sei 3020 arx* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann gilt:

i) R=0= 32, aixk konvergiert absolut nur fiir x = 0.
(i) R>0= 372, agx* konvergiert absolut fiir alle x € (—R, R).

(iii) Fiir alle x mit |x| > R ist 37", aixk divergent.

Satz 6.31 [Quotienten- und Wurzelkriterium fiir Potenzreihen]
(i) Falls die Potenzreihe };. aix* mit ay # 0 die Bedingung

Aap+1
Ay

lim =A

n—oo

erfiillt, dann gilt

R=-. (6.1)

wobei in (6.1) R = oo, falls A =0 und R =0, falls lim,_,co |11/ ay| = .

(ii) Falls die Potenzreihe ¥,°  apx* die Bedingung
k=0
lim +/|a,| =B
n—oo

erfiillt, dann gilt

R= 3 (6.2)

wobei in (6.2) R = oo, falls B =0 und R = 0, falls {{/]a,]} eine unbeschrinkte Folge ist.
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Definition 6.33 [Sinus, Cosinus]
Wir setzen fiir x € R

i . y2herl
sinx = (-1
p 2k+1)!

x2k

cosx = (- l)k
; (2k)!

Satz 6.34 [Stetigkeit von Potenzreihen]
Eine Potenzreihe P(x) := Zz’zoakxk mit Konvergenzradius R ist stetig auf (—R,R), kurz: P €
CO(=R,R)).

Satz 6.35 [Cauchy-Produkt]

Die Potenzreihe 3} ayx* habe den Konvergenzradius R, und die Potenzreihe 2o_obmX™ habe den
Konvergenzradius S, dann hat das Produkt — Cauchy-Produkt genannt — der beiden Potenzreihen
die Gestalt

0 S 0 n
[Z akxk)[ bmxm] Z(Z albn_l} x"
k=0 m=0 n=0\ /=0
a()b() + (a0b1 + albo)x + (a0b2 + a1b1 + azbo)xz

+(a0b3 + a1b2 + a2b1 + a3b0)x3 + -
und einen Konvergenzradius T > min{R, S }.
Allgemein erhalten wir fuer absolut konvergente Reihen }.;° o a, 3.,°_, b die Identitaet
[e] [oe] [Se] n
k m=0

=0 n=0\[=0
a()b() + (a0b1 +ai bo) + (a()bz +ai b] + azbo)

+(a0b3 +a1b2 +a2b1 +a3b0) +---.

Bemerkung. Bei der Berechnung von Cauchy-Produkten treten in natiirlicher Weise die Binomi-

alfaktoren
ny)y  nl
k] kln-k)

auf.
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Satz 6.37 [Elementare Eigenschaften von Sinus und Cosinus] (i) Die auf R definierten Funk-
tionen sinx und cos x sind stetig, d.h. sin,cos € CO(R).

(i) sinx = —sin(—x) und cosx = cos(—x) fiir alle x € R, d.h. sin x ist eine ungerade Funktion und
cos x ist eine gerade Funktion.

(ii1) cosO0=1, sin0 =0 und lim,_o(sinx/x) = 1.

(iv) Es gelten die Additionstheoreme:

sin(x+y) = sinxcosy-+cosxsiny

cos(x+y) Ccosxcosy —sinxsiny

fiir alle x,y € R.

Corollar 6.38
Es gelten fiir alle x,y € R:

(1) -1<sinx<lund -1<cosx<1
(i) cos?x+sinx=1

(iii) sin(x+2km) =sinx und cos(x+2km) = cosx fiir alle k € Z, d.h. sin und cos sind 2n-periodisch

(iv) sinx=0© x=kn fiireinkeZ
cosx=0e x=Qk+ 1)n/2 fiireink e Z

(v) sin(x+(w/2)) = cosx und cos(x—(rr/2)) =sinx

(vi) sinx+siny = 2sin[(x+y)/2]cos[(x—y)/2]
sinx —siny = 2sin[(x —y)/2]cos[(x+ y)/2]
cosx+cosy =2cos[(x+y)/2]cos[(x—y)/2]
cosx—cosy = —2sin[(x +y)/2] sin[(x —y)/2]

2 2

(vil) cos(2x) = cos?x—sin®x =2cos?x— 1
sin(2x) = 2sinxcos x
1 +cosx = 2cos(x/2)

1 —cosx = 2sin*(x/2)
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Definition 6.39
Wir setzen
sinx T
tanx = , x#+QRk+1)=,keZ,
CcoS X 2
cos
cotx = — x, x#km, keZ.
sinx

Corollar 6.40 [Eigenschaften des Tangens und Cotangens]
Fiir alle x,y € R, fiir die die folgenden Ausdriicke definiert sind, gelten die Eigenschaften:

(1) tan(—x) = —tanx und cot(—x) = —cotx, d.h. tan und cot sind ungerade
(i1) tan(x+m) = tanx und cot(x + ) = cotx, d.h. tan und cot sind n-periodisch

(iii) (Additionstheorem fiir den Tangens)

tanx +tany
tan(x +y) = ———
1 —tanxtany
Werte der trigonometrischen Funktionen
Winkel Bogen | sin cos tan cot
0° 0 0 1 0 Foo
30° e | 5 | 3V3[3V3| V3
45° o aV2iV2 1
60° | ir [Ivi| L | V3 Ly
90° In 1 0 | 0 | 0




42

KAPITEL 6. STETIGE FUNKTIONEN, SINUS UND COSINUS




Kapitel 7

Differentiation

Der Begriff der Ableitung einer Funktion spielt eine entscheidende Rolle bei der Formulierung von
Naturgesetzen (Newtons Bewegungsgleichungen), zeitlich verdnderlichen Phidnomenen in der Bio-
logie und Chemie (Wachstumsraten und Reaktionsgeschwindigkeiten) und bei globalen Entwick-
lungen in der Okonomie und Soziologie (Bevolkerungsentwicklung). Der Definition der Ableitung
einer reellen Funktion iiber Grenzwerte von Differenzenquotienten wird hier ihre geometrischen
Bedeutung als Tangentensteigung an den Graphen der Funktion und die analytische Interpretati-
on als lineare Approximation einer nichtlinearen Funktion gegeniibergestellt. Diese Interpretation
bildet auch die Grundlage allgemeiner Ableitungsbegriffe der mehrdimensionalen Analysis, der
Differentialgeometrie und der fiir die theoretische Physik so wichtigen Funktionalanalysis, wo es
nicht mehr um Funktionen sondern um allgemeinere Funktionale und Operatoren geht.

Nach einigen grundlegenden Beispielen, bei denen angelehnt an die Definition (Definition [7.1)
die Ableitungen bestimmt werden, werden praktische Rechenregeln (Satz hergeleitet, die die
Berechnung der Ableitungen von komplizierteren Funktionen erleichtern. Dabei sind besonders die
Produktregel und die Kettenregel (Satz[7.11)) sowie der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion
(Satz wichtig. Der vom mathematischen Gesichtspunkt her zentrale Mittelwertsatz, Satz
erlaubt die Herleitung von Kriterien fiir die qualitative Beschreibung von Funktionen mit Hilfe ihrer
Ableitungen (Extremwerte, Monotonie, Konvexitét, Asymptotik).

Im Folgenden sei I := (a, b) stets ein offenes Intervall mit —oco < a < b < oo,

Definition 7.1
(i) Eine Funktion f : I — R heif}t in xq € I differenzierbar &

o) = im A o) = lim x4~ o)) < o,

d.h. der Grenzwert der Differenzenquotienten Ay, f(xg) fiir h — 0 an der Stelle xq soll existieren und
endlich sein.

(ii) f:1I— RheiBt aufI differenzierbar :< f’(x) existiert und ist endlich fiir alle x € /. Die Funktion
x — f'(x) heilit Ableitung von f, und man schreibt

N Y AP PN
! (_dx_dxf)'l R

(iii) Falls f, f* € C°(I), dann schreiben wir f € C'(I).
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Bemerkung. (i) Der Wert der Ableitung f’(xo) einer Funktion f : I — R ist identisch mit der
Steigung der Tangenten an dem Graphen von f in dem Punkt (xo, f(xo)) € R2. Die zugehorige
Tangentengleichung ist

y = f'(x0)(x = x0) + f(x0).

(i) Mit Hilfe der Ableitung f’(xp) einer Funktion f : I — R findet man die beste lineare Ap-
proximation g(x) := m(x — xg) + f(x9) an den Graphen von f durch den Punkt (xg, f(xo)).
Tatsdchlich liefert die Wahl m := f”(xq) fiir die Geradensteigung von g, dass der relative Feh-

ler
J(x0)—g(x)
X—Xp

gegen Null konvergiert, falls x — x¢. Wir schreiben auch mit 4 := x — xp
F(xo+h) = f(x0)+ f'(x0)h + o(h) fiir h — 0,
was bedeutet, dass der Term

r(xo,h) == f(xo+h) = f(x0) = f'(x0)h

[iE E EZie}luIlg
1 h

0
-0 h

erfiillt, vgl. Definition[7.3]

Definition 7.3 [Lanpausche Symbole]
Fiir f: I - Rund g : I — R schreiben wir

(1)
J(x) = 0(g(x)) fur x — xo,
N
AC20,6>0:]f(x0)<Clgx)] Vlx—xol <6.
(i)
J(x) = o(g(x)) fiir x — xo,
=

Ve>036(e)>0:|f(x) <€elg(x)] VI|x—xp|<0.

Bemerkung. Physikalisch ist die Ableitung eng mit dem Geschwindigkeitsbegriff gekoppelt.
Wenn s = s(¢) die in der Zeit ¢ zuriickgelegt Strecke eines Massenpunktes bei geradliniger Be-
wegung bezeichnet, so errechnet sich die Momentangeschwindigkeit v(ty) des Massenpunktes zum
Zeitpunkt t = fg durch

v(fo) }1[1_1}(1) Aps(to)

d
s’ (to) (d_tS|t:t0 = S'(to))-

Genauso kann man Wachstumsgeschwindigkeiten in der Biologie, Zerfallsgeschwindigkeiten in der
Atomphysik oder Reaktionsgeschwindigkeiten in der Chemie definieren und berechnen.
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Lemma 7.5 [Differenzierbarkeit = Stetigkeit]
Falls f'(xo) fiir xo € I existiert, dann ist f : I — R stetig in xo. Es gilt also fiir f : I — R mit f’ € C°(I)
automatisch f € C L.

Satz 7.7 [Differentiationsregeln]
Wenn die Funktionen f,g: I — R in x € I differenzierbar sind, dann gilt:

@ (f+9/ @) =f"()+g' (%)
(i) (cfY()=cf'(x) VYceR
(i) (fg)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x) [Produktregel]
@iv)

Y 0900 = f(x)g' (x)
- (x) - 2 ’
g g-(x)

falls g(x) # 0 [Quotientenregel]. Speziell gilt

0 g
(g) (0= g*(x)’

falls g(x) # 0.

Satz 7.9 [Ableitung trigonometrischer Funktionen]
Die Funktionen sin und cos sind von der Klasse C'(R), und es gilt

(sinx)) = cosx

(cosx) = —sinx

(tanx) = 1 +tan®x = 3 fiir x+ Qk+1Dn/2, keZ
COS* X

(cotx)) = —(l+cot’>x)=— fiir x+#kn, keZ.

sin? x
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Satz 7.11 [Kettenregel]
Fiir f :1->R,g:(c,d) > R, —o0o <c<d=< oo, mit W(f)C(c,d), sodass f differenzierbar in xo € I
und g differenzierbar in yy := f(xg) ist, ist die Verkettung go f : I — R in xq differenzierbar, und es
gilt

(g0 f) (x0) = g"(f(x0))f(x0)-

Definition 7.13 [Hohere Ableitungen]
SeineN, f:I—Rund xp €l
(1) f heiBt in xo n-mal differenzierbar : &

1
F0x0) 1= lim Ay [P (x0) = Tim - £~ Do + 1) = 7D (x0)) < o0,

wobei f() := f”. Man schreibt entsprechend auch f” := f@, " := f® usw.

(ii) f heiBt auf I n-mal differenzierbar : < f(x) existiert und ist endlich fiir alle x € I. Die Funktion
x = fM(x) heiBt die n-te Ableitung von f, und wir schreiben

d" d'f
m = —f= : .
4 ( dx”f dx" ) I=x

(iii) Falls f, fo=D gn=2) e g1 g7 £ e COI), dann schreiben wir f € C"(I). (Nach Lemma
folgt bereits aus f™ e CO(I), dass f € C*(I).)

(iv) f heiBt glatt auf I :& f e C*(I) ¥ n € N, und wir schreiben in dem Fall f € C*(1).
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Definition 7.15
Sei f:I->R.

(1) xo € I heilt lokale Maximalstelle (oder relative Maximalstelle) und f(xg) ein lokales Maxi-
mum (oder relatives Maximum) von f &=

Je>0: f(x) < flxg) VY x€Belxo)Nl.

(i) xg € I heilit globale Maximalstelle und f(xg) ein globales Maximum von f <
Jf(x) < f(xg) VYxel

(iii) Entsprechend definiert man lokale Minima und globale Minima. Ist f(xp) (ein lokales oder
globales) Maximum oder Minimum, so ist xg eine Extremalstelle und f(xg) ein Extremum
von f.

Satz 7.16 [Extremalstelle xy von f = f’(xg) = 0]
Falls xg € I eine lokale Extremalstelle einer in I differenzierbaren Funktion f : I — R ist, dann gilt

f'(x0) =0.

Definition 7.17
Alle x € I mit f’(x) = 0 nennt man stationdre Punkte oder kritische Punkte von f.

Bemerkung. Mogliche Extremalstellen einer Funktion f : [a,b] — R sind:
1. die Endpunkte a oder b,
2. Punkte xg € I, wo f nicht differenzierbar ist,

3. Punkte x € I, wo f’(x) =0.
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Satz 7.19 [Mittelwertsatz]
Fiir eine Funktion f € C%([a, b)), die differenzierbar in (a,b) ist, gibt es (mindestens) ein xq € (a,b)

mit

fixo)=——

Satz 7.20 [Monotoniekriterien]
Fiir eine auf I differenzierbare Funktion f : I — R gilt

1) f/>0aufl = f streng monoton wachsend auf |
@Gi) f/<O0aufl =  f streng monoton fallend auf I

(i) f'>0aufl <  f monoton wachsend auf I

Gv) f'<0aufl &  f monoton fallend auf I
(=4

W) f'=0aufl f konstant auf I.
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Corollar 7.21 [Integrationskonstanten]
Fiir differenzierbare Funktionen f,g: 1 — R gilt:

ff=g auf I & dceR:f(x)=g(x)+cYxel.

Corollar 7.23 [Extremwerttest iiber erste Ableitung]
Sei [ : I — R differenzierbar mit f’(xo) = 0 fiir ein xo € I. Dann gilt:

(1) f(xp) ist genau dann ein lokales Maximum, wenn ein € > O existiert mit

f =0 auf (xo—€,xg) und

f <0 auf (xq, X + €).

(i1) f(xg) ist genau dann ein lokales Minimum, wenn ein € > 0 existiert mit

f <0 auf (xo—€,x9) und

=0 auf (xp,xo + €).

Corollar 7.25 [Extremwerttest iiber zweite Ableitung]
Fiir f € C>(I) mit f'(xo) = 0 fiir ein xo € I gilt:

@) f"(x0)<0 = f(xo) ist ein lokales Maximum.

G) f(xo)>0 = f(xo) ist ein lokales Minimum.
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Definition 7.27
(i) Eine Funktion f : [a,b] — R heiit konvex =

fax+(1-Dy) <tfx)+(1-0f(y) VY x,yela,bl,tel0,1].
(i) Eine Funktion f : [a,b] — R heil3t strikt konvex

fx+A-ny) <tf)+(1-0f(y) Vx,yela,bl,x+y,te(0,1).

(iii) Eine Funktion f : [a,b] — R heillt (strikt) konkav :— —f ist (strikt) konvex.

Satz 7.29 [Konvexititskriterien] (i) Sei f : [a,b] — R stetig und in (a,b) differenzierbar. Dann
gilt
f konvex <= [ auf (a,b) monoton wachsend.

(ii) Sei f € C*((a,b)). Dann gilt

f konvex < f”>0in (a,b).

(iii) Falls f € C*((a,b)) und " > 0 [oder f auf [a,b] stetig, in (a,b) differenzierbar und f’ streng
monoton wachsend), dann ist f strikt konvex.
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Definition 7.31
Xo € (a,b) heillit Wendepunkt einer Funktion f:(a,b) > R =

de>0: Sflixo—exo,1 konvex und flix, xo+e] konkav.

oder de>0: Sflixo—exo) konkav und fliy, x+e konvex.

Bemerkung. Kandidaten fiir Wendepunkte einer Funktion f : I — R sind damit xq € I mit "' (xg) =
0, oder wo die zweite Ableitung f”'(xg) nicht existiert. (Randpunkte sind nach Definition keine
Wendepunkte!)

Satz 7.32 [Wendepunktkriterien] (i) Sei f € C3((a,b)), xo € (a,b), f”(x0) = 0 und f'"(xq) # 0.
Dann ist xo ein Wendepunkt von f.

(ii) Sei f e C*((a,b)), xo € (a,b), " (xo) = 0. Dann ist xo genau dann ein Wendepunkt, wenn es
ein € > 0 gibt, so dass

f" >0 auf (xo—€,x0) und " <0 auf (xo,x0 +€),

oder
" <0 auf (xo—¢€,x0) und f” >0 auf (xo,xo+€).
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Satz 7.34 [Verallgemeinerter Mittelwertsatz]
Fiir Funktionen f,g € C%([a,b)), die differenzierbar in (a,b) sind, mit g’(x) # 0 fiir alle x € (a,b),
gibt es (mindestens) ein xg € (a,b) mit

f®) = fl@) _ f(x0)
gb)—gla)  g'(xo)

Satz 7.35 [L"HospiTAL]
Seien f,g: (a,b) — R differenzierbar, —oo < a < b < co, mit

(1) f(x) = 0und g(x) — 0 fiir x /' b, oder f(x) — oo und g(x) — oo fiir x /' b,
(i) ¢’(x) # 0 fuer alle x € (a,b),
(i) f'(x)/g’(x) = L € [~o0, 0] fiir x /' b.

Dann gilt

lim 2 _ iy L9 _

x/b g(x)  x/b g'(x)
Entsprechende Aussagen gelten fiir den Grenziibergang x ™\ a sowie fiir einen (beidseitigen) Grenz-
iibergang x — c gegen einen inneren Punkt c € (a,b).

Bemerkung. [Iterierte Anwendung des Satzes von L’HospiTaL]
Wenn im Fall x 7 b die drei Bedingungen

e f(x) > 0und g(x) > Ofiralle j=0,1,....k—1
oder fU)(x) — oo und g"(x) — oo fiiralle j=0,1,...,k—1,

e g (x) # 0 fiir alle x nahe b,
o fP)/gPx) - Le[-00,00]
erfuellt sind, dann hat man

T f@ . o o P
im —— = lim = lim =..=lim———==1L
x/bg(x)  x/bg'(x)  x/bg"(x) x/b g®(x)

Entsprechendes gilt wieder fuer x N\, a bzw. x — c.
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Satz 7.37 [Ableitung der Umkehrfunktion]

Sei f € CO([a,b]) streng monoton mit # (f) = [c,d] und in xq € (a,b) differenzierbar mit f'(xy) # 0.

Dann ist die Umkehrfunktion g = f~' : [c,d] — R in yo := f(xo) differenzierbar, und es gilt
[ 1

f'(x0)  f(9(yo))

g9'(yo) = (7.1)

Bemerkung. (i) Wire g schon als differenzierbar in Satz vorausgesetzt, dann konnte man
einfach die Relation

x=g(f(x)
nach x differenzieren, um unter Benutzung der Kettenregel (Satz [7.11))
1=g'(f(x)f'(x)

und damit ((7.1)) zu erhalten.
(i) Falls f € C°([a,b])NC'((a,b)) und f’ # 0 auf (a,b), dann erhilt man g € C°([c,d]) N C'((c,d)).
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Kapitel 8

Integration

Das Gegenstiick zur Differentiation bildet die Integration, mit deren Hilfe man aus der Ableitung
f’ die urspriingliche Funktion (bis auf Integrationskonstante) rekonstruieren kann. Dabei wird das
(Riemannsche) Integral zunichst iiber approximierende Summen definiert, bevor einfach Integrati-
onsregeln das Berechnen von bestimmten Integralen erleichtern. Die Integration bildet die Grund-
lage fiir Flachenberechnungen, Kurvenldngenbestimmung und die Berechnung von Potentialen,
Momenten und anderen geometrischen und physikalischen Gré8en. Hier sollen die grundlegen-
den Hilfsmittel bereitgestellt werden, um die Integrale auch komplizierterer Funktionen — wenn
moglich — zu berechnen.

Im Folgenden sei I := (a, b) stets ein offenes Intervall mit —co < a < b < c0.

Definition 8.1

Sei f : [a,b] — R stiickweise stetig, d.h. f sei an hochstens endlich vielen Stellen unstetig und es
existieren die rechts- und linksseitigen Grenzwerte an diesen Unstetigkeitsstellen. Dann heif3it die
Zahl

b n
[ ey = tim 3 s - 8.)
a i=1

fiir beliebige Unterteilungen a = xg < x; < -++ < x,—1 < X, = b und beliebige Zwischenpunkte &; €
[xi-1,x;] mit der Eigenschaft

max |x;—x;—1| — O fiir n — oo, (8.2)
i€{l,...,n}

das besimmte Integral von f iiber [a,b]. Die Randpunkte a, b heillen Integrationsgrenzen, die Varia-
ble x in (8.1) nennt man die Integrationsvariable, deren Bezeichnung kann beliebig gewihlt werden,

z.B. ist . ,
ff(x)dx:ff(t)dt.

Bemerkung. 1. Es gilt

a b
f f(x)dx=0 und fdf(x)dx = —f f(x)dx fiir alle a < b.
a b a

2. Dass der in (8.1)) rechts stehende Grenzwert unter der Bedingung (8.2) tatséchlich existiert und
(abgesehen von Bedingung (8.2))) unabhdngig von der Wahl der x;, &; ist, ist beweisbediirftig.
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j;bf(z)dz

definiert den orientierten Flicheninhalt zwischen dem Graphen der Funktion und der x-Achse.

3. Das bestimmte Integral

Satz 8.3 [Elementare Integrationsregeln und Abschiitzungen]
Seien f,g : [a,b] — R stiickweise stetig. Dann gilt

()
b b b
f [af(x)+Bg(x)]dx = cxf f(x)dx +/3f g(x)dx fiir alle a,B €R,
(i1)
b C b
f f(x)dx = f f(x)dx+f f(x)dx fiir alle c € R,

(iil) f(x) < g(x) fuer alle a < x < b impliziert

b b
f Fdx < f g(0)dx,

(iv) m < f(x) < M fuer alle a < x < b impliziert

b
m(b—a) < f fx)dx<Mb-a),

b
f f(x)dx

Satz 8.4 [Mittelwertsatz der Integralrechnung]
Seien f € C%([a,b]) und g : la,b] — R stiickweise stetig und g > 0 auf [a,b]. Dann existiert minde-
stens ein & € [a,b] mit

(v) .
Sf lf(x0)ldx fiir a<b.

b b
ff(x)g(x)dX=f(§)f g(x)dx.

Speziell gilt fiir g = 1: Es gibt ein xq € [a,b] mit

b
f J®)dx = f(x0)(b-a).
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Definition 8.5
Eine auf einem Intervall I differenzierbare Funktion F heilt Stammfunktion von f

= F'(x) = f(x) fiiralle x€ 1.

Satz 8.6 [Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung]
Sei f € CO(I), a,b € I. Dann gilt

®
i(f f(t)dt):f(x)ﬁiralle xel.
dx\J,

Jede andere Stammfunktion F von f hat die Form
F(x)= fxf(t)dt+cﬁ'jr ceR.
(i1)
b b
f f()dx=F(b)=F(a)=: [F(x)|

fiir alle Stammfunktionen F von f.

Definition 8.7
Die Menge

ff(x)dx :={F:1—>R differenzierbar mit F’ = f auf I}

heiB3t unbestimmtes Integral von f.

Folglich kann man ein Integral berechnen, wenn man eine Stammfunktion kennt. Weiterhin erhaelt
man aus einer Differentationsformel F’ = f sofort, dass F Stammfunktion von f ist.

Das unbestimmte Integral wird durch eine Stammfunktion bereits vollstaendig charakterisiert, da
es genau alle Funktionen enthaelt, deren Differenz zu dieser Stammfunktion konstant ist.
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F(x) F'(x) = f(x) f f)dx=Fx)+c Bemerkung
1 n+1 n 1 n+1
X x" xX"dx = X"+ n#-1
n+1 n+1
! 1
log|x| 1 ;dx =loglx|+¢ x#0
—cos(x) sin(x) f sin(x)dx = —cos(x) + ¢
sin(x) cos(x) f cos(x)dx = sin(x) +c¢
‘ L - 2k +1
tan(x) T o2 x =tan(x) +c¢ x#Qk+
! L - 2k
cot(x) g sinz(x) x=—cot(x)+c X # 2km
arcsin(x) ! f ! dx = arcsin(x) + ¢ x| <1
S Vie
l 1
arctan(x) e 2 dx = arctan(x) + ¢
1 1 1+x 1 1 d 1 1 1
zlog = [T T P i <
Lgax e fe“xdx =—e"+c a#0
cosh(x) sinh(x) f sinh(x)dx = cosh(x) + ¢
sinh(x) cosh(x) f cosh(x)dx = sinh(x) + ¢
1
log(x—i- 1+x2) 11+x2 fmdleog(x+ V1+x2)+c
1
log‘x+‘\/x2—1| x12—1 f\/xz__ldx=log|x+ \/xz—l’-f-c x| > 1
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Satz 8.9 [Partielle Integration]
Fiir Funktionen u,v € C! (1) und Stellen a,b € I gilt

b b
f ' (xX)v(x)dx = [u(x)v(x)]z - f u(x)v' (x)dx.

Satz 8.11 [Substitutionsregel]
Fiir g€ C'(I) und f € C°(B.(# (¢))) fiir ein € > 0 gilt

b g(b)
f flg(x)g' (x)dx = f » f@)dt.
a gla
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Bemerkung. Die Integration einer rationalen Funktion R(x) erfolgt in drei Schritten:

1. Eine Polynomdivision fiihrt auf
P(x)
R(x)=g(x)+ —=
e

mit Polynomen g, P, Q, so dass P und Q keine gemeinsamen Faktoren haben und Grad (P) <

Grad (Q) gilt.

2. Eine Partialbruchzerlegung fiihrt auf eine Summe einfacher rationaler Funktionen, deren
Nenner entweder Linearfaktoren oder quadratische Terme in verschiedenen Potenzen sind,

vgl. Seite

3. Integration von g und den einzelnen Summanden der Partialbruchzerlegung liefert mit Satz

[8.3] (i) das gesuchte Integral

fR(x) dx.

Dabei treten verschiedene Integraltypen auf:

dx
Injx—a|+c,
x—a

1
L L ks,
(x—a)k (k—1D(x—a)<!
dx 2 2x+p
> = - arctan
XA pxtq Va4q-p V4q - p?

+b
dex gln|x2+px+q|

X2+ px+gq
+(b—@)fL+c,
2 X2+ px+q

B 2x+p
f(x2+pX+q)" (k- D@q - pH(x2 + px+q)k!
. 20k-3) f ‘e
(k=D)(4g-p>)J (P+px+gk!

k>1,

f ax+b —a
— dx =
(X2 + px+q)k 2(k—1)(x% + px+ q)"‘l

b—@ f k>1,
(x2+px+q)k

wobei in (8.5)—(8.8)) die Diskriminante p* —4q < 0 ist.

(8.3)

(8.4)

(8.5)

(8.6)

8.7

(8.8)
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Bemerkung. Ein Integral der Form

fR(e‘”) dx

lasst sich durch die Substitution z := ¢** auf die Form

f R(Z)aiZ dz

bringen und damit elementar integrieren.

Bemerkung. Ein Integral der Form

+b
fR(x, VE"Dydx,  fiir ae—be#0,k>2,
cx+e

mit einer rationalen Funktion R(&,n) zweier Variablen &, € R 14sst sich durch die Substitution

rlax+b
cx+e

k k-1
ez*—b k(ae —bc)z
R 2] d
f (a—CZ" Z) a—cy

bringen und damit elementar integrieren.

auf die Form

Bemerkung. Ein Integral der Form

fR(cos x,sinx)dx

wird durch die Substitution u := tan(x/2) in

1-u?> 2u 2
R , . d
f (l+u2 1+u2) v ™

iberfiihrt, und l4sst sich damit elementar integrieren.




62 KAPITEL 8. INTEGRATION

Bemerkung. Ein Integral der Form
fR(x, Vax? +bx+c)dx, a#0,

lasst sich mit einer geeigneten linearen Substitution u = @x + 8 auf eine der folgenden Formen
bringen:

() [R(u, Vi +du,
(i) [R(u, Vu2 - 1)du,
(iii) [R(u, V1-u?)du,

wobei R(¢,n) eine im Allgemeinen von R(&,7) verschiedene rationale Funktion zweier Variablen
&,neRist.

Fiir (i) fiihrt die Substitution u =: sinh¢ auf den Integranden R(sinht,cosh?). Fiir (ii) fiihrt die Sub-
stitution u =: cosh ¢ auf den Integranden R(cosh¢,sinh ). Fiir (iii) fiihrt die Substitution u =: sint auf
den Integranden R(sint,cos?).

Definition 8.16
Die hyperbolischen Funktionen Sinus hyperbolicus, Cosinus hyperbolicus, Tangens hyperbolicus,
Cotangens hyperbolicus sind folgendermal3en definiert:

. ef—e
sinhx :=
2
e +e*
coshx :=
2
sinh x
tanhx :=
coshx
coshx
cothx = — s x#0.
sinh x

Lemma 8.17 [Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen]

(1) sinh’ x = coshx und cosh’ x = sinh x.
(ii) cosh?x—sinh®x=1.
(ii1) (Additionstheorem)

sinh(x+y) = sinhxcoshy+coshxsinhy

cosh(x+y) = -coshxcoshy+sinhxsinhy.
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Bemerkung. Ein Integral der Form
f R(cosh x, sinh x) dx
wird durch die Substitution u := tanh(x/2) in
fR 1+u® 2u 2,
s : u
1-u2"1-u?) 1-u?

tiberfiihrt, und lésst sich damit elementar integrieren.
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Definition 8.19
(1) Fir eine Funktion [ : [a,b) = R, b € (—o0,+00], die fiir alle ¢ € (a,b) stiickweise stetig auf dem
Intervall [a, c] ist, definieren wir das (nach oben) uneigentliche Integral

b c
faf(X)dxiﬂlfmbfa f(x)dx.

Entsprechend definiert man nach unten uneigentliche Integrale.

(i1) Fir eine Funktion f : (a,b) — R, a,b € [—00,+00], die stiickweise stetig auf (cy,cp) fiir alle
a < c1 < cy < bist, definiert man das beidseitig uneigentliche Integral

b C b
ff(x)dx:sz(x)dx+f fx)dx (8.9)

Man sagt, dass ein uneigentliches Integral konvergiert, wenn der zugehorige Grenzwert in R exi-
stiert, andernfalls heiflt das uneigentliche Integral divergent.

fiir irgendein c € (a,b).

Bemerkung. (i) Mit dieser Definition ist ein Integral erklért, falls der Integrand f(x) gegen +oo
konvergiert fiir x — b, oder falls z.B. b = oo als Integrationsgrenze vorkommt.

(i1) Fiir die Konvergenz des beidseitig uneigentlichen Integrals miissen beide Grenzwerte auf der
rechten Seite von unabhiingig voneinander existieren.



Kapitel 9

Taylorreihen und
Differentialgleichungen

Die Entwicklung einer geniigend glatten Funktion in ihre Taylorreihe stellt ein wichtiges analyti-
sches Instrument in den Natur- und Ingenieurwissenschaften dar, um Néiherungsformeln fiir kompli-
zierte Ausdriicke anzugeben. Oft werden in der Praxis nur wenige Terme einer solchen Reihenent-
wicklung bendtigt, um eine vertretbare Genauigkeit zu erreichen. Daneben erleichtern solche Ent-
wicklungen Grenzwertbetrachtungen, das Errechnen von nicht elementar bestimmbaren Integralen
und eine approximative Losung von nicht explizit integrierbaren gewohnlichen Differentialglei-
chungen. Zum Abschluss dieses Kapitels werden einige explizite Losungsmethoden fiir bestimmte
Typen gewohnlicher Differentialgleichungen angegeben.

’ Allgemein sei [ ein offenes Intervall in R.

Satz 9.1 [Taylor-Formel]
Fiir alle f € C™*\(I), x,a € I gilt

y 1" (n)
=@+ L2 a+ D00 ap v L 0y s Ry
mit
Rii(x,a) = % f x(x -0'f D) dt Caucny-Restglied
(n+1)
% (x—a)**! LAGRANGE-Restglied,

wobei ¢ ein (nicht notwendig eindeutiger) von f, a und x abhaengender Wert aus (a, x) bzw. (x,a)
ist.

65
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Satz 9.3 [Polynome]
Falls fiir { € C"*\(I) die Identitit f"*V(x) = 0 fiir alle x € I gilt, dann ist { ein Polynom P mit
Grad (P) <n.

Satz 9.4 [Extremwerttest]
Erfiillt f € C"(I) an der Stelle a € I fuer n € N

f@=f'@=-=f"%a)=0, und f*(a)#0,
dann gilt
(1) a ist Extremalstelle & n gerade

(i1) f(”) (a) < 0 und n gerade = a ist lokale Maximalstelle,
fD(a) > 0 und n gerade = a ist lokale Minimalstelle.
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Definition 9.6
Fiir f € C*(I), a € I heifit der Ausdruck

[Se]

(k)
Ty(x,a):= Z O (x—a)k

!
= k!

die Taylorreihe von f um a.

Ist f(x) = T¢(x,a) fiir alle x € I, dann sagt man, dass f durch seine Taylorreihe dargestellt wird und
man nennt f reell analytisch.

Satz 9.8 [Funktion=Taylorreihe]
Fiir fe C*(),a €, gilt

fx)=T¢(x,a) fiiralle x mit R,(x,a) — 0 fiir n — oo.
Falls A, B > 0 existieren, so dass If(”)(x)l < AB" fiiralle xe I, n e N, dann gilt

fx)=T¢(x,a) fiiralle xel.

Lemma 9.9 [Polynome=Taylorreihe]
Fiir alle Polynome P,, a € R gilt

Py(x)=Tp,(x,a) fiiralle xeR.

Tp,(.,a) ist die einzige Potenzreihendarstellung fiir P,, um a.
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Definition 9.11
FirneN, F: G — R, G c R"2, nennt man die Gleichung

Foyyy’ ... .y Dy =0

eine (gewohnliche) Differentialgleichung n-ter Ordnung. Eine Losung dieser Differentialgleichung
auf einem offenen Intervall / C R ist eine auf / n-mal differenzierbare Funktion y = y(x), so dass

FOoy(x),5' (x),5” (%), ...,y D(x),y™(x)) =0 fiiralle xe 1.

Eine solche Differentialgleichung hei3t explizit , wenn die hochste Ableitung isoliert werden kann,
d.h. falls
y" = fyy sy D),

andernfalls heif3t sie implizit.

Satz 9.13 [Separation der Variablen fiir y’ = f(x)g(y)]
Seien 1,J C R offene Intervalle, f € coxn), ge CO(J) mit g # 0auf J, (xo,yo) € I X J fiir ein Intervall
I’ C I und fiir

F(x):= fxf(t)dt G(y) := fyﬂ fiir (x,y) € IXJ,
X0 yo 9(0)

gelte F(I') c G(J).
Dann existiert genau eine Losung ¢ : I’ — R der Differentialgleichung

¢’ (x) = f(0)g(p(x))  fiir xel’
$(x0) = yo.

Es gilt
G(¢(x)) = F(x) fiiralle xeI'. 9.1
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Definition 9.15
Fiir ein Intervall / ¢ R und Funktionen a,b € C°(I) nennt man die Differentialgleichung

y = a(x)y+b(x), fir xel

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Sie heillt homogen, falls b = 0, sonst inhomogen.

Satz 9.16 [Homogene lineare Differentialgleichungen]
Fiir xo €I, c € R und a € C°(I) gibt es genau eine Funktion ¢ : I — R mit

¢’ (x) = a(x)$(x)
#(xo) =c,

ndmlich die Funktion
N :) a(r)dt

o(x):=ce

Satz 9.18 [Inhomogene lineare Differentialgleichung — Variation der Konstanten]
Fiir xo € I, c e R und a,b € C°(I) gibt es genau eine Funktion  : [ — R mit

¥’ (x) = a(x)y(x) + b(x)
W(xo) = c,

ndmlich die Funktion

U(x) = (C + f X b f;o a(z)dz dt) . Iy adr

0
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Satz 9.20 [y’ = f(y/x) = 2 = (f(2) —2)/x]
Sei f:J— R, JCR ein Intervall und

G ={(x,y) e R\{0O}xR:y/xeJ},

I c R\ {0}, und x¢ € I mit (xo,y0) € G. Dann lost die Funktion ¢ : I — R die Differentialgleichung

¢'(x) = f(p(x)/x) 9.2)
¢(x0) = Yo
genau dann, wenn die Funktion y : I — R, y(x) := ¢(x)/x, die Differentialgleichung
Y (x0) = [fW(0)—¢(0]/x (9.3)
¥(xo0) = yo/xo

lost.



Kapitel 10

Mehrdimensionale Analysis — ein
Ausblick

In diesem Kapitel werden wir einige Aspekte der mehrdimensionalen Analysis vorstellen, die na-
turgemal gewisse Konzepte der linearen Algebra im R” benotigt. Vektorwertige Funktionen ordnen
also beispielsweise jedem Parameter ¢ € R einen Vektor x(¢) € R" zu, was zu stetigen Raumkurven
t — x(1) fiihrt, falls alle Komponenten x'(-) des Vektors x(-) stetige Funktionen von ¢ sind. Sol-
che Raumkurven kann man hiufig sogar differenzieren, was einfach komponentenweise geschieht.
Komplizierter sind Ableitungsbegriffe allerdings, wenn der Parameter auch schon mehrdimensional
ist, was bei der Formulierung von Naturgesetzen sehr hdufig vorkommt, etwa wenn eine physika-
lische GroBe von Temperatur, Dichte und Leitfdhigkeit eines Materials abhingt. Die Begriffe der
partiellen Ableitung und der totalen Differenzierbarkeit sind hier zentral. Wie im Eindimensiona-
len gibt es auch hier Differenzierbarkeitsregeln wie etwa die Kettenregel, oder die Entwicklung in
(mehrdimensionale) Taylorreihen. Wir beschlieen diesen Ausblick dann mit einigen Extremwert-
tests und verzichten damit auf die Darstellung einer Integrationstheorie im Mehrdimensionalen.

Definition 10.2
(1) Das Skalarprodukt zweier Vektoren

X1 Y1

X2 Y2 "
x=| . |, y=| . |eR

Xn Yn

ist gegeben durch

XY= Zn:x[y[.

i=1

(i) Der Abstand zweier Vektoren (oder zweier Punkte)

X1 Y1
X2 Y2

x=( . |, y=| . |eR"
Xn Yn

71
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he=yll = 4| D @i=x)? = =2 .
i=1

(iii) Zu r > 0 definieren wir den offenen Ball mit Radius » um den Punkt xy € R* durch

ist gegeben durch

B.(xg) :={xeR":|lx—xoll < r}.

(iv) Die Menge M c R" heiit offen & Yxe M Ar=r(x)>0: B, (x) C M.
M c R" hei3it abgeschlossen < R*\ M ist offen.

(v) Sei M cR", f: M — R™. f besitzt am Punkt xo € M den Grenzwert yo € R™, d.h.

lim f(x) =yo
X— X0

Y e>03dBs(xg) C R": f(x) € Bc(yo) C R™ Vxe Bs(x0) \ {x0} .
(vi) Die Funktion f: M — R™ heilit in xg € M stetig &
lim f(x) = f(x0).
X—X0

Die Funktion f: M — R™ heif3t (auf M) stetig :& f ist stetig in xo € M fiir alle xo € M.

Lemma 10.4 [Operationen mit stetigen Funktionen mehrerer Verinderlicher]
Seien f,g: M — R™ in xo € M stetig. Dann gilt

(1) Die Funktionen

m
f+g:M—R" und f-g:Zfig,-:MaR

i=1

sind stetig in xy.

(i1) Fiirm =1 und g(xg) # 0 ist auch der Quotient f /g stetig in xy.
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Definition 10.6
(i) Sei Q c R” offen, f:Q — Rund a = (a;,ay,...,a,) € Q. Dann heifit der Ausdruck
0 d
fx,-(a) = a_xfl(a) = d_gf(al’-'-7ai—l5§’ai+17-"’an)|§:ai
— llm f(a1’~~'9ai—l’ai+haai+1’~'~9an)_f(a17‘--aai—19a[’ai+la-~-9al’l)
h—0 h

die partielle Ableitung von f nach x; (sofern der Grenzwert auf der rechten Seite existiert).

(i1) Der Gradient von f an der Stelle a € Q ist gegeben durch den Vektor

%(a)
2L (a)
Vf(a):= gradf(a) := eR".

N
L(a)

(ii1)) Die Funktion f: Q — R heil3t k-mal partiell differenzierbar, k € N,
& alle k-ten partiellen Ableitungen

ak
- axil . -axik

- f

existieren.
Sind alle diese Ableitungen stetig, dann heiflt f k-mal stetig partiell differenzierbar, und wir schrei-
ben

feCHQ,R) = CHQ).

(iv) Ist fir f = (fl,fz,...,fm) : Q — R"™ jede Komponente fi, i=1,...,m k-mal stetig partiell
differenzierbar, dann schreiben wir

feCHQR™.
Die Matrix
La L@ )
Dfa):=| L= (V@@ @) e R
T@ - @

heiBt JacoBische Matrix oder Funktionalmatrix von f € C'(Q,R™) in a € Q, wihrend fiir f €
C*(Q,R) = C*(Q) die Matrix

fouw@ o frx(@)
Df@:=| = . |eR™
fxnxl (@) - fxnxn (a)

die Hesse-Matrix von f in a € Q heifit.

Satz 10.8 [Scuwarz]
Sei Q c R" offen. Dann gilt fiir alle f € C*(Q)

Juix; = fe  fiiralle i,j=1,...,n.
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Definition 10.9

(1) Sei Q c R" offen. Dann heiit f: Q — R in xy € Q total differenzierbar :< Es existiert ein Vektor
[ eR", so dass

S = f(x0) +1-(x=xp) +o(llx—xoll)  fir x — xo.
(i1) Fiir v € R™\ {0} heiflt der Ausdruck

% =0, f(x):= }in&

Jx+mw) - f(x)
o t

d
= Ef(x+tv)

die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v, sofern der Grenzwert existiert. (Ach-
tung: Davon abweichend wird in der Literatur fiir die Richtungsableitung 9, f oft zusitzlich die
Eigenschaft [|v|| = 1 gefordert.)

Satz 10.10 [Differenzierbarkeitseigenschaften]
Ist f in xo € Q total differenzierbar im Sinne von Definition[10.9] dann gilt

(1) f ist stetig in xg
@i1) Oy f(xo)=1-v fiir alle v e R*\ {0}
(iii) f ist partiell differenzierbar, und es gilt V f(xo) = I, und damit

f(x) = f(x0) +Vf(x0)- (x—x0)+o(lx—xol)  fiir x— xo

@v) 0,f(x0) =V f(xp)-v fiir alle ve R"\ {0}.

Bemerkung. Geometrische Deutung. Fiir n = 2 liefert der Ausdruck

fGoy) = f(x0.y0)+ V f(x0,y0) - ((x,y) — (x0,40)) + o(ll(x,y) — (x0, yo)I|)
= f(xo0,y0) + fx(x0,y0)(x = x0) + f,(x0,Y0)(y — yo) + o( \/(X - x0)2 +(y—10)?)

die Approximation des Graphen der Funktion f nahe dem Graphenpunkt (xg,yo, f(x0,y0)) durch
seine Tangentialebene im Punkt (xg, yo, f(x0,Yy0)) beschrieben durch den Ausdruck

7= f(x0,Y0) + fe(x0,y0)(x — x0) + f,,(x0,Y0)(Y — Yo).

Satz 10.11 [totale Differenzierbarkeit]
Eine Funktion f € C1(Q) ist auf Q total differenzierbar:

Satz 10.13 [Kettenregel]
Fiir f € CY(Q), x € C'((a,b),R") mit x((a,b)) c Q gilt

d
77 ) = VA (x(D) - £(0).
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Definition 10.15
Eine Menge Q) ¢ R" heil3it konvex &

VxyeQ:tx+(t—-1yeQ firalle t€[0,1].

Mit anderen Worten: mit je zwei Punkten aus Q liegt auch deren Verbindungsstrecke in Q2.

Satz 10.16 [Taylor-Formel im Mehrdimensionalen]
Sei Q c R offen und konvex, f € CK*(Q), x € Q und x+v € Q. Dann gilt:

1

k+1

FOt0) = F@+ 00+ iR f@ 4+ 223k 0+

mit einer Zahl & € [0, 1], wobei
n
0
0y = i—.
' ; Ul 8XI

Speziell gilt fiir x :== xo und v:= x—x9 und k=0,1,2:

(1)
() = f(x0) + V@) (x—x0) mit T€[xp,x] (Mittelwertsatz)
(i)
1 .
J(x) = f(x0)+Vf(xo0) (x—x0)+ E(x —x0)- D2 f(x")(x—x0)  mit x" € [x0,x]
(iii)

1
Jx) = f(x0) + Vf(x0) - (x = x0) + = (x = xo) - D (x0)(x = x0) + o(llx = xoll*),

wobei [ xg, x] die Verbindungsstrecke von xo und x im R" bezeichnet.

Bemerkung. Geometrische Deutung. 1. Fiir n = 2 liefert der Ausdruck

fy = f(xo0,y0)+ Y f(xo,50) - ((x,1) = (x0,50))
1
+5(Cx,) = (30,90) - D £ X0, y0)((%,9) = (X0, 0)) + 0(ll(x, ) = (x0, o))

die Approximation des Graphen der Funktion f nahe dem Graphenpunkt (xo,yo, f(x0,y0)) durch
eine Fliche zweiter Ordnung, einer sogenannten Quadrik im Punkt (xo,yo, f(x0,y0)) beschrieben
durch den Ausdruck

z = f(x0,y0)+ fx(x0,y0)(x = x0) + f,,(x0,40)(Y — Yo)

1
+ 5(()6, y) = (x0,40)) - D* £ (x0, 40)((x, ) — (X0, Y0))-

Die Klassifikation solcher Quadriken wird in der Linearen Algebra behandelt, siehe Skript der Li-
nearen Algebra, Kapitel 6.



76 KAPITEL 10. MEHRDIMENSIONALE ANALYSIS — EIN AUSBLICK

Definition 10.18
Sei M c R”. Ein Punkt xo € M heiit lokale (relative) Maximalstelle (bzw. Minimalstelle) :&

Ar>0: ()< fxg)  (bzw. f(x) > f(x0)) fiiralle x € By(xo).

Falls f(x) < f(xo) (bzw. f(x) > f(xp)) fiir alle x € M, so heilit xy globale (absolute) Maximalstelle
(bzw. Minimalstelle). Die Zahl f(xy) nennt man dann ein Maximum (bzw. ein Minimum), in beiden
Fillen ist f(xop) ein Extremum und die zugehorige Stelle xo heiflit Extremalstelle.

Satz 10.19 [Notwendige Bedingung fiir Extremalstellen]
Fiir f € C'(B,(a)) gilt:
a ist lokale Extremalstelle von f = Vf(a) =0.

Satz 10.20 [Extremwerttest iiber D’ f |
Sei Q CR" offen, f € c3(Q), V f(a) = 0 fiir ein a € Q. Dann gilt

() D?*f(a) positiv definit = f(a) is lokales Minimum
(i) D?f(a) negativ definit = f(a) is lokales Maximum

(iii) D?f(a) indefinit = a ist keine Extremalstelle, d.h., a ist Sattelpunkt.

Definition 10.21
A € R™" heiBit positiv definit (bzw. negativ definit) :&

EAE>O (bzw. £-AE<0) YV EeR"\ {0},

andernfalls heiit A indefinit.

Bemerkung. FEin Satz aus der Linearen Algebra (vgl. Satz 6.35 im Skript zur Linearen Algebra)
impliziert z.B. fiir n = 2:
D’f(a) positiv definit © fi(a)>0 und detD*f(a) = (fufyy — fa)@) >0,
D’f(a) negativ definit <  fi(a) <O und detD’f(a) = (fxfyy — fo)(@) >0,
D’f(a) indefinit & detD?f(a) = (fiufy — fo)(@) <O.
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